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Предисловие ') 


Теория абелевых групп — это ветвь алгебры, в которой рассматри- 
ваются коммутативные группы. Любопытно, что она до некоторой 
степени не зависит от общей теории групп: ее основные идеи и методы 
имеют лишь незначительное сходство с некоммутативным случаем, 
и есть основания полагать, что не существует другого условия, которое 
имело бы большее значение для групповой структуры, чем комму- 
тативность. 

Настоящая книга посвящена теории абелевых групп. Изучение 
теории абелевых групп целесообразно по двум основным причинам: 
во-первых, из-за красоты результатов — среди них находятся некото- 
рые из лучших примеров того, что называется алгебраической струк- 
турной теорией; во-вторых, потому, что это один из основных побуди- 
телей новых исследований по теории модулей (например, для всякой 
теоремы об абелевых группах можно поставить вопрос: для модулей 
над какими кольцами верен этот результат?); имеются и другие обла- 
сти математики, в которых широкое применение теории абелевых 
групп может быть очень плодотворным (строение групп гомологий 
ИТ. Д.). 

Первоначальным намерением автора было подготовить второе изда- 
ние его книги «Абелевы группы» (Будапешт, 1958). Однако скоро стало 
очевидным, что в последнее десятилетие теория абелевых групп разви- 
валась слишком быстро, чтобы можно было ограничиться простым 
пересмотром издания, и поэтому была написана совсем новая книга, 
отражающая новый аспект теории. Некоторые темы (структура под: 
групп, разложение в прямую сумму подсистем и т. д.), которые рас- 
сматривались в книге «Абелевы группы», здесь не будут затрагиваться, 

Две параллельные задачи этой книги — ознакомить подготовлен- 
ных студентов с теорией абелевых групп и дать молодому алгебраисту 
обзор материала (в разумном объеме), который может послужить осно- 
ВОЙ для исследований по абелевым группам. Изложение никоим обра- 
3Ом не претендует на исчерпывающий характер или даже на то, чтобы 
дать полное представление о современном состоянии теории — это 
было бы сизифовым трудом, так как теория абелевых групп стала край- 
Не обширной и продолжает расти практически изо дня в день. Но то, 
Что автор рассматривает как основную часть сегодняшней теории 
чбелевых групп, он пытался изложить по возможности полно, чтобы 


1 ь 
о ) Это предисловие, как и в английском оригинале, совпадает с предисло- 
“М к тому 1.— Прим. перев. 
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читатель мог получить достаточно сведений о центральных идеях, 
основных результатах и главнейших методах теории. Чтобы помочь 
в этом читателю, текст сопровождается многочисленными упражне- 
ниями; некоторые из них являются просто упражнениями, другие 
дают дополнительные сведения по теории, содержат различные добав- 
ления. Упражнения используются лишь в других упражнениях, 
но читателю рекомендуется попробовать выполнить некоторые из них, 
чтобы лучше осмыслить теорию. От читателя не требуется никаких 
предварительных знаний, кроме элементов абстрактной алгебры, 
теории множеств и топологии, но требуется определенная математиче- 
ская зрелость. 

Выбор материала неизбежно несколько субъективен. Главный упор 
делается на структурные проблемы; должное место отводится гомоло- 
гическим вопросам и некоторым топологическим рассмотрениям. Была 
сделана серьезная попытка унифицировать методы, упростить изло- 
жение и сделать его по возможности независимым. Автор пытался 
избежать излишней абстрактности или технической сложности изло- 
жения. Из-за этого в книгу не вошли некоторые важные результаты, 
а изложение (в тех местах, где это неизбежно вызвало бы потерю 
ясности или множество технических осложнений) велось не в макси- 
мально возможной общности. 

В томе | излагаются основы теории абелевых групп, а также ее 
гомологический аспект, в то время как том 2 посвящен структурной 
теории и приложениям. В каждом томе имеется библиография, содер- 
жащая те работы по абелевым группам, на которые имеются ссылки 
в тексте. Автор старался везде указывать, кому принадлежит тот или 
иной результат. В некоторых случаях, однако (особенно в упражне- 
ниях), было почти невозможно приписать идеи их первооткрывателям. 
В конце каждой главы приводятся комментарии, указываются даль- 
нейшие пути, по которым шло исследование, упоминаются некоторые 
дополнительные результаты и обобщения, в частности, на модули, 
которые могут заинтересовать читателя. Приведены также нерешенные 
проблемы, которые автор считал интересными. 

Система ссылок внутри книги достаточно ясна. Конец доказатель- 
ства отмечается символом. а Задачи, которые по той или иной причине 
казались автору трудными, часто отмечены звездочкой, как, впрочем, 
и некоторые разделы, которые начинающий читатель может счесть 
разумным пропустить. 

Автор многим обязан специалистам по теории групп за сделанные 
ими замечания; всех их автор искренне благодарит. Особенно он бла- 
годарен Шарлю за многочисленные полезные советы. Автор хотел бы 
выразить свою признательность математическим отделениям универ- 
ситетов в Майами (Корэл Гейбл, Флорида) и в Тулейне (Новый Орлеан, 
Луизиана) за их помощь в подготовке рукописи, а также издательству 
«Асадетис Ргезз» за публикацию этой книги в своей замечательной 
серии «Риге апа АррИеа Ма{Нета{с$>». 


Л. Фукс 





Глава Х| 


СЕПАРАБЕЛЬНЫЕ р-ГРУППЫ 


Мы начнем рассмотрение основных классов абелевых групп с теории перио- 
дических групп. Напомним, что периодическая группа единственным образом 
разлагается в прямую сумму р-групп для различных простых чисел р, поэтому 
структурная теория для случая периодических групп сразу же сводится к случаю 
р-групп. Далее она легко сводится к случаю редуцированных р-групп. Эта и сле- 
дующая главы посвящены теории редуцированных р-групп. 

В настоящей главе мы прежде всего займемся р-группами без элементов 
бесконечной высоты — для краткости мы будем называть их сепарабельными 
р-группами, — а общий случай рассмотрим в следующей главе. Сепарабельные 
р-группы играют фундаментальную роль в общей теории р-групп (например, 
ульмовские факторы р-групп всегда сепарабельны). Всякая сепарабельная 
р-группа является сервантной подгруппой, лежащей между базисной подгруппой 
В этой р-группы и «наибольшей» сепарабельной р-группой В с той же базисной 
подгруппой В. Эти (так называемые периодически полные) р-группы В обладают 
многими замечательными свойствами, которые мы рассмотрим в $ 68—71; в част- 
ности, эти группы допускают достаточно полные системы инвариантов. По суще- 
ству ни для какого важного класса сепарабельных р-групп, кроме класса пря- 
мых сумм циклических групп и класса периодически полных групп, достаточно 
хорошей структурной теории пока не получено. 


$ 65. Леммы о р-группах 


Изучение р-групп мы начнем с изучения р-групп А без элементов 
бесконечной высоты. Отсутствие элементов бесконечной высоты озна- 
чает, иными словами, что первая ульмовская подгруппа группы АД 
равна нулю, т. е. А! = 0. Этот параграф посвящен изложению некото- 
рых предварительных результатов, касающихся в основном таких 
р-групп. 

Прежде всего введем некоторые термины. Произвольную группу А 
назовем сепарабельной, если любую ее конечную подсистему {а1,..., а} 
можно вложить в прямое слагаемое $ группы А, являющееся прямой 
суммой групп ранга 1. Очевидно, тогда в качестве $ можно взять 
прямую сумму конечного числа групп ранга 1; в случае р-групп это 
означает, что $ — конечно копорожденная группа (см. теорему 25.1). 

силу своего строения все делимые группы сепарабельны, и легко 
Видеть, что группа сепарабельна в точности тогда, когда ее редуци- 
рованная часть сепарабельна. 


Предложиние 65.1. Редуцированная р-геруппа сепарабельна тогда 


у только тогда, когда она не содержит отличных от нуля элементов 
есконецной высоты. 
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Если А — сепарабельная редуцированная р-группа, то каждый 
ее элемент содержится в ее конечном прямом слагаемом. Поэтому 
группа А не имеет элементов бесконечной высоты. Обратно, если 
группа А не содержит элементов бесконечной высоты и {а1,..., ав} — 
конечное подмножество элементов группы А, то (а,..., ал} — конеч- 
ная подгруппа, высоты элементов которой ограничены в совокупно- 
сти. По следствию 27.8 эту подгруппу можно вложить в ограничен- 
ное !) прямое слагаемое $ группы А. Тот факт, что $ — прямая сумма 
групп ранга 1, следует из теоремы 17.2. а 


В силу предложения 65.| можно для краткости называть р-группы 
без элементов бесконечной высоты сепарабельными р-группами. [О се- 
парабельных группах без кручения см. 6 87.] 

Очевидно, что р-группа хаусдорфова в своей р-адической топологии 
тогда и только тогда, когда она сепарабельна. Хотя нам придется рас- 
сматривать также и другие топологии, но если не оговорено противное, 
р-группы будут считаться снабженными р-адической топологией. 

В соответствии с этим, если Х — подмножество в р-группе А, 
то через Х- мы будем обозначать его топологическое замыкание 
в р-адической топологии. Очевидно, что если Х — подгруппа, то и 
Х- — подгруппа группы А. В самом деле, Х-/Х — это именно первая 
ульмовская подгруппа группы А/Х. 

Заметим, что в сепарабельной р-группе А все подгруппы А [р"], 
п =0,1,..., являются замкнутыми. Если @ — замкнутая подгруппа 
группы А, то С[р"] = П А[ р"] — также замкнутая подгруппа (как 
пересечение двух замкнутых подгрупп). Для сервантных подгрупп 
верно и обратное утверждение: 


ЛЕММА 65.2. Сервантная подгруппа С сепарабельной р-группы А 
является замкнутой тогда и только тогда, когда подгруппа С [р"] 
замкнута в А [р"] при некотором п > 1. 


Пусть подгруппа С [р"] замкнута в А[р"] при некотором п. Тогда 
подгруппа С@ [р] замкнута в А[ р]. Предположим теперь, что подгруп- 
па С не замкнута, т. е. что (А/Ц)! == 0. Тогда в А/ существует смеж- 
ный класс а-- С порядка р и бесконечной высоты. По теореме 28. 1 
в качестве а можно выбрать элемент порядка р. Для любого # 
существуют такие элементы ХЕД и &ЕС, что рих=а-- в, откуда 
р" х = ре ЕС, и для некоторого ЕС выполняется равенство р“\АЙ = 
= ре. Отсюда р* (х — #) =а-+ (в— рЁй), где в — р^ВЕС [р], т. е. а лежит 
в замыкании подгруппы С [р], т. е. аЕС [р] = (. Противоречие. а 


Пусть А — редуцированная р-группа иа Е А — ее элемент поряд- 
ка р". Свяжем с а возрастающую последовательность 


Н (а) = (в* (а), #* (ра),..., В* (р”а) = о) (1) 





1 
) Ограниченными называются группы, в которых порядки элементов огра- 
ничены в совокупности.— Прим. перев. 
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порядковых чисел и символов со; здесь Й* обозначает обобщенную 
высоту относительно простого числа р [см. определение в $ 37], т. е. 
й* (а) =о, если а Е р°А `` рб"А, и Й* (0) = сю. Мы будем называть 
Н (а) индикатором или ульмовской последовательностью элемента а. 
Часто бывает удобно бесконечно продолжить эту последовательность, 
добавив к ней символы оо: 


Н (а) =. (й* (а), 1* (ра), ..., В* (ра), №* (рта), ...). (2) 


Из текста всегда будет видно, какую из форм этой последовательности, 
(1) или (2), следует использовать. 

Очевидно, что для любого элемента а справедливо неравенство 
й* (р'а) < #* (р'1а), когда р'а--0. Если 


й* (р'а) +1 < #* (реа), 


то говорят, что индикатор элемента а имеет скачок между Й*(р'а): 
и й*(р'1а). Если о (а) =р", то между й* (р"\1а) и #* (р”а) = со всегда 
имеется скачок. 

Следующая лемма точно описывает, как выглядит индикатор. 
Напомним, что 0-й инвариант Ульма— Капланского [| (А) для 
р-группы А определялся как ранг группы р°А[р]/рс+!А[р] [мы 
здесь пишем просто рбА[р] вместо (р°А)[р], так как это не может 
вызвать недоразумений]. 


ЛЕммА 65.3 (Капланский [3]). Пусть А — редуцированная р-группа 
и 0%, 01,..., би_1 — СТрого возрастающая последовательность поряд- 
ковых чисел. Тогда последовательность (бу, 01, ..., бил, 0, = ©) 
является индикатором некоторого элемента аЕ А в том и только 
в том случае, когда выполнено следующее условие: 


(*«) Если между о; и в;-1 имеется скачок, то 0;-й инвариант Ульма-— 
Капланского группы А отличен от нуля. 


Предположим сначала, что в последовательности (1), построен- 
ной для некоторого аЕ А, имеется скачок между #* (р'а) и #* (ра). 
Это означает, что существует такой элемент БЕА, что р’ а = рб и 
й* (> 1” (а) =о;. Элемент с = р'а—6 имеет порядок р и высоту 
шш (й* (р'а), И* (5)) =ос;, поэтому. 


РА [руир°Е"" А [р] = 0, 


и ранг [с, (А) этой группы отличен от нуля. 


Обратно, пусть последовательность 0%, 01, ..., би, 9, = © 
удовлетворяет условию (+). Тогда можно выбрать элемент а,_ Е 
ЕА [р] высоты 0,1 52 со. Если между о,_. и 0,_ скачка нет, возь- 
мем такой элемент а, _›. Е А высоты 0„_о, что ра,_. = а, 1. Если ска- 
чок между б.-. и 0,_, есть, то по условию (*) найдется элемент В Е 
ЕЛ [р] высоты о„_›. Существует элемент с Е А, высота которого боль- 
ше о, _› и для которого рс = а„_1. Теперь элемент а, _› = 6 + с имеет 
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высоту 0-. и ра, -. = а, _-1. Продолжая далее таким же образом, мы 


последовательно получим элементы @и_1, @п-.›,..., ао группы А, для 
которых ра; =а;: и В* (а; =ов; 1=0, ..., п— 1). Очевидно, 
элемент 4 = а, имеет индикатор (0%, 01, ..., бв-1, ©). в 


Лемма 65.4 (Бэр [5]). Пусть А есть р-группа и (о, м, ..., о 
Ги = со) — индикатор элемента а = 0 группы А, причем г; (< п) — 
целые числа. Положим го = Ел, и пусть 


Риц = И4-- А», ...) = Рь Ги, == Ги == СО 
— те г;, перед которыми имеются скачки. Тогда 


О Иа чье ПЬ в 


4 существуют такие элементы с, ..., С Е А, что : 
1} элементы с1,..., с, независимы и о (с;} = ие Рени} 
2) С = (5,) Ф...Ф (с,) — прямое слагаемое группы А; 


3) а= рес Пир ВО 


Доказательство проведем индукцией по экспоненте е (а) элемента а. 
Если е (а) = 1, то индикатор элемента а имеет вид (К1, со), и утвержде- 
ние вытекает из следствия 27.2. Пусть е (а) = т + 1, и пусть лемма 
65.4 верна для элементов экспоненты <т. Неравенства, касающиеся 


чисел п; и #;, очевидны. Рассмотрим элемент р"#-1 а, имеющий высоту 
п: + ^,. Пусть с. Е А выбрано так, что 


рес, — рига. 


Тогда (с:) — сервантная подгруппа группы А порядка р"*". Эле- 


мент а’ = а — рес, имеет экспоненту <"; < м, и, как легко про- 
верить, его индикатором является (го, 1, ...,а, 1-1, 09). По предполо- 


жению индукции для а’ существуют элементы с1,..., С: 1 Е А снуж- 
ными свойствами. Пересечение подгруппы (с, ) с подгруппой (с. )Ф... 
... Ф (611) = С’ равно нулю, так как элемент р"! с, имеет 
порядок ри высоту п; + К; — 1, авС’ таких элементов нет. Подгруппа 
< = С’Ф (Сс, ) сервантна в А, так как высота любого элемента цоколя 
подгруппы С в точности равна минимуму высот его С’- и (с, )-коорди- 
нат, т. е. элементы цоколя подгруппы С имеют одинаковую высоту 
в Сив А. Применение теоремы 27.5 завершает доказательство. а 


На множестве индикаторов можно следующим образом ввести 
частичный порядок: 


Н (а) <Н (5), если #1* (ра) < В* (р) при 1=0, 1,2, ..., 


Льммл 65.5. Пусть А — такая р-еруппа, что А’ = 0, и пусть 
а, БЕЛ. Эндоморфизм группы А, отображающай а на 5, существует 
тогда и только тогда, когда Н (а) < Н (5). 
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Так как при эндоморфизме высота не может уменьшиться, необхо- 
димость очевидна. Поэтому предположим, что Н (а) < Н (5). По пре- 
дыдущей лемме элементы а и Ь можно вложить в прямые слагаемые 
С = (с) ®Ф...Ф ((:) ир= 4)... Ф «а, › группы А соответ- 
ственно. Достаточно построить гомоморфизм 1: С —= О, переводящий 
ав 6. Запишем элемент а в виде а=рис +... ке р“е са [см. п. 3) 
леммы 65.4] и, аналогично, запишем 


= реа... ра, 
где е (4;) =т;-+ 1, 0 т<...<т., ОЗ... <. Заметим, что 
со = й* (ма) < А* ( 9"), 


откуда р" =0, т. е. и, >т.. Поэтому можно сделать так, чтобы 1] 
переводил С: в 


Ре о а 


где ]/ — наименьший индекс, для которого и: 2т; и Е,< 1; [тогда 
образ элемента с; будет иметь экспоненту <<е (с; =п,-Р Е. Рас- 
смотрим теперь вместо а и В элементы 


а’ =а— р\с, И б-р, —...--ра., 


Тогда Н (а') <Н (5') и по предположению индукции существует 
гомоморфизм группы (с) ®Ф...Ф (6,:-) в (4)›)Ф...® а; 4), 
переводящий а’в В". Этот гомоморфизм можно продолжить до гомо- 
морфизма 1: С —= Р [где \ действует на с,, как указано выше], при 
котором а переходит в 6. а 


Следуя Капланскому [3], назовем редуцированную р-группу вполне 
транзитивной, если для любых двух ее элементов а, 6, для которых 
П (а) <—Н (5), существует эндоморфизм этой группы, переводящий а 
в 6. Лемма 65.5 утверждает, что сепарабельные р-группы вполне 
транзитивны. 


Кроме сепарабельных групп, класс вполне транзитивных р-групп включаег 
в себя также другие важные классы групп, например класс тотально проектив- 
ных р-групп. 


Упражнения 


1. Показать, что произвольная группа сепарабельна тогда и только 
тогда, когда ее редуцированная часть сепарабельна. 

2. Сервантная подгруппа плотна в группе А тогда и только тогда, 
когда ее цоколь плотен в А [р]. [О плотности см. также $ 66.] 

3 (Шарль [4]). Пусть А есть р-группа иа Е А, причем (а) [|] А! = 0. 
Тогда элемент а можно вложить в минимальную сервантную подгруппу 
группы А и любые две минимальные сервантные подгруппы, содержа- 
щие а, изоморфны над (а). 


12 Гл. ХГ. Сепарабельные р-группы 


4. Показать, что индикаторы элементов сепарабельной р-группы 
образуют дистрибутивную структуру относительно определенного 
выше частичного порядка. 

5. Описать все возможные индикаторы элементов конечной группы 
типа (р“,..., рт), где о. 

6. (а) Доказать лемму 65.5 для автоморфизмов, заменив неравен- 
ство на равенство. 

(6) Усилить лемму 65.5, заменив условие сепарабельности группы 
условием (а) П А! = 0. 

7* (Капланский [3]). Используя структурную теорию для счетных 
р-групп, показать, что счетные р-группы вполне транзитивны. 


$ 66. Подцоколи 


В предыдущих главах нам в некоторых случаях приходилось 
рассматривать цоколи р-групп; на самом деле некоторые из доказа- 
тельств существенно опирались на свойства цоколя. Цоколь и его 
подгруппы играют достаточно важную роль в теории р-групп. 

Подгруппа $ цоколя А [р] р-группы А называется подиоколем 
группы А. Говорят, что подцоколь $ служит носителем подгруппы С 
группы А, если С [р] = $. Естественно, мы говорим, что подцоколь $3 
замкнут, если 5$- = $, и плотен, если 5- = А [р], где замыкание 
берется в р-адической топологии. Наконец, мы говорим, что подцоколь 
$ дискретен, если $ [| р”А = 0 при некотором пи, т. е. высоты элемен- 
тов из 5 ограничены в совокупности. 


Мы начнем с двух лемм, касающихся цоколей прямых слагаемых. 


ЛЕммА 66.1 (Энокс [1]). Пусть А = В Ф С есть р-группа и @ — 
такая ее сервантная подгруппа, что В [р] = В [р]. Тогда А =( ФС. 


Очевидно, СП] С =0иС--С содержит цоколь группы А. Запи- 
шем элемент а Е А [р] в видеа = В + с ЕВ [р] = С [р], сЕС [р]; 
тогда высота элемента а в С + С больше или равна пип (й (5), В (с)), 
а последнее число равно высоте элемента а в группе А. Следовательно, 
подгруппа С -2 С сервантна в А и, таким образом, @--С = А. в 


Заметим, что из леммы 66.1 следует, что если цоколь некоторого 
прямого слагаемого служит носителем сервантной подгруппы, то эта 
подгруппа является прямым слагаемым, изоморфным исходному. 


ЛЕмММА 66.2 (Кроули [4]). Пусть 
А=ОФУФУ=ВвВ@ФсС 


— такая р-еруппа, что 


( [р] = В [р] = И [р1 Ф У [р]. 
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Тогда существует такая подгруппа В* группы В, что В* [р] = 
—= УП В [21| В* изоморфна подгруппе группы У и 


А = ОФ В* ФС. 


Проекция группы А на В изоморфно отображает подгруппу Ц 
на такую подгруппу В” группы В, что В’ [р] = И [р]. Очевидно, под- 
группа В’ сервантна в В, а значит, и в А, поэтому лемма 66.1] дает 
АД = В’ @ УФУ. Следовательно, В = В’ Ф В*, где В* = УФУ)П 
П В. В силу предположений относительно В [р] справедливо равен- 
ство В* [р] = У [р] П В [р]. Теперь из В* Г] У =0 следует, что 
подгруппа В* изоморфна подгруппе группы У. Наконец, применение 
леммы 66.1 дает А = В'’Ф В* ФС = 0ИФВ* ФС. в 


Один из основных вопросов, касающихся подцоколей, — опреде- 
лить, какие из них служат носителями сервантных подгрупп. Если 
подцоколь дискретен, то очевидно, что он — носитель сервантной под- 
группы, но для произвольных подцоколей это не так [см. упр. 9]. 
Однако, для плотных подцоколей верен следующий результат. 


ТЕОРЕМА 66.3 (Хилл и Меджиббен [3]). Пусть $ — плотный подцо- 
коль р-группы А. Тогда существует подгруппа С группы А, максималь- 
ная относительно свойства С [р] = 5; она сервантна и плотна в А. 


Существование подгруппы С с нужным свойством сразу следует 
из леммы Цорна. Докажем по индукции, что СПГ р”А = р"С. Пусть 
п = 1, и пусть ра = С ЕС, гдеа Е А. Если а 6 С, то в силу максималь- 
ности подгруппы С существует элемент В Е (С, а} порядка р, не лежа- 
щий в э. Пусть 6 = —с'’ + Ка для некоторого с’ Е С и некоторого 
целого числа К (1 < < р — 1), которое без ограничения общности 
можно предположить равным 1. Тогда рс’= р (а — 5) = ра = с. 
Предположим теперь, что СГ р”А = р"С при некотором п = 1, 
и пусть для аЕ А имеет место включение р”*'а Е С. По доказанному 

"На == рс при некотором с Е С. Из плотности $ в А [р] и включения 
р’а —сЕА [р] вытекает существование такого 4 Е $5, что р”а — с — 
— А ЕРр”А. По предположению индукции для некоторого с, Е С имеем 
р’. =с- 4. Следовательно, р”"'с, = рс = р"а, и сервантность 
подгруппы С доказана. 

Из теоремы 28.1 мы знаем, что в смежных классах, являющихся 
элементами порядка р группы А/С, могут быть выбраны в качестве 
представителей элементы порядка р группы А. Из плотности $ сле- 
дует, что`элементы порядка р группы А/С имеют бесконечную высоту 


в 4/С. Следовательно, А/С — делимая группа [см. $ 20, п. В)| и под- 
группа С плотна в А. в 


Сервантные подгруппы, имеющие один и тот же цоколь, не обязаны 
быть изоморфными. Более того, имеет место 


ТЕОРЕМА 66.4 (Хилл и Меджиббен [3]). Пусть А — редуцированная 
Р-группа мощности континуума с со счетной базисной подгруппой. 
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Если $ — такой собственный плотный подцоколь группы А, что |5 | = 


=, 00 $ — носитель 2‘ попарно неизоморфных сервантных под- 
групп группы ДА. 





Из предположений следует, что группа А неограниченная. В силу 
теоремы 66.3 существует сервантная подгруппа С, максимальная среди 
тех, для которых © служит носителем. Подгруппа С также имеет счет- 
ную базисную подгруппу [так как эта последняя расширяется до базис- 
ной подгруппы группы 4], откуда сразу же следует, что рС [|] $ имеет 
мощность континуума с. Поэтому можно выбрать такую независимую 


систему Г = {с;}+ ет элементов с; (ЕС) порядка 17, что [[|=с. 
По предположению существует элемент БЕА [р] \\ $. Построим 2“ 
систем Г’ = {с+}нет, полагая с; = с; или с; = с, 2 Ь для каждого 


Г Е Г. Так как цоколь подгруппы (Г’) содержится в $, то существует 
подгруппа С’ группы А, содержащая Г’ и максимальная относительно: 
свойства С’ [р] = $. По теореме 66.3 подгруппа С’ сервантна. Таким 
способом для каждой системы [.’ мы можем найти сервантную подгруп- 
пу С’, содержащую [’ и имеющую цоколь 5. 

Если [’ и [” — различные системы указанного выше вида, то 
соответствующие сервантные подгруппы С’ и С” различны, так как 
ни при каком # элементы с; и с; — 6 не могут одновременно принадле- 
жать подгруппе с цоколем $. Поэтому А содержит [не менее] 2‘ различ- 
ных сервантных подгрупп С” с цоколем 5. 

В силу счетности базисной подгруппы В’ группы С’ групна 


Нот (В’, А) = ЦА [р"] имеет мощность сх = с. Мощность кон- 
п 


тинуума является верхней гранью для мощностей групп Нот (С, 4), 
как легко следует из рассмотрения точной последовательности 


0 = Ном (С”/В’, А) > Нот (С’, А) = Нощ (В’, А). 


Это показывает, что среди наших групп С’ имеется не больше с изо- 
морфных между собой. Следовательно, множество не изоморфных 


между собой групп С’ имеет мощность 2°. ш 


Легко проверить, что предыдущее доказательство (принадлежащее Катлеру 
и Уинтропу [1]) переносится на любую редуцированную р-группу А мощности 
[А | = 2И, где и — мощность базисной подгруппы В группы А. Конечно, с 
в теореме 66.4 тогда должно быть заменено на | А |, а в заключительной части 
доказательства нужно использовать обобщенную гипотезу континуума, чтобы 


можно было утверждать, что ОВ < 291. 


Непосредственным следствием теоремы 66.4 является результат 


Лептина [1]: существует 2 попарно неизоморфных р-групп без элемен- 
тов бесконечной высоты, мощность которых равна с; более того, при 
этом можно предполагать, что все эти группы имеют базисную под- 


группу Ф 2 (р’). 
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Упражнения 


1 (Хилл и Меджиббен [11]). Если плотный подцоколь служит носи- 
телем слабо сервантной подгруппы, то эта подгруппа сервантна. 

2. Если всякий замкнутый подцоколь — носитель сервантной под- 
группы, то это же верно для любого подцоколя. 

3. Пусть А — прямая сумма циклических и квазициклических 
р-групп. Тогда всякий подцоколь группы А — носитель сервантной 
подгруппы. 

4. Провести в деталях доказательство утверждения, приведенного 
после доказательства теоремы 66.4. 


5* (Хилл и Меджиббен [1]). Доказать, что существует 2° неизо- 
морфных сепарабельных р-групп А с одной и той же базисной под- 
группой В, таких, что | А | =си В/А = (р). [О группе В см. 
$ 68.] 

6*. Пусть м — такое кардинальное число, что и < щ < и*№ для 


некоторого кардинального числа п. Тогда существует 2" неизоморф- 
ных сепарабельных р-групп мощности м. [Указание: использовать 
теорему 66.4. и следствие 68.2.] 

7. (а) Если цоколи двух сервантных подгрупп некоторой р-группы 
совпадают, то эти группы имеют изоморфные базисные подгруппы. 

(6) В прямой сумме циклических р-групп любые две сервантные 
подгруппы с одинаковыми цоколями изоморфны. 

8* (Хилл [2]). Привести пример сепарабельной р-группы, содержа- 
щей неизоморфные сервантные подгруппы с одинаковыми цоколями. 
[Указание: пусть 


В’ = © (42.4), В”= Ф (а) 


где о (а,) = р", и пусть ГС = Ф (а - ра»); тогда в периодически 
я 


полной группе В’ Ф В" [см. 5 68] подгруппы С = В’ Ф В" и Н=С- В" 
имеют одинаковые цоколи; предположив, что существует изоморфизм 
@—Н, получить в группе С элемент, переходящий в элемент, не лежа- 
щий в Л.] 

9 (Меджиббен [1]). Показать, что подцоколь сепарабельной р-груп- 
пы может не быть носителем сервантной подгруппы. [ Указание: В” [р] 
в группе Н из упр. 8.] 

10 (Ирвин и Сванек [1]). (а) Если С — сервантная подгруппа 
р-группы А и А [р]/С [р] — носитель сервантной подгруппы группы 
А!С [р], то С служит для А прямым слагаемым. [Указание: если 
К/С [р] — сервантная подгруппа с цоколем А [р/С [р], то К = 
—= ( [р] Ф Н для некоторого Ни А =С Ф Н.] 

(6) Пусть 0—С-—С-— А -—> 0 — сервантно проективная резоль- 
вента р-группы А, причем А не является прямой суммой циклических 


групп. Тогда С [р]/С [р] не служит носителем сервантной подгруппы 
группы С/С [р]. 
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11 (Дьёдонне [2]). Пусть С= |] <», где о (с,) = р, и пусть Сь = 
В— 


— [] (сь). Для каждого элемента хЕс,-+-С„, х->=0, возьмем обра- 


Е>й 
зующий а»; и положим р”а,;=х. Обозначим через А группу, поро- 
жденную группой С и всеми элементами а»; (п=1,2, ...). Пока- 
зать, что 


(а) а»; имеет в группе А порядок р"*"; 

(6) С — такая подгруппа группы А, что А/С — прямая сумма 
циклических групп; 

(в) всякий ненулевой элементхвс, - С, имеет высоту л и группа А 
не содержит элементов бесконечной высоты; 

(Г) если $ — любая подгруппа, высоты элементов которой ограни- 
чены в совокупности, то $ [|] С — конечная группа; 

(д) группа А не является прямой суммой циклических групп. 
о использовать теорему 17.1 и получить противоречие 
сп. (Г). 
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Напомним, что подгруппа С группы А называется вполне характе- 
ристической [характеристической], если всякий эндоморфизм [авто- 
морфизм] группы А переводит подгруппу С в себя. Очевидно, вполне 
характеристические подгруппы являются характеристическими, но 
обратное неверно, как показывают примеры соответствующих 2-групп 
[и групп без кручения]. 

Пример (Капланский [3]). Пусть А = (а) Ф (а) Ф (@з), где о (а;) = 
— 21. Рассмотрим подгруппу С, порожденную всеми такими элементами с Е А, 
что 

о (8) = 4, 1№(5) =0 и л 1(28) =2. 


Все такие элементы 5 легко перечислить: это а1 —- 2а5 - Заз и а: - 2аз. Всякий 
автоморфизм группы А переводит образующий группы С в образующий. Следо- 
вательно, С — характеристическая подгруппа. Но она не вполне характеристи- 
ческая, так как а! 6 С, а проекция А -+ (а1) отображает С на (ал). 


Полного описания вполне характеристических подгрупп р-групп 
до сих пор нет, но в ряде частных случаев такое описание возможно 
(см. Бэр [3], Шиффман [1] и Капланский [3]). Эти частные случаи 
охватывают наиболее важные классы р-групп, как, например, сепа- 
рабельные р-группы и тотально проективные р-группы. 

Чтобы описать вполне характеристические подгруппы в некоторых 
р-группах, введем в рассмотрение возрастающие последовательности 
порядковых чисел и символов со 


И бо, об. 
С последовательностью и связана подгруппа 
А (и) =А (6, ....0и,...) = 4 6ЕА1Н (а) и} (1} 


$ 67. Вполне характеристические и широкие подгруппы 17 


группы А; очевидно, это вполне характеристическая подгруппа. Заме- 
тим, что 


А) А (и) = П р рэВя): 


Б) если А= ФА,, то А(и) = ФА, (и); 

В) при любом гомоморфизме А —> С подгруппа А (и) отображается 
в С (и); 

Г) АП у) =А (и) + А (м), где и«П у строится путем взятия 
покомпонентного минимума. 


Скажем, что последовательность и удовлетворяет условию на скачки, 
если между оп И 0,-, скачок может встретиться только тогда, когда 
в группе А имеется элемент порядка р и высоты ов, т. е., иными слова- 
ми, когда Г (А) == 0. 


ТЕОРЕМА 67.1 (Капланский [3]). Пусть А — вполне транзитивная 
р-группа. Подгруппа С группы А является вполне характеристической 
тогда и только тогда, когда она имеет вид (1), где последовательность и 
удовлетворяет условию на скачки. Всякая вполне характеристическая 
подгруппа С представляется в указанном виде единственным образом. 


Очевидно, всякая подгруппа С вида (1) является вполне характе- 
ристической. 

Предположим, обратно, что @ — вполне характеристическая подгруп- 
па, и определим о„ как минимум высот й* (р"5), где © пробегает всю 
группу С@. Последовательность од, 01,..., бп, ..., Очевидно, является 
возрастающей. Чтобы проверить, что выполнено условие на скачки, 
предположим, что д; + 1 о;., для некоторого #. Существует элемент 
ЕС, для которого Й* (р'б) =о;, и по определению Й* (р" 1) > 
> 0;+1. По лемме 65.3 группа А содержит элемент порядка р и высо- 
ты 0;. 

Включение С <= А (0%, 0:,..., 0, ...) очевидно. Для каждого п 
установим существование такого элемента 5 Е С, что И* (р*б) 
при { =0,1,..., п — 1. Если в последовательности о, 01, ..., бил 
скачков нет ис Е С — такой элемент, что й* (р”-9) = о, _1, то должно 
быть И* (р'о) = в; прий = 0;1,..., й — 1. Если последовательность 
0%, 0,,..., бл, содержит скачки и если первый скачок встречается 
между о; и °, то существует такой элемент д; © С, что Й* (р’&;) = о; 
при # =0, 1,..., 1—1. Если следующий скачок лежит между бь-1 
И ео ( < +), то существует 5’Е С, для которого й* (р'ю") = д; о 
[ Е — 1. По лемме 65.3 о такой элемент ©, Е А 
Что о он) > пах —); Юг): При 180. 1 за В 
ий* (р'о,) = Ё* (ре) при? р Так как группа А вполне транзитив- 
на, то 2» С О. о таким же образом, мы для всех скачков 
в последовательности 0%, 0,, ..., 0,1 Построим такие элементы 
бу» 6, ..., 9: Е а, что для ‚Элемента & = 5) + -... + 5; будет 
выполняться равенство й* (ре) = в; при = 0, 1,.... п -— [. _ о 
вательно, Н (5) < Н (а) для любого элемента а Е А (о, о, 


5%: 559 бв,. и 
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порядок которого не больше я. Так как группа А вполне транзитивна, 
аЕС, т. е. Ц имеет вид (1). 

ВСЛИ`. (000, ола и. бб, ба, ...)— различные 
последовательности, удовлетворяющие условию на скачки, то пусть 
п — первый индекс, для которого 0, =Е 0», скажем о, < о. Сущест- 


вует такой элемент аЕА (0%, 01, ..., бп, ...), что й*(р'а)=о; при 
1—0, 1, ..., И. Этот элемент а принадлежит А (0%, 0\,..., 0», ...), 
но не А (0,01, ..., бл, ...), Что доказывает единственность. в 


Существует один тип вполне характеристических подгрупп 
р-групп, представляющий особый интерес. 

Следуя Пирсу [1], назовем вполне характеристическую подгруппу 
С произвольной р-группы А широкой, если 


О + В =А для любой базисной подгруппы В группы А. 
Очевидно, справедливы следующие утверждения: 


а) 0 является широкой подгруппой тогда и только тогда, когда 
группа А ограниченная. 

6) Всякая вполне характеристическая подгруппа ограниченной 
группы является широкой. 

в) р”А при любом п — широкая подгруппа группы А. 

г) Если С — широкая подгруппа группы А, то р"С при любом 
п — также широкая подгруппа. [Чтобы это показать, нам нужно 
только проверить, что р"С + В = А, а это следует из равенств А = 
= р"А В = +В +В. 


Верен также следующий менее тривиальный результат: 


д) А! содержится во всякой широкой подгруппе группы А. 

Если аЕ А! и С — широкая подгруппа группы А, то пусть а = 
= + с, где Ь Е В, © Е С. Вложим В в конечное прямое слагаемое В’ 
группы В и запишем А = В’Ф А’. Если п: А —> А’ — проекция, 
связанная с последним разложением, то лб = 0 дает ла = ле ЕС, 
так как С — вполне характеристическая подгруппа. Но (1 — п) а =0 
как элемент бесконечной высоты в В’. Следовательно, а = лв Е (, 
что и требовалось. 


Наша главная задача — выделить широкие подгруппы среди впол- 
не характеристических подгрупп. Следующее условие на подгруппу (, 
называемое условием Пирса, является основным: 


(+) Для любого неотрицательного целого числа Е существует такое 
целое число п —>0, что если а А, е (а) < Е ий (а) >п, тоаЕёб; 
иными словами, 

р"А [р"] = С. 


Используя это условие, Докажем следующее утверждение: 


ТЕОРЕМА 67.2 (Пирс [1]). Для вполне характеристической подгруппы 
С редиуцированной р-группы А эквивалентны такие условия: 
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1) С — широкая подгруппа группы А; 

2) (=А (%, п, ..., 1, ...), где т. — неотрицательные целые 
числа или символы со, причем со не встречается, если группа А не яв- 
ляется ограниченной; 

3) для подгруппы @ выполнено условие Пирса. 


Предположим, что подгруппа С удовлетворяет условию [). В силу 
п. б) и теоремы 67.1 для проверки справедливости условия 2) достаточно 
рассмотреть случай, когда группа А неограниченная. В этом случае 
группа А обладает базисной подгруппой В == А, а так как в силу 
п. г) при любом п имеет место равенство р”С -|- В = А, то р"С == 0 
при каждом п. Следовательно, если группа А сепарабельна, то 7» = 
— шш В (р0"6) < о для любого п. Если группа А не сепарабельна, 

ВЕС 


то аналогичным образом получаем, что р"С > А*, откуда снова 7„ < ® 
при любом л. Следовательно, С <= А (*%%, /1,...,7,...). Чтобы уста- 
новить равенство [даже если группа А не вполне транзитивна], выбе- 
рем, если это возможно, элемент а Е А (*%%,/1,...,Гь,..-), не лежащий 
в С. Прибавив, если нужно, к элементу а элемент из А', мы получим 
НЯ (@) = бб леы Зы = 60), Ре, с... ба ©. Так как 
Го, Г)... Ги-1 — Конечные порядковые числа, можно, как в доказа- 
тельстве теоремы 67.1, построить элемент © Е Ц, для которого Н (5) = 
— (70, 1, ..., а, ©9). Так как $; 217; (=0,..., п— 1), то из 
очевидного обобщения леммы 65.5 и того факта, что С — вполне харак- 
теристическая подгруппа, следует, чтоа Е Ц. Таким образом, условие 1) 
влечет за собой 2). 

Пусть теперь группа С удовлетворяет условию 2). Чтобы прове- 
рить справедливость условия 3), мы можем снова рассматривать лишь 
неограниченные группы А. Для данного А положим п = Гь 1 — К + 1. 
Тогда ни одно из чисел ик_› — Е + 2, г _3— А-З, ..., Го не будет 
превосходить я. Поэтому если для элемента а Е А выполненое (а) < Ё, 
й (а) > п, той* (ра) п + Е г; при =0,1,...,Ё — 1Тий* (р'а) = 
== со при { > Е. Следовательно, Н (а) > (т, #,...,т,...) иаЕбд. 

Наконец, пусть выполнено условие 3). Нам нужно доказать, что 
и + В =А для базисной подгруппы В группы А. Пусть а Аи 
е (а) = К. Выберем число п, соответствующее этому # в условии Пирса. 
Из делимости группы А/В следует, что а = + р"с для некоторых 
БЕВ, сЕ А. Можно предположить, что здесь 6 удовлетворяет условию 
е (6) <, так как 0 = р*а = р*6 — р’ с влечет за собой р*б = 
— р”*"б’ для некоторого 6’ЕВ, и равенство а = (В — р"ь’) + 
- р” (Ь’- с) показывает, что элемент $ можно заменить элементом 
Ь — р"ф’ экспоненты <. Но тогда также е (р’с) < ЕЁ, откуда р" ЕО 
по условию 3). Это доказывает равенство С ++ В = А. а 


Заметим, что условие 2) эквивалентно условию 
@=Пр" (р””А). (2) 


Чтобы выяснить значение условия Пирса, докажем 
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Предложение 67.3 (Пирс [1]). Подгруппа редуцированной р-группы 
А удовлетворяет условию Пирса тогда и только тогда, когда она 


содержит широкую подгруппу группы А. 


Опять представляет интерес только случай, когда группа А неогра- 
ниченная. В одну сторону утверждение очевидно, так что нам нужно 
только доказать, что если подгруппа С удовлетворяет условию Пирса, 
то она содержит широкую подгруппу группы А. По предположению 
существует такая последовательность 71 < п. <... <<... на- 
туральных чисел, что из е (а) < Е, И (а) > пь следует а Е (. Так как 
А — неограниченная группа, существует возрастающая последова- 
тельность неотрицательных целых чисел Г, Г, ..., Гл, ..., удовлет- 
воряющая условию на скачки из леммы 65.3 и, кроме того, такая, 
что г; > п; + Гприй = 0,1,.... Докажем индукцией по экспоненте 
Е элемента аЕ А (7%, и... 7, ...), что А (о, М... ть...) = 0. 
Если Е =0, то а =0ЕС. Пусть Е > 1. Так как В (р" а) > и, 
то для некоторого БЕ А выполнено р’*^-1 = р"—а. Теперь с = 
= р#—1—**1 © С, так как е (с) =Ё и В (©) >=. и. 
Из того, что р”-! (а — с) =0и 


й (р' (а — с)) > ша ("ав = С=0,....8—2) 
следует, что элемент а — с имеет экспоненту <А и содержится в 


А (5, 1, ..., Г, ...), так что а —сЕ С по предположению индук- 
ции. Поэтому а Е С, что и требовалось. а 


Заслуживает упоминания следующий интересный факт, касающий- 
ся широких подгрупп. 


ПредложЕниЕ 67.4. Если С — широкая подгруппа р-геруппы А, 
то А/Ц — прямая сумма циклических групп. 
Так как С + В = А для любой базисной подгруппы В группы А, 
то А/С = В/(С ПВ). Пусты В = Ф (6;›. Заметим, что, при проекти- 
ЕТ 


ровании группы А на ее прямое слагаемое (в; } подгруппа С отображает- 


ся на СГ] (6;), откуда (ПВ = Ф (СП (6; >) [ср. лемму 9.3]. Отсюда 
Е 
следует, что группа В/(СП В) изоморфна прямой сумме групп 


(6: (06; ›), Е Г. а 
Упражнения 


1. (а) Вполне характеристические [характеристические] подгруппы 
периодических групп являются прямыми суммами вполне характери- 


стических [характеристических| р-подгрупп. 
(6) Найти вполне характеристические [характеристические] под- 


группы периодической делимой группы. 
2. (а) В р-группе А единственными сервантными вполне характе- 


ристическими подгруппами являются 0, А и максимальная делимая 
подгруппа. 
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(6) Если @ — сервантная, а А (и) — широкая подгруппа группы А, 
то 


С (и) = СПА (и). 


3. Пусть А — сепарабельная р-группа иа Е А. Представить мини- 
мальную вполне характеристическую подгруппу группы А, содержа- 
щую элемент а, в виде (1). 

4 (Капланский [3]). Пусть С — вполне характеристическая под- 
группа вполне транзитивной р-группы А. Тогда справедливы следую- 
щие утверждения: 

(а) существует такое счетное подмножество Х, что Ч — минималь- 
ная вполне характеристическая подгруппа, содержащая Х; 

(6) если существует конечное подмножество Х с указанным выше 
свойством, то существует и подмножество с тем же свойством, состоя- 
щее из одного элемента. 

5. (а) Привести пример, где А (и) = А (\), ной = У. 

(0) Показать, что если А (и) = А (У) и ви выполнено условие 
на скачки, тои > у. 

(в) Представить в виде (1) следующие вполне характеристические 
подгруппы группы А: 0, А°, р"А°, А [р\], р°А [р], р-" (рбА [р"]), 
где о — порядковое число. 

6* (Меджиббен [5]). Доказать, что следующая группа не вполне 
транзитивна: А = С ФН, где (1 = Н! = 1 (р), 4/0" — периодиче- 
ски полная группа, а Н/Н* — прямая сумма циклических групп. 
[Указание: показать, что С* — вполне характеристическая подгруппа 
группы А, используя для этого тот факт, что всякий гомоморфизм 
С/С" > Н/Н! является малым (см. $ 69, упр. 6).] 

7. (а) Определить число вполне характеристических подгрупп 
и длину максимальной цепочки вполне характеристических подгрупп 
ограниченной р-группы. 

(6) Сделать то же самое для неограниченной сепарабельной 
р-группы. 

8. Пусть А — вполне транзитивная р-группа. 

(а) Найти представление в виде (1) объединения и пересечения 
семейства вполне характеристических подгрупп @; (ГЕ Г) группы А, 
представленных в виде (1). [Указание: действовать покомпонентно 
и постараться получить возрастающую последовательность.| 

(6) Показать, что вполне характеристические подгруппы образуют 
полную дистрибутивную подструктуру в структуре всех подгрупп 
группы А. 

9. В неограниченной сепарабельной р-группе вполне характери- 
Стическая подгруппа является широкой тогда и только тогда, когда 
она неограниченная. 

10. Широкие подгруппы образуют подструктуру [но не всегда 
полную подструктуру| структуры всех вполне характеристических 
подгрупп. 
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11. Показать, что широкая подгруппа @ = А (п, и, ..., т...) 
группы А может быть представлена в виде 


@ — о ртп-пА [р] Е № р"п-пА [р""+1]. 


12 (Пирс [1]). Пусть В — базисная подгруппа р-группы А, отлич- 
ная от А. Если С — вполне характеристическая подгруппа группы А 
и -+ В =А, то С — широкая подгруппа группы А. 

13 (Пирс [1)). Если а: А —> С — гомоморфизм и С — широкая под- 
группа группы С, то а содержит широкую подгруппу группы А. 

14 (Пирс [1]). Если С — широкая подгруппа  сепарабельной 
р-группы А, а В — базисная подгруппа группы А, то С |] В— базисная 
подгруппа группы @. [Указание: для доказательства сервантности 
показать, что справедливо равенство В [| ра = р (ВПГ (), и исполь- 
зовать п. (г).] 

15 (Пирс [1]). Широкая подгруппа широкой подгруппы группы А 
сама является широкой подгруппой группы А. 

16. Гомоморфизм Фф: А — С является малым (см. $ 46) тогда и толь: 
ко тогда, когда Кег ф содержит широкую подгруппу группы А. 
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Если не считать прямые суммы циклических р-групп, наиболее 
важным классом сепарабельных р-групп является класс так называе- 
мых периодически полных групп. Впервые эти группы стал изучать 
Куликов [2] [он называл их замкнутыми р-группами|. Эти группы 
можно легко описать с помощью инвариантов, являющихся карди- 
нальными числами, и они играют фундаментальную роль при изучении 
р-групп, поскольку всякая сепарабельная р-группа является сервант- 
ной и плотной подгруппой некоторой периодически полной р-группы. 

В этом параграфе мы будем придерживаться следующих обозначе- 
НИЙ: через, В„ будем о прямую сумму циклических групп 
порядка р”, скажем, В„ = =. 7 (р”), а через В обозначим прямую 

Пи 


сумму Ф ‚ В» 


Периодически полной р-группой называется периодическая часть 
Г (В) р-адического пополнения В прямой суммы В циклических 
р-групп. Группа Т (В) однозначно определяется группой В, поэтому 
ее можно обозначить через В. Этим обозначением мы все время будем 
пользоваться: 

В=тТ(В). 

Группа, полная в своей р-адической топологии, является р-адиче- 

ским пополнением любой своей базисной подгруппы, так что периоди- 


чески полная р-группа имеет вид В для любой из своих базисных под- 
групп В. 
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Так как В — подгруппа группы | В», то и В является подгруппой 
м 


этой группы. Следовательно, элементы © Е В однозначно записывают- 
ся в виде 


8 = (Б:, о, ®' 8:1 19:9 5, я :й где р», Е Ве (1) 
Естественно, элемент 6», можно отождествить с бесконечным вектором 
(0,...,0, 6», 0, ...). Порядок р" элемента & равен н. о. к. порядков 
элементов Б., ..., би, ...; Значит, последовательность координат 


элемента © © В является ограниченной. В силу строения групп В; 
для любой ограниченной последовательности {6„} [скажем, такой, что 
р", = 0 для всех п] мы имеем И (5,) > п — т. Следовательно, для 


элемента © вида (1) верно неравенство, А (& — 6, —... — и -1) > 
> и — т, откуда с Е В. Таким образом, (1) задает элемент & из В 
тогда и только тогда, когда последовательность В:, В., ..., би, '... 


ограниченная. Группу В удобно рассматривать как множество всех 
ограниченных последовательностей вида (1). 


Все ограниченные р-группы являются примерами периодически полных 
р-групп. Простейший пример неограниченной периодически полной р-группы 


ео 
получится, если мы возьмем В = Ф, ‘в, где (а,„) — циклическая группа 
п == 


порядка р”. Тогда элементы группы В будут иметь вид 6 == (Ё1а1,..., ба 
где №и Е 2/(р") и существует такое число т > 0, что рта, = 0 для всех п. 


Из определения можно легко вывести такие утверждения: 


а) В — базисная подгруппа группы В. В самом деле, в силу след- 
ствия 39.6 подгруппа В является базисной в В, а значит, и в Т (В), 
так как Т (В) — сервантная подгруппа группы В. 


6) Две периодически полные р-группы В и В’ изоморфны тогда 
и только тогда, когда их базисные подгруппы В и В’ изоморфны. Необ- 
ходимость этого тривиальным образом следует из а) и единственности 
(с точностью до изоморфизма) базисных подгрупп. 


в) В = В тогда и только тогда, когда группа В ограниченная. 
Если В — ограниченная группа, то В = В и, следовательно, В = В, 


а если В — неограниченная группа, то группа В содержит элементы 
конечного порядка, не лежащие в В 


г) ВФВ' =В@ В. Это легко следует из определения. 


Основным следствием п. (6) является то, что последовательность 
.. М, ... Кардинальных инвариантов группы В является 

В то же время полной (и независимой) системой инвариантов группы В. 

Это сразу выясняет строение периодически полных р-групп. 
Выясним связь между произвольными р-группами А и периодиче- 


ски полными р-группами. Пусть В = Ф В, [см. введенное выше обо- 
п 


У, 
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значение! — базисная подгруппа группы ДА. де: ‚теореме 32.4, 
напишем Ви = Ви-1 ® В+. Ф... и положим А, = В*--р"А. Тогда 
А. = А, ‚для любого п, и мы получаем последовательность прямых 
разложений 


А=В,@ ... ФВ ФА, (и=10, ...), (2) 


где каждое разложение получается из предыдущего путем расщепления 
последнего слагаемого. Поэтому для всякого а Е А существует такая 


последовательность элементов В, ..., В, ... (9 Е В»), что а = 
= +... +16, + а, при некотором а. Е А, для любого п. Это 
порождает соответствие 

: а => (6, ..., 6, ...) (6 ЕВ,), (3) 


со 


очевидно, являющееся гомоморфизмом группы А В ПД Вл. Ясно, ЧТО 
пй=1 


порядок элемента а служит верхней границей для порядков элементов 


,...,б,, .... Это означает, что \ можно рассматривать как гомо- 
морфизм группы А в В. Отображение, по существу, оставляет элемен- 
ты из В на месте, так как пб» = (0,...,0,В,,0,...). Из сепарабель- 


ности группы В следует, что А! = Кеги. С другой стороны, если 
а = 0, та = а, Е А»„ при любом и, откудай (а) = В (а) = п + 1— 
—е (а) для всякого п, т. е. Й (а) = со, и аЕА\. Следовательно, 
Кеги = Д\. 


ТЕОРЕМА 68.1. Пусть В — базисная подгруппа р-группы А. Тогда 
отображение п, определенное с помощью формулы (3), является гомо- 


морфным отображением группы А на сервантную подеруппу группы В, 
содержащую В; ядро отображения | совпадает с А* 


Нужно проверить только сервантность А в В. Согласно п. Е) $ 34, 
подгруппа чВ является базисной подгруппой группы ИА, так что 
14/98 — делимая группа. Следовательно, подгруппа ИА сервант- 


на в В. а 


Следствие 68.2 (Куликов [2]). Сепарабельная р-группа А с базисной 


подгруппой В изоморфна сервантной [и плотной] подгруппе группы В, 
содержащей В. а 


В силу этого результата сепарабельные р-группы могут и во многих 
случаях будут отождествляться с сервантными и плотными подгруппа- 
ми периодически полных р-групп. 


Прервем ненадолго изложение и докажем следующее полезное 
обобщение теоремы 17.3. 


ПредложЕНИЕ 68.3. Пусть А — сепарабельная р-группа, а В — 
ее базисная подгруппа. Если А!В — счетная группа, то А — прямая 
сумма циклических групп. 
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Группу А можно считать сервантной подгруппой группы В. В А 
существует счетное множество элементов @1, ..., ат, ..., Которое 
вместе с В порождает группу А. Как ив (1), мы можем написать ам = 
= == (бил, и бт, ...), где Бил Е В». Каждая группа В»„ является 
прямой суммой циклических групп порядка р", поэтому существует 
такое прямое разложение В, = В» Ф В», что Би Е В, при любом 
ти В», — счетная группа. Полагая В’ = Ф В,, получаем В = 


м 
— В’ Ф В"иА = А' ФВ”, где А’ = (В’, @,..., ат, . ‚.7. Группа А’ 
здесь счетна и по теореме 17.3 является прямой суммой циклических 
групп. а 


В следующей теореме даются различные алгебраические характе- 
ризации периодически полных групп. 


ТЕОРЕМА 68.4. Для редуцированной р-группы А эквивалентны сле- 
дующие условия: 

1) А — лериодически полная группа; 

2) А — периодическая часть алгебраически компактной группы; 

3) группа А сервантно инъективна в классе р-групп, т. е. группа А 
инъективна относительно всех сервантно точных последовательно- 
стей р-групп; 

4) группа А служит прямым слагаемым для всякой р-группы, в кото- 
рой она содержится в качестве сервантной подгруппы. 


Доказательство будем вести по циклу. 1) влечет за собой 2), так как. 


В — алгебраически компактная группа. 

Пусть теперь А — периодическая часть алгебраически компакт- 
ной группы С. Тогда группа С сервантно инъективна, откуда для 
любой сервантно точной строки р-групп 


о 


чи 


и любого гомоморфизма 1: @ — С существует гомоморфизм у: Н -+ С, 
превращающий диаграмму в коммутативную. Так как группы @, Н 
являются р-группами, гомоморфизмы 1, Х можно рассматривать и как 
отображения в группу А, т. е. 3) выполнено. 

Если для группы А выполнено условие 3) и А — сервантная под- 
группа р-группы С, то тождественное отображение А -—> А можно 
представить в виде ДА -—> Ц — А, откуда следует, что А — прямое сла- 
гаемое группы С. 

Наконец, пусть группа А удовлетворяет условию 4). Если бы вы- 
полнялось соотношение А! =2 0, то группа А была бы сервантной под- 
группой, но не прямым слагаемым периодической части С своей сер- 
вантно инъективной оболочки [по лемме 41.8 группа С/А делима, 
а всякая ненулевая делимая подгруппа группы С имеет с А? ненуле- 
вое пересечение]. Следовательно, А = 0, и по следствию 68.2 группа 
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А — сервантная подгруппа группы В, где В — базисная подгруппа 
группы А. По предположению В = А Ф ВИА. Второе слагаемое долж- 


но быть нулевым, так как В — редуцированная группа, а В/А — дели- 
мая. Следовательно, выполнено условие |). а 


Наши рассуждения о периодически полных группах существенно опирались 
на теорию алгебраически компактных групп. Следует заметить, что легко дать 
и независимое изложение рассматриваемых вопросов. 


Можно начать с определения группы В как периодической части группы 
| В, [заметим, что и здесь должна быть проверена независимость группы В 


‘от разложения В = Ф В,]. Для доказательства эквивалентности условий 1), 
3) и 4) теоремы 68.4 можно провести следующее рассуждение. 


Чтобы проверить, что для группы А = В выполнено условие 3), предполо- 
жим, что С — сервантная подгруппа р-группы Н ит: С -— В — гомоморфизм. 


Если в, — координатная проекция В — Ви, то ядро гомоморфизма 1: С —+ Ви 

‘содержит р"С и, таким образом, он индуцирует гомоморфизм С/р”б -—> В». По тео- 
реме 27.10 группа С/р"б служит прямым слагаемым для Н/р?С, поэтому послед- 
ний гомоморфизм можно продолжить до гомоморфизма Н/р”б -—> В„. Если пред- 
варительно применить еще каноническое отображение Н -> Н/р"С, то получится 
продолжение )„: Н -—> В„ гомоморфизма &„\ при любом п. Очевидно, отображение 


Х: В => (7:1,..., ХИ, ...) 


является продолжением гомоморфизма \ до гомоморфизма группы Н в В. 
Доказательство импликации 3) = 4) проводится так же, как и выше. 
Наконец, для доказательства того, что из 4) следует 1), заметим, что если 

0 = аЕ АД! [р], то А — сервантная подгруппа р-группы С = (А, а 

где рх: = а, рхи = х,— при любом п > 2. Но это невозможно, так как по пред- 

положению С = А ФС для некоторой подгруппы С и компоненты элементов а, 

х,...4^п,...В А должны порождать квазициклическую подгруппу группы А. 

Следовательно, группа А сепарабельна, т. е. является сервантной подгруппой 


периодически полной р-группы В. По предположению А выделяется в В прямым 
слагаемым. Дополнительное прямое слагаемое должно равняться нулю, так как 


= редуцированная, а В/А — делимая группы. Таким образом, А = В, что 
и требовалось доказать. 


Очевидно, условие 4) эквивалентно такому условию: 
Рех{ (Х, А) =0 для любой р-группы Х. 


В частности, мы имеем Рех{ (7 (р®), А) = 0. Для любой р-группы Х 
существует сервантно точная последовательность 0—С-—Х — 
— ®Ф 7 (р®) — 0, где С — прямая сумма циклических групп, поэтому 
по теореме 53.7 получаем точную последовательность 


Рех! (Ф 2 (р®), А) =  Рех+ (2 (р=), А) > Рех+ (Х. А) -> Рех{ (С, А) =0. 


Этим доказано 


Следствие 68.5. Редуцированная р-группа А является периодически 
полной тогда и только тогда, когда 


Рех{ (7 (р®), А) = 0. а 


Из следствия 38.3 и теоремы 68.4 непосредственно получается 
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СлЕедствиИЕ 68.6. Периодическая часть А прямого произведения 


[ АД; р-групп А; является периодически полной группой тогда и только 
тогда, когда все группы А; периодически полные. в 


Частичным аналогом следствия 39.2 служит такой результат: 


СлЕдствиЕ 68.7 (Ирвин и О’Нейл [1]). Если С — подгруппа перио- 
дически полной р-группы А и если А/С — редуцированная группа, то 
подгруппа @ сама является периодически полной. 


Из точности последовательности 0 -> @ -»> А -» А/( -» 0 вытекает 
точность последовательности 


Нот (2 (р®), А/б)-> Ех (2 (р®), 6)-> Ех (2 (р®), А). 


Если А/С — редуцированная группа, то первый член этой последо- 
вательности — нулевая группа, и Ех (й (р®), @) можно рассматри- 
вать как подгруппу группы Ех (й (р®), А). Если первая ульмовская 
подгруппа этой последней группы является нулевой, то то же верно 
для исходной группы, т. е. из Рехё (7 (р”), А) = 0 вытекает 
Рех{ (7 (р®), @) = 0. а 


Замечание. Читателю, возможно, интересно будет узнать, что перио- 
дически полные р-группы можно также охарактеризовать как р-группы А, 
удовлетворяющие условию 


Рех{ (В, А) =0 


для любой периодически полной р-группы В [см. Г риффит [9]]. Достаточно про- 
верить, что если группа А удовлетворяет этому условию, то обязательно 
Рехё (2 (р), А)=0. 

Предположим, напротив, что Рех# (2 (р°°), А) == 0. Выберем такое кардиналь- 
ное число ип, что | А |< ци по 27 (=); такое и существует: например, можно 
ВЗЯГЬ п=1А|-- 2 - 224 | .... Пусть В — периодически полная р-группа 

со 
с базисной подгруппой В = Ф 2(ръ. Из сервантно точной последовательности 
и 1=1 
0 = В->- В-> В/В — 0 получаем точную последовательность 


Нот (В, А) > Рех (В/В, А) -» Рех{ (В, А) =0. 
Здесь 


| Нот (В, А4)|=[ =“, 
и 1=1 


> 


в то время как В/В = Ф 2 (р®) дает 
т 
|Рехё (В/В, А)|=] [ | Рехё (2 (р®э), А)[> 2%. 
м 


в а ц щ 
Из последней точной последовательности имеем 2`>2 


что т— и е- о 


‚ а это противоречит тому, 


Наконец, докажем следующий результат. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 68.8. Если С — сервантная подгруппа периодически 
полной р-группы А, то А! — прямая сумма делимой группы и перио- 
дически полной группы. 


Из теоремы 53.7 следует, поскольку 0— С-> А-> А/б > 0 — 
сервантно точная последовательность, что Рехф (7 (р®), А)— 
—> Рех+ (2 (р®), А/С) — эпиморфизм. По следствию 68.5 первая из 
этих групп нулевая, и утверждение доказано. в 


Отсюда, в частности, следует, что замыкание С- сервантной под- 
группы С периодически полной р-группы А удовлетворяет следующе- 
му условию: (-/С — делимая группа, следовательно, подгруппа С- 
также сервантна [ср. квазиполные группы, $ 74]. Очевидно, группа 
А/@- периодически полная, поэтому по следствию 68.7 подгруппа Сб- 
также периодически полная. В силу ее сервантности получаем 


Следстви 68.9. В периодически полной р-еруппе замыкание сер- 
вантной подгруппы выделяется прямым слагаемым. в 


Упражнения 


1. Пусть В — прямая сумма циклических р-групп. Доказать, что 


тогда группа В/В [р] изоморфна периодически полной группе с базис- 
ной подгруппой В/В [р]. | 

2 (Фукс [3]). (а) Пусть А — сепарабельная р-группа, а В — 
некоторая ее верхняя базисная подгруппа. Если В = А, то | А/В | > 
— к, и существует разложение А = А’Ф А”, где А’— прямая сумма 
циклических групп и | А” | = | А/В |. [Указание: провести рассужде- 
ние, как при доказательстве предложения 68.3.] 

(6) Всякую сепарабельную р-группу А можно представить в виде 
А =А' Ф А", где А’— прямая сумма циклических групп, а в группе 
Д” всякая базисная подгруппа одновременно является и верхней, 
и нижней. 

3. Используя обозначения из основного текста, показать, что 


| В,„/В — алгебраически компактная группа без кручения, не явля- 
ющаяся делимой, если она отлична от 0. 


4. Элемент & = (61, ...,6,...) Е В экспоненты е (2) = п порож- 


дает прямое слагаемое группы В в точности тогда, когда е (6,) = п. 

5 (Лептин [1]. Пусть А — сепарабельная р-группа и а = 
= (6.,...,В,, ...)ЕА, где В, Е В,, ФВ, = В — базисная под- 
группа группы А. Тогда максимальное число п, для которого В (6) = 
—= р (а), не зависит от выбора базисной подгруппы В; это число — 
инвариант элемента а в группе А. 

6 (Лептин [1]). (а) Пусть М 0 М’= МИ М№' — разбиения множе- 
ства натуральных чисел [на непересекающиеся подмножества]. Для 
подмножества Х множества целых чисел пусть Вх = о (р”). 

п 





Доказать, что группы 
Ам = Вы Ф Вм, и Ау= Ву Ф В», 
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изоморфны тогда и только тогда, когда М и М№ отличаются друг от 
друга лишь на конечные подмножества. [ Указание: если это не так, 


записать А = В: Ф С = В; Ф С’ для бесконечного множества Г, 
и показать, что ограничение проекции А -> Вх, на Вх; является моно- 
морфизмом.] 

(6) Используя п. (а), построить континуум неизоморфных групп 


со 


с базисной подгруппой Ф 2 (р”), каждая из которых является прямой 
п=1 


суммой циклических групп и периодически полной группы. 
7. Доказать, что для неограниченной группы В справедливо равен- 
ство 


181=| В №. 


[ Указание: нетривиальную часть теоретико-множественных рассужде- 
ний см. в примере 2 из $ 75.] 

8. (а) Широкие подгруппы периодически полных р-групп являют- 
ся периодически полными. [Указание: см. предложение 67.4 и след- 
ствие 68.7.] 

(6) Если С — периодически полная подгруппа р-группы А и А/С — 
ограниченная группа, то А — периодически полная группа. 

9. Назовем периодическую группу А периодически полной, если 
все ее р-компоненты — периодически полные группы. 

(а) Доказать теорему 68.4 для редуцированных’ периодических 
групп Д, заменив в условиях 3) и 4) слова «р-группь» словами «перио- 
дические группы». 

(6) Отбросить условие редуцированности и доказать то же утвер- 
ждение, что и в п. (а), заменив условие |) таким условием: 1’) группа А 
является прямой суммой делимой группы и периодически полной 
группы. 

10. Доказать, что периодическая группа А является прямой сум- 
мой делимой группы и периодически полной группы тогда и только 
тогда, когда Рех{ (0/7, А) = 0. 

11. (а) Ядра эндоморфизмов периодически полных групп сами 
являются периодически полными группами. 

(6) Привести пример, показывающий, что эндоморфный образ 
периодически полной р-группы может не быть периодически полной 
группой. [Указание: теорема 36.1.] 

12. Периодическая часть обратного предела периодически полных 
р-групп также является периодически полной группой. [Указание: 
теорема 68.4, теорема 12.3 и предложение 39.4.] 


13. В обозначениях, использовавшихся в тексте, справедливо 
равенство 


В= Ех (0/7, В). 
(Указание: $ 54, п. 3).] 
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14. Пусть Т — сепарабельная р-группа с базисной подгруппой В, 
и пусть факторгруппа В/Т имеет конечный ранг г. Показать, что 


Рех+ (7 (р®), Т) = ФЛ. 


[ Указание: предложение 56.5.] 
15. Если Т — группа из упр. 14 и $ — сепарабельная р-группа, 
содержащая Т в качестве такой сервантной и плотной подгруппы, что. 


г (5/Т) = г, то $ = В. [Указание: использовать следствие 68.5 и тот 
факт, что группа Рех+ (7 (р®), $) или нулевая, или бесконечная.] 


$ 69. Дальнейшая характеризация периодически 
полных р-групп 


В предыдущем параграфе периодически полные р-группы были 
разными способами охарактеризованы с помощью алгебраических 
свойств, касающихся также других групп. Здесь нашей основной 
целью будет получить для них внутреннюю алгебраическую харак- 
теризацию. 


Нашей отправной точкой служит такой результат. 


ТЕОРЕМА 69.1 (Лептин [1]). Две сервантные и плотные подгруппы А, 
А’ периодически полной р-группы В изоморфны тогда и только тогда, 


когда существует автоморфизм группы В, отображающий одну из этих 
подгрупп на другую. Более того, всякий изоморфизм между А и А' 


единственным образом продолжается до автоморфизма группы В. 


Достаточно доказать, что если @ — изоморфизм между А и Д,, 
то существует единственный автоморфизм а группы В, индуцирующий 
%. Если рассматривать % как гомоморфизм группы А в В, то из нали- 
чия сервантно точной последовательности 0-> А-> В-» В/А > 0 
будет в силу теоремы 68.4, п. 3), следовать, что существует такой гомо- 
морфизм а: В- В, что а [А = а. Аналогично, существует такой 
гомоморфизм В: В-> В, что В | Д’= а-!. Теперь отображения Ва 
и аВ — эндоморфизмы группы В, причем первый из них является тож- 
дественным на А, а второй — тождественным на А’. Следовательно, 
оба эти эндоморфизма являются тождественными на базисных подгруп- 
пах групп А и ДА’ соответственно. Из наших предположений следует, что 
эти базисные подгруппы служат в то же время базисными подгруппами 
группы В. Поэтому по предложению 34.1 имеем Ва, = 18 = = ав, 
т.е. а — автоморфизм группы В. Единственность автоморфизма @ 
также является следствием предложения 34.1, так как любые два 
продолжения изоморфизма & индуцируют одно и то же отображение 


на базисной подгруппе группы В. в 
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Этот результат имеет важное следствие: вопрос об изоморфизме 
сепарабельных р-групп эквивалентен проблеме существования опре- 
деленных автоморфизмов периодически полных р-групп. К сожалению, 
эта последняя проблема, видимо, так же трудно решается, как и первая. 

Другим следствием теоремы 69.1 является то, что изоморфизм между 


двумя базисными подгруппами группы В может быть единственным 
образом продолжен до автоморфизма группы В. В частности, это также 


показывает, что периодически полная группа имеет вид В для любой 
своей базисной подгруппы В. 

Выделенное курсивом замечание позволяет дать новую характе- 
ризацию периодически полных групп. 


ТЕОРЕМА 69.2 (Лептин [1], Энокс [2]). Редуцированная р-группа А 
является периодически полной тогда и только тогда, когда всякий изо- 
морфизм между ее базисными подгруппами продолжается до автомор- 
физма самой группы А. 


Чтобы доказать достаточность, предположим, что группа А обла- 
дает указанным свойством. Если она ограниченная, то имеет только 
одну базисную подгруппу [ср. следствие 35.4], и доказывать нечего. 
Предположим, что группа А неограниченна, и пусть В — ее базисная 


подгруппа. Тогда ВВ. = ВХ В.В силу делимости 
группы В/В И" такая ее подгруппа В’ группы В, 
содержащая Вилд;, ..., хи, что В’/В — конечная прямая сумма групп 


@ (р®). По предложению 68.3 подгруппа В”: тоже является прямой 
суммой циклических групп и, таким образом, также служит базисной 


подгруппой для группы В. В силу теоремы 69.1 существует автомор- 
физм © группы В, отображающий В’ на В. Очевидно, аВ — тоже базис- 


ная подгруппа группы В иаВ == В. Следовательно, «В также является 
базисной подгруппой группы А. По предположению существует авто- 
морфизм В группы А, для которого В | В =а | В. 


Определим теперь следующим образом отображение $: В А. 
Пусть ф переводит каждый элемент В Е В в себя. Если х Е В, то пусть 


он равняется элементу х; некоторого конечного множества х1, ..., Хи 
(см. предыдущий абзац). Положим тогда фх = фх; = В-юх;. Это 
определение р если В” — базисная подгруппа группы В, 
содержащая В’, и а’ — автоморфизм группы В, отображающий В” 
на В, а В’ — автоморфизм группы А, для которого В’ |В=а' | В, 
то ’а-1В — а’В’ = а’В” = В, а В’В- совпадает с @ ‚9 на «В = ВВ, 
а значит, и на В. Отсюда В’ в-1 (их;) = 'х;, т. е. Вах; = В’-юх:. 


Таким образом, ф — корректно определенный гомоморфизм В - А. 
Если х Е Кег ф, то В-\ях = 0, ах = 0 их == 0. Следовательно, ф — 
мономорфизм. 


Мы получили, что фВ — подгруппа группы А и ФВ = В. Это озна- 
чает, что подгруппа фВ сервантна в А, и из теоремы 68.4, п. 4), следует, 
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что ФВ — прямое слагаемое группы А. Но А — редуцированная 


группа, а группа А/фВ делимая, поэтому фВ = А. Этим доказано, 
что ф — изоморфизм, и группа А периодически полная. в 


Если мы ограничимся рассмотрением сепарабельных р-групп, 
то последнюю теорему можно усилить. 


ТЕОРЕМА 69.3 (Лептин [3]). Пусть А — сепарабельная р-группа 
# В — такая ее базисная подгруппа, что каждый автоморфизм группы 
В продолжается до автоморфизма группы А. Тогда или А = В, или 
А = В. 


Группу А можно считать вложенной в В в качестве сервантной 
подгруппы, содержащей В. Если А = В, то В — неограниченная 


группа. Пусть В = Ф В,, где В„ == 0— прямая сумма некоторого мно- 


п 
жества групп 2 (р"), 1<...<и-<.... В каждой группе В, выбе- 
рем прямое слагаемое (6„) и положим 
Хх, = (0,..., 0, рт- №, рем, ...)ЕВМ В. 


Элемент х„ имеет порядок р и высоту #, —1. Если элемент уе В В 
имеет порядок р, то он имеет высоту 1—1 при некотором п и, таким 
образом, имеет вид 


у = (0, ...у 0, р”"-1сп, рая, 2% о 


где си В» и бесконечное число координат отлично от нуля. Пусть 
ненулевые координаты элемента у— это 


ие, 4—1 Е: 
с, р бы ООО 
Заметим, что (Ст) является прямым слагаемым группы В„., а значит 
у 
и группы В», Ф... Ф Ви, 4-1. В этой последней элемент 


, и. Я. тт, 
С, =, --Р " Фи... НР те: т, .,-1 


7+1 

также порождает прямое слагаемое того же порядка. Поэтому суще- 
ствует автоморфизм © группы В, переводящий элемент Ст, В Си, при 
любом |. В силу теоремы 69.2 автоморфизм & можно продолжить до 
автоморфизма а группы В. Из представления элементов в виде векто- 
ров сразу получается, что ау = хь. 

Если группа А обладает свойством, указанным в формулировке 
теоремы, то существует такой автоморфизм ф этой группы, что ф | В = 


= ая. Автоморфизм ф можно продолжить до автоморфизма группы В. 
Из единственности этого продолжения следует, что @& | Д = ф, т. е. 
что группа А переводится автоморфизмом © в себя. Автоморфизм, 
обратный автоморфизму %, также отображает р А в себя, поэтому 
получается, что для любых двух элементов у и у’ из В\\ В, имеющих 
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порядок р и одинаковую высоту, существует такой автоморфизм В 
группы В, что ВА = А иВу=у. 

Пусть теперь элемент а Е А`\\ В имеет порядок р. Легко видеть, 
что при любом и смежный класс а -- В содержит элемент а„ порядка р 


и высоты й, — 1. Если дан элемент у Е В`\\ В порядка р, то его высота 
равна {, — 1 при некотором п. Следовательно, как показано в преды- 


дущем абзаце, существует такой автоморфизм В группы В, что ВА =А 
и Ва, = у. Отсюда и Е А и, таким образом, группа А содержит цоколь 
группы В. В силу сервантности подгруппы А в В получаем А = В. а 


Упражнения 


1. Показать, что всякий автоморфизм цоколя группы В, сохраняю- 
щий высоты элементов, можно продолжить до автоморфизма группы В. 


2 (Энокс [3]). Если А — такая редуцированная р-группа, что вся- 
кий автоморфизм подгруппы А* продолжается до автоморфизма группы 
А, то А! = 0. 

3 (Лептин [3]). Редуцированная р-группа А является периодически 
полной, если всякий изоморфизм между некоторой фиксированной 
базисной подгруппой В группы А и любой базисной подгруппой группы 
В индуцируется автоморфизмом группы А. 

4 (Мадер [6]). (а) Пусть В — прямая сумма циклических р-групп 
и В — ее р-адическое пополнение. Две сервантные вполне характери- 
стические подгруппы группы В, содержащие подгруппу В, изоморфны 
тогда и только тогда, когда они совпадают. 

(6) Пусть А — произвольная группа, в которой р°А = 0 и все 
р-базисные подгруппы В являются р-группами [р — фиксированное 
простое число]. Группа А тогда и только тогда обладает тем свойством, 
что всякий изоморфизм между ее р-базисными подгруппами индуци- 
руется некоторым автоморфизмом самой группы А, когда А изоморфна 
некоторой р-сервантной вполне характеристической подгруппе, лежа- 
щей между В и В. 


5. Пусть В — периодически полная р-группа с базисной подгруппой 
В = ФВ, (каноническая форма). Пусть {с;}:ег — базис группы В, 
и пусть пс; = (6:1, _. ... бт, ...), Где Би Е В,, при некотором гомо- 
морфизме п: В —> В. Для элемента В = (:,.... В, ...) Е В опреде- 


лим формально 16 = > б„, где элементы в, заменены соответствую- 
п—=1 


щими линейными комбинациями элементов с;. Показать, что бесконеч- 
ная сумма имеет смысл, и определить продолжение гомоморфизма 1 
до эндоморфизма группы В. [Указание: Е-е координаты почти всех 
элементов 16, для каждого Ё равны нулю.]| 

6 (Меджиббен [5]). Пусть А — неограниченная периодически пол- 
ная р-группа, а С — произвольная сепарабельная р-группа. Гомо- 
морфизм группы А в группу С, не являющийся малым, существует 
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тогда и только тогда, когда группа С содержит неограниченную перио- 
дически полную р-подгруппу. [Указание: выделить в образе гомомор- 
физма, не являющегося малым, неограниченную периодически полную 
группу. | 

7 (Ричмен [1]). р-группа Т называется м1онкой, если всякий гомо- 
морфизм периодически полной р-группы в группу Т является малым 
[ср. определение узкой группы в $ 94]. Показать, что 

(а) класс тонких групп замкнут относительно подгрупп, прямых 
сумм и расширений; 

(6) все счетные редуцированные р-группы являются тонкими; 

(в) всякий гомоморфизм В —> В является малым. 


$ 70. Топологическая полнота периодически полных 
групп 


В сепарабельной р-группе А можно ввести различные топологии, 
которые получаются из стандартной р-адической топологии группы А 
и особенно интересны с точки зрения теории периодически полных 
р-групп. 

Отправной точкой для нас будет служить р-адическая топология 
сепарабельной р-группы А, которую мы обозначим через тд [или про- 
сто т|. Для каждого К подгруппа А [р"] обладает топологией, индуци- 
рованной топологией тд, где 


р"А ПА [2*| = р"А [р] (п=0,1,2,...) 
(В) 


— подбазис окрестностей нуля. Это индуцирует топологию тд’ на груп- 
пе А, которая, таким образом, тоже является линейной топологией 
с подгруппами р”А [р"] (п = 0, 1,2,...)в качестве подбазиса. Нако- 
нец, введем топологию 


* 
ТА =П т, 
Е 


т. е. такую топологию, что та-открытые множества — это в точности 
В 
те множества, которые являются т®)-открытыми при любом К. Заме- 


тим, что 
п (1) 


Легко доказать, что тА — также линейная топология. Топологиче- 
ская группа (А, та) является индуктивным [т. е. прямым| пределом 
топологических групп А [р"|, снабженных топологиями, индуциро- 
ванными топологией т). Поэтому т% можно назвать индуктивной 
р-адической топологией группы А. В предложении 70.1 эта топология 
описывается более подробно. 


Нам окажутся полезными следующие замечания: 


а) Если А — ограниченная группа, то все топологии в последова- 
тельности (1) дискретны и потому совпадают. Но если группа А неогра- 
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Ю 
ниченная, то все топологии т %, 14) (Ё=1,2...) различны. [Из даль- 
нейших рассуждений будет следовать, что тд и тА также различны.] 


6) Широкие подгруппы группы А замкнуты в каждой из топологий 
последовательности (1). Это сразу следует из формулы (2) $ 67, где 
подгруппы р-" (р""А) [содержащие открытые подгруппы р”®А] являют- 
ся открытыми. 


в) Если С — сервантная подгруппа группы А, то, как известно, 


р-адическая топология тс на ней совпадает с топологией, индуцирован- 


ь А А 
ной тд. Очевидно, то же верно для хб) и 14’ при любом Ё, поэтому 


для сервантной подгруппы С группы А топология тб совпадает с топо- 
логией, индуцированной топологией т^. 


Опишем теперь подгруппы, открытые в топологии та. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 70.1 (Шарль). Годгруппа С группы А является откры- 
той в индуктивной р-адической топологии группы А тогда и только 
тогда, когда она содержит широкую подгруппу группы А, т. е. удов- 
летворяет условию Пирса. 


Если подгруппа С удовлетворяет условию Пирса, то для данного 
выберем соответствующее ему я. Тогда р”А [р"] = Ц, иС — открытая 


А 
подгруппа в топологии т&. Это верно для любого №, поэтому подгруппа 
С является открытой в топологии та. Обратно, если С — подгруппа, 
открытая в топологии т%, то она является открытой в каждой из топо- 
о А 
логий т“), и для любого # существует такое л, что р”А [р*] = С. 
Но это условие Пирса. в 


Следовательно, индуктивная р-адическая топология является ПО-то- 
пологией [см. $ 7], где дуальный идеал О представляет собой множество 
всех подгрупп группы А, удовлетворяющих условию Пирса. В неограни- 
ченной группе А имеется континуум широких подгрупп, и нетрудно 
показать, что топология тА может не удовлетворять второй аксиоме 
счетности. Однако, верно следующее утверждение: 


ЛЕмММА 70.2 (Катлер и Стринголл [1]. Для всякой сети Коши 
{а;}:ег в индуктивной р-адической топологии группы А существует 
такое т, что сеть {р"’а;}:ег сходится к нулю. 


Можно предполагать, что множество индексов / частично упоря- 
дочено так, что { < ] в множестве /, если а; > Ц,;, где (;, @; — широ- 
кие подгруппы группы А. Учитывая рассмотрения $ 13, мы можем 
ограничиться чистыми сетями Коши, т. е. такими сетями Коши, что 
а; — аа Е а; при любых | > 1. 

Во-первых, заметим, что при | >17 смежные классы а; + Ц; и 
а; - Ц; совпадают. 

Предположим, что наше утверждение не выполнено, т. е. что суще- 
ствует строго возрастающая последовательность целых чисел п: < 
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< п. <... и последовательность п <<... индексов из [, для 
которых экспонента элемента а;--С, равна п» при любом ]>& 
(^=1,2, ...). Без ограничения общности можно предполагать, что 


числа и, удовлетворяют неравенствам Л» > п,-- К. Очевидно, что 
п, -1 : . 

смежные классы р* а. (,, при всех ]>1;, совпадают, а так как 

группа А/С:, не содержит элементов бесконечной высоты [см. предло- 

жение 67.4], то существует конечная верхняя граница йЙ, высот 


й (р® 'а,), ]—>1,. Возьмем теперь широкую подгруппу С@ = А (%%,/1,... 
....Гьь ‹..) Группы А, где гк > Й,.. при любом К. Эта подгруппа С 
снабжена некоторым индексом из [, скажем @=0(,;. Существует 
такое целое число п, что р”а;Е@„ при всех 7>и. Выберем такое К, 
что п, 2п. Возьмем ]Е[, для которого выполнены неравенства }> и 
и >. По определению подгруппы С;з из включения р”'а; Е Су 
следует, что высота элемента 


ть, - 1 пр-т, -1/,п 
рен а; = рено № (р ка) 


больше или равна п-т, 12 >> Ин, что противоречит определе- 


нию числа Й,+1. Это доказывает, что {р"а;} ет есть 0-сеть при неко- 
тором т. в 


Из этой леммы следует, что можно рассматривать только ограни- 
ченные сети Коши {а;};е/ в топологии т%, т. е. сети Коши, для кото- 
рых р”а; = 0 при некотором т и всех 1. В самом деле, если {а; };1 — 
произвольная чистая сеть Коши в топологии т группы А, то по 
лемме 70.2 для некоторого т при любом Е имеет место включение 
р”а: Е а;. Если Ц; — широкая подгруппа, то р"; также является 
широкой. Пусть р”С; = Ци, (т) > 1. Теперь а; — аки, Е С,;, 
откуда р”а; — р”ант» Е Ст, и, таким образом, р”а; Е Чи» = р"Ц,, 
т. е. р”а; = р"”о; для некоторого в; Е (;. Сеть {а; — в8;};ег снова 
является чистой сетью Коши в топологии 1%, причем эта сеть ограни- 
чена числом р” и отличается от данной сети {а;} на О-сеть {2;};сг. 
Поэтому мы можем и будем теперь рассматривать лишь ограниченные 
сети Коши в топологии тА. Более того, возможно еще следующее 
упрощение. Ограниченной сети Коши {а;};е1 в топологии тА можно 
следующим образом поставить в соответствие ограниченную сеть Коши 
в топологии тд. Выберем среди групп С; группы вида р”А; пусть, 
например, р”А = (; (п =0,1,...). Затем введем соответствие 


4: {а нет => {а и-=0,14,.... 


Другими словами, мы оставим в точности те а;, которые соответствуют 
подгруппам р”А. Если дана произвольная ограниченная сеть Коши 
{а„} в топологии тд, например, такая, что р”а„ = 0 при всех п, то 
существует сеть Коши {а;}, отображающаяся при \ф на нее: для ГЕ 1 
выбираем наименьшее целое число г;, при котором р"”ёА [р"]<= (;, 
и полагаем а; = а,. Легко видеть, что {а;} — действительно сеть 
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р С другой стороны, если {а;„} есть О-последовательность, т. е- 
ыы р”А при любом п, то для каждого заданного индекса {Е [и цело- 


го числа п существует такой индекс ] Е Г, что | > фи] >, а из того, 
что заданная сеть есть сеть Коши, следует, чтоа; Ер —_ иа; —а,; Е ра 
Значит, элемент а; + Ц; имеет в группе А/С; высоту > п, а так как 
группа А/С; сепарабельна, тоа; Е СЦ, т. е. {а } Ег есть ь 0. -сеть. Таким 
образом, 4 отображает на 0-последовательности только 0-сети. Мы 
получаем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 70.3. Если А — сепарабельная р-группа, то суще- 
ствует естественный изоморфизм [индуцированный отображением ф 
между факторгруппой группы всех ограниченных сетей Коши по под- 
группе ограниченных 0-сетей в топологии А и факторгруппой группы 
всех ограниченных последовательностей Коши по подгруппе ограничен- 
ных 0-последовательностей в топологии тд. в 


В силу предыдущих рассмотрений ясно, что полноту в топологии 
1% можно исследовать с помощью ограниченных последовательностей 
Коши в топологии тд. 

Непосредственно видно, что ограниченная последовательность Коши 
в топологии тд является последовательностью Коши в некоторой топо- 
логии 14”; легко доказать и обратное. Точно так же последователь- 
ность Коши в топологии 19” является последовательностью Коши 
в топологии тд”*”; но утверждение, обратное этому, уже места не 


имеет. Однако справедлива 


ЛЕммА 70.4. Пусть т — натуральное число. Сепарабельная р-грип- 
па А полна в топологии АТ тогда и только тогда, когда она полна 
в топологии т9”. 


Пусть группа А полна в топологии тА"?, и пусть {а„} — после- 


довательность Коши в топологии 14”. Тогда эта последовательность 
является последовательностью Коши и в топологии тА"*”. Поэтому 
в топологии т" она сходится к некоторому элементу а. Для доста- 
точно большого п при любом Е > | справедливо равенство р” а» = 
—= р”а,-». Если дано целое число $, то при достаточно больших Ё 
имеем а — а+, Е р°А [р"*1\|. Следовательно, высота элемента р”а — 
— р”а, в группе А бесконечна, откуда следует, что р” (а — аль} = 0 
для любого Р > 0. Это означает, что элемент а — предел последова- 
тельности {а} также и в топологии та”. 

Обратно, пусть группа А полна в топологии т”, и пусть {а,} — 
чистая последовательность Коши в топологии т**1?. Тогда {ра} — 
чистая последовательность Коши в топологии 19”, имеющая в этой 
топологии предел а. Так как подгруппа рА замкнута в топологии 14”, 
то аЕ РА, т. е. а = рб для некоторого 6 Е А. Следовательно, вбуще- 
ствует такой элемент с, Е А, что ра’ — рб = р" с,, р”, = 0. 
Последовательность {а — Ь — р"с,} является последовательностью 
Коши в топологии 19“? и даже в топологии т“, так как порядок 
ее членов не превосходит р < р”. Значит, эта последовательность 
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имеет предел 6” Е А, т. е. а, -— В — 6’ — р"с» = р"сь для некоторого 
п-т „’ 


с, Е А, где р”""с, = 0. Отсюда 
ао ЕР, 


и р 6’ — предел последовательности {а„} в топологии т\”*Г. 
Рассуждение, сходное с примененным во второй части предыду- 
щего доказательства, показывает, что справедлива 


Лемма 70.5 (Энокс [2]). В сепарабельной р-группе А для любого 
натурального числа т подгруппы А [р"] и А [р"* | являются или не 
являются полными в топологиях, индуцированных топологией тд 
[топологией т%\|, одчовременно. в 


Сравнение полноты в различных рассмотренных до сих пор тополо- 
гиях дает следующий результат. 


ТЕОРЕМА 70.6. В сепарабельной р-группе А эквивалентны следующие 
условия: 

1) всякая ограниченная последовательность Коши в р-адической 
топологии д имеет предел в гриппе ДА; 

2) группа А полна в индуктивной р-адической топологии т%\; 

3) группа А полна в топологии 5’ для некоторого [а тогда и для 
любого] т; 

4) подгруппа А [р"] полна в топологии т д для некоторого [а тогда 
и для любого] т. 


Условия 1) и 2) эквивалентны в силу предложения 70.3. Условие 
1) имеет место в точности тогда, когда при любом т справедливо усло- 
вие 3), а это равносильно тому, что условие 3) выполняется при неко- 
тором 1, как показывает лемма 70.4. В силу леммы 70.5 то же относит- 
ся к условию 4). щ 


Покажем, что группы, о которых идет речь в теореме 70.6, нам дав- 
но уже знакомы. 


ТкоремА 70.7 (Куликов 1|2]). Пусть А — сепарабельная р-группа. 
В гриппе А всякая ограниченная последовательность Коши в р-адиче- 
ской топологии сходится тогда и только тогда, когда А — периодичс- 
ски полная группа. 


Пусть В =ФВ,, где В, = Ф7 (р"’), — базисная подгруппа груп- 
п 


пы А. Тогда группу А можно считать сервантной подгруппой группы В, 
содержащей В, т. е. каждый элемент а А можно отождествить 
с вектором а= (64, 6, ...,6,»,...) ЕВ, где ЕВ, и р"б, =0 для 
любого и, если о (а) =р" 

Предположим теперь, что д=В, и пусть 


В (0 -рыно рКаее Ой аа 
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— ограниченная последовательность Коши в группе В, где би Е В». 
Предполагая, что эта последовательность чиста, получаем 


бабы би бо нор” Воля вех в, 1, 


откуда В. 1=6бьа,..., би. к==бьь. Это показывает, что первые № 


координат у элементов а), @».1,... совпадают и, кроме того, 
тп — бп Со Ва для любого п. Пусть а—«диагональный» элемент, 


Я = (0% Ь.5, ...э Она т 


в силу ограниченности порядков элементов а, он принадлежит В. 
Так как элемент а—а,=(0,...,0, би, ки — бы, в+1› Во 42 — 
—В во, ...), очевидно, принадлежит подгруппе р“В, то а — предел 
заданной последовательности Коши. 

Предположим теперь, что всякая ограниченная последовательность 


Коши в группе А сходится, и пусть с = (65.,6.5,...,6,,...) ЕВ. Если 
р"с = 0, то И (6) =пр— т для любого п > т. Следовательно, 
ав= +... + биь (&=1, 2, ...) есть [чистая] ограниченная 


последовательность Коши в группе А. Если аб А — ее предел, то 
в группе В иа, ис — пределы этой последовательности, откуда с = 


Полученные результаты позволяют придать теореме о вложении 
68.2 топологический смысл. 

Пусть В — прямая сумма циклических р-групп, снабженная ин- 
дуктивной топологией т8. Можно взять пополнение группы В в этой 
топологии. В силу предложения 70.3 это пополнение состоит из преде- 
лов всех ограниченных последовательностей Коши в топологии тв, 
рассматриваемых по модулю 0-последовательностей. Следовательно, 
как показывает теорема 70.7, пополнением группы В служит и перио- 


дически полная группа В. Кроме того, получается, что тождественное 
отображение группы В на себя продолжается до изоморфизма между 


этим пополнением и группой В [это топологический изоморфизм, если 
группа В снабжена топологией ти Следовательно, мы вправе назы- 
вать группу В периодическим пополнением группы В. 

Естественно, можно начать с произвольной сепарабельной р-группы 


А и образовать ее пополнение А в топологии тд. Так как всякая базис- 
ная подгруппа В группы А с введенной на ней топологией тв является 
плотным тА-подпространством в А, то ясно, что вложение В —> А 


продолжается до изоморфизма В — А. Поэтому справедливо 


Предложенив 70.8. Если А — сепарабельная р-группа и В — ее 
базисная подгруппа, то т*-пополнение А группы А изоморфно В. в 


40 Гл. ^Г. Сепарабельные р-группы 


Упражнения 


1. Топологии та (= 1,9,.. .) и тА в категории сепарабельных 
р-групп являются функторными [т. е. всякий групповой гомоморфизм 
в этой категории непрерывен]. 

2. Подгруппа С группы А замкнута в топологии т% тогда и только 
тогда, когда подгруппа С [р"] замкнута в А [р*] в топологии тд для 
любого К. 

3. (а) Неограниченная сепарабельная р-группа А содержит такие 
собственные подгруппы С, открытые в топологии та, что А/С — дели- 
мые группы. 

(6) Базисные подгруппы группы А плотны в топологии та. 

4 (Шарль). Пусть А и С — сепарабельные р-группы, снабженные 
индуктивной р-адической топологией и дискретной топологией соот- 
ветственно. Показать, что гомоморфизм ф: А — С непрерывен тогда 
и только тогда, когда он является малым. 

5. Пусть А — сепарабельная р-группа и тд — топология на груп- 
пе Д, более грубая, чем тд. Если всякая ограниченная та-последова- 
тельность Коши имеет тд-предел в группе А, то группа А периодиче- 
ски полная. [Указание: использовать замечание в $ 39.] 

6. Замкнутая подгруппа периодически полной р-группы сама 
является периодически полной (в своей топологии!). [Указание: см. 
упр. 5.] 

7. Доказать, что в неограниченной р-группе А топология та 
не удовлетворяет аксиомам счетности. [Указание: использовать идею 
доказательства леммы 70.2.] 

8. Показать, что в периодически полной р-группе бесконечный 
ряда +... та -+..., где р”а, = 0 для некоторого т и любого 
п, сходится тогда и только тогда, когда последовательность {а} 
стремится к 0. 

9. Если 0 —= @ —> А — сервантно точная последовательность сепа- 


рабельных р-групп, то индуцированная последовательность 0 — @ — А 
пополнений в топологии т* точна и расщепляется. 

10. Неограниченная сепарабельная р-группа может быть полной 
в бесконечном числе различных линейных топологий. 


$ 71. Прямые разложения периодически полных групп 
Начнем со следующего технического результата. 


ЛЕММА 71.1 (Хилл [10]). Пусть А — периодически полная р-группа 
а ф — гомоморфизм группы А [р] в прямую сумму С = Ф С; сепара- 


бельных р-герупп С;. Если при гомоморфизме ф высоты элементов 
не уменьшаются, то существует такое целое число т и такое конечное 
подмножество С, ..., С:, множества групп С;, что 


Ф(р"А[Р) = Сы Ф...ФСь,. 
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Если это не так, то можно найти такую строго возрастающую после- 
довательность 1 < т, <... целых чисел и такую последователь- 
ность элементов ак Е р”+А [р], что выполняются соотношения 


р”®С С] (д; фа, ...) Л; Фав-4, [Е Г — () 


фа СФ... Ф С. 


где л;: С—> С; — проекции, а {и ..., } — минимальное подмножество 
множества /, для которого (фа, ..., Фаь-1) = Син Ф...ФС;.. Очевидно, 
последовательность ©, =а-—...-а» (Е=1,2,...) сходится к пре- 
делу сЕА. Однако последовательность фо’ = фа... -- фак (Е = 
=1,2,...) не может обладать пределом в группе С. В самом 
деле, если се С — ее предел, то из А (фаь) > т» следует с — (фа-... 
... -- фаз) Е р”+С при любом А, откуда легко получается, что 
л.с =&0 для бесконечного числа индексов [Е[, а этого не может 
быть. а 


В случае когда А = С, получается более интересное 


ПрЕедложенив 71.2 (Энокс [1]). Если периодически полная р-группа 
А содержится в прямой сумме С = Ф С; сепарабельных р-групп СЬ, 


то существует такое целое число т и такое конечное подмножество 
а С, множества групп С;, что 


р"А [р] = С: Ф ев ФС... я 


Следующая теорема дает достаточно хорошее описание прямых 
разложений периодически полных групп. 


1 


ТеорвмА 71.3 (Куликов [2]). Если периодически полная р-группа А 
является прямой суммой бесконечного числа своих подгрупп А;, то А; — 
периодически полные группы и для достаточно большого целого числа т 


р"А; = 0 при почти всех 1. 
Если В = Ф С; — прямое разложение базисной подгруппы группы В, 
: 


где р"С; =0 для некоторого т при почти всех 1, то В= ФС:, где 
1 


Ст=С, 
=... 

Если А= ФА; — периодически полная группа, то по следст- 
вию 68.7 подгруппы А; также являются периодически полными, 


и простое применение предложения 71.2 доказывает первое утвер- 
ждение. 


Пусть В= ФС; — прямое разложение базисной подгруппы В, 
4 
где С.,..., С, — неограниченные группы, а для всех остальных 


слагаемых (С; выполнено равенство р"С; =0. Пусть В=С:Ф... 
‚.. ФС, ФС где С,— прямая сумма этих остальных групи Сь 
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и р"С,=0. Так как, очевидно, доказательство можно провести по 

индукции, то достаточно доказать, что из В=С,ФС., следует 

В=С; ФС,, где СУ=С; (1=1, 2). Имеет место прямое разложение 

В=ФВ,, где В, =®Ф2(р”) и В, = (В, ПС.) @ (В, ПС.) при любом п. 
и 


Поэтому любой элемент аЕ В можно представить в виде 


ды О ор. ма ОЕ о: 

О. пал, бб  (Ооа: оные, Об льва 
где 6; Е В, | С;. В последней сумме первый вектор принадлежит С+, 
а второй принадлежит С.. Ясно, что элемент а = (:,...,В»,...) ЕВ 


лежит в С; тогда и только тогда, когда каждый элемент 5, лежит 
в В, [|] С;. Этим установлено не только равенство СТП С; = 0, но 


и изоморфизм С7 = С;. а 


Следствие 71.4 (Куликов [2]). Любые два прямых разложения перио- 
дически полной группы обладают изоморфными продолжениями. 


Пусть А — периодически полная р-группа, и пусть А = ФА; = 
= ФС; — два ее прямых разложения. Обозначим через В; и В: соот- 
ветственно базисные подгруппы групп А; и С;. Тогда В = Ф В, 
и В’ Ф В; — базисные подгруппы группы А, откуда В = В’. 


7 
Из следствия 18.2 вытекает существование таких групп В;; и Вх, что 
В; = ФВ; ,, В; = Ф Вя и В;; = Вя. 
7 1 


В силу теоремы 71.3 существует такое целое число т, что р"А; = 

=р”С,=0 для почти всех Ги |. Так как р”А; =0 или р"С;=0 

влечет за собой р”В;, =0, мы видим, что существует лишь конечное 

число групп В;;, для которых р"В;; == 0. Положим А;; =Ву, Си = 

= Тогда А;; = В;; = Вя — С, И Д; — Ф А;;, Я — Ф Сл, как 
я 1 


следует из теоремы 71.3. в 


Упражнения 


1. Привести пример, показывающий, что для произвольных реду- 
цированных р-групп С; лемма 71.1 неверна. 

2. Периодически полная р-группа содержится в прямой сумме 
циклических групп тогда и только тогда, когда она ограниченна. 

3. Если А — периодически полная группа и А = Ф С,, где С; — 
сепарабельные р-группы, то АГ С; — периодически полная под- 
группа группы С; при любом [. 

4 (Ирвин и О’Нейл [1]). Если прямая сумма сепарабельных 
р-групп содержит неограниченную периодически полную р-группу, 
то хотя бы одно из слагаемых содержит такую подгруппу. 
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5. (а) Показать, что предложение 71.2 останется в силе, если заме- 
нить [р] на [р\| при любом Ё >> 1. 
(6) Показать на примере, что предложение 71.2 перестанет быть 
справедливым, если опустить [р] в его формулировке. 
6. В условиях предложения 71.2 для группы А существует разло- 
жение А -= С ФН, где С — ограниченная группа, а Н [р] = СФ 
.‚ Ф С,, для некоторого конечного множества индексов й,..., й. 


7. Перенести лемму 71.1, предложение 71.2 и теорему 71.3 на 
случай произвольных периодически полных групп. 

8. Всякую подгруппу С периодически полной р-группы можно 
вложить в прямое слагаемое мощности < | С |№. [Указание: вложить 
С в сервантную подгруппу и взять замыкание. | 


9. Периодически полная р-группа В не содержит собственных 


сервантных подгрупп, изоморфных В, тогда и только тогда. когда ее 
инварианты Ульма — Капланского конечны. 


$ 72. Свойство замены 


Наши результаты, касающиеся периодически полных групп, пока- 
зывают, что эти группы хорошо ведут себя по отношению к прямым 
разложениям. Кроули и Йонсон [1] заметили, что периодически полные 
группы обладают очень сильным свойством, называемым свойством 
замены. Настоящий параграф посвящен рассмотрению этого важного 
факта. Мы воздержимся от детального изучения свойства замены 
вообще и сосредоточим свое внимание на периодически полных груп- 
пах. 

Говорят, что группа А обладает свойством замены, если она удов- 
летворяет следующему условию: если группа А служит прямым сла- 
гаемым для некоторой группы М, являющейся прямой суммой под- 
групп С;, Т. е. если 

М=АФ\М= ФС,, (1) 
(ЕТ 
то существуют такие подгруппы Е; групп С;, что 
М=АФФЕ.. (2) 
(ЕТ 
Говорят, что группа А обладает конечным свойством замены, если оца 
удовлетворяет указанному выше условию для конечных систем индек- 
сов Г. 
Начнем с некоторых простых замечаний. 


а) При любом { подгруппа Е; служит для С; прямым слагаемым, 
С: = Е ФЕ:. 
6) Если Е; — подгруппы, определенные в п. а), то А = ФЕ, 
ЕТ 
в) Группа А == С Ф Н обладает свойством замены тогда и только 
тогда, когда этим свойством обладают @ и Н. 
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Для доказательства этого факта предположим, что группа А обла- 
дает свойством замены, и пусть М = (4 Ф М = ФС.. Тогда Н ® М = 
= АФМ= НФ ФС, откуда НФ М=АФкКФ ФЕ; для неко- 
торых подгрупп К = НиЕ,; = С;. Здесь обязательно К = 0, так как 
К = А. Следовательно, НФМ=НФСФФЕ.. Так как 


1 

ОФФЕ; = М, то из последнего равенства вытекает, что М = 

Обратно, предположим, что группы С и Н обладают свойством 
замены. Тогда из (1) получаем М=СФФЕ,, где Е; =С;. Отсюда 
Мб=НФМ=®Е,, где черта означает смежные классы по под- 
группе С. Но это дает М/С =Н ФФ Е: для некоторых подгрупп Е; =Ё;. 
Так как подгрунпа С служит для М прямым слагаемым, то суще- 
ствуют такие подгруппы ЕЁ}; = Е;, что @ Ф Е; соответствует Ё;. Из леммы 
9.4 получаем М=СФНФФЕ;: =АФФЕ,, что и требовалось. 


г) Если группа А обладает свойством замены для всех таких групп 
М из (Т), что группы С; изоморфны подгруппам группы А, то группа А 
обладает свойством замены. 

Предположим, что равенство (1) выполнено для произвольных 
групп С;, а группа А обладает указанным выше ослабленным свой- 
ством замены. Пусть пл: М —> А — проекция с ядром №, и пусть 


К; = Кег (л | С;). Тогда К= ФК=<мМ и МК=АФМ/К = 
= @ (С./К;), где А = (А + К/К = А, а С/К; — группы, отожде- 
ствленные с (С; + К)/К с помощью канонического отображения. 
Группы С/К; изоморфны подгруппам группы А, поэтому существуют 
такие группы Ё/К; = СИК;, что М/К = А ФФ (Е/К». Легко 
проверить, что М = А Ф ФЕ.. Это завершает доказательство. 


Теперь легко получить такое свойство: 


д) Периодическая группа обладает свойством замены тогда и толь- 
ко тогда, когда им обладает каждая из ее р-компонент. 


В следующих двух теоремах устанавливается, что некоторые классы 
групп обладают свойством замены. 


ТЕОРЕМА 72.1 (Кроули и Ионсон [1]). Если редуцированная часть 
группы А является периодической группой с ограниченными р-компонен- 
тами, то группа А обладает свойством замены. 


В силу п. в) и д) достаточно доказать, что свойством замены обла- 
дают делимые группы и группы, являющиеся прямыми суммами изо- 
морфных между собой групп (р). 

Пусть А — делимая группа, и пусть имеет место равенство (1). 
Возьмем подгруппу Е группы М, максимальную по отношению к свой- 
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ствам ЕЁ = Ф Е;, где ЕЁ; = С; и ЕП А = 0. Докажем, что для под- 


4 
групп Е; выполнено (2). Если ф: М —> М/Е — естественный гомомор- 
физм, то ф (А) = А — подгруппа группы М/Ё = ® (С/Е;), где 


1 
группы С;/Е; отождествлены с (С; + Е)/Е. Так как Ё — максималь- 
ная подгруппа с указанными выше свойствами, то ф (А) П (С/Е;) — 
существенная подгруппа группы С;/Е;. Следовательно, 


® [‹ (А) П (СЕ, 


а тогда и ф (4), — существенная подгруппа группы М/Е. Так как 
для группы ф (А) не существует собственных существенных расшире- 
ний, то ф (А) = М/Е, откуда М = А ФЕ. 

Пусть теперь А = ® 7 (р”), где р’ фиксировано. Предположим, 
что справедливо равенство (1), где группы С; удовлетворяют условию 
р"С; = 0. Тогда можно провести те же рассуждения, что и в предыду- 
щем елучае, кроме последней фразы. Вместо этого можно заметить, 
что из р” (М/Е) =0 в силу строения группы А следует, что М/Е 
не может быть собственным существенным расширением группы ф (А)= 
— А. Таким образом, снова ф (А) = М/3Еи М = А ФЕ. а 


Обратимся теперь к другим классам групп. Прежде всего ясно, что 
группа обладает свойством замены тогда и только тогда, когда этим 
свойством обладает ее редуцированная часть. Поэтому достаточно 
рассматривать только редуцированные группы. До сих пор для реду- 
цированных групп со свойством замены никакого удовлетворительного 
описания не получено. 

Можно доказать, что свойством замены обладают также алгебраиче- 
ски компактные группы [достаточно исследовать полные группы]. 
Свойство замены для полных и периодически полных групп получается 
аналогичным образом. Для удобства мы ограничимся периодически 
полными группами, а рассмотрение полных групп вынесем в упраж- 
нения. | 

Теперь мы можем доказать основной результат этого параграфа. 


ТЕОРЕМА 72.2 (Кроули и ИЙонсон [1]). Периодически полные группы 
обладают свойством замены. . 


Пусть А — периодически полная р-группа, и пусть выполнено 
равенство (1), где группы С; изоморфны подгруппам группы А. Тогда 
<; — сепарабельные р-группы, и по предложению 71.2 существует 
такое целое число т, что 


р"А [р] = С, Ф ... Ф С. =С' 


конечная прямая сумма]. Из теоремы 27.7 следует, что группа А 
обладает прямым разложением А = Д, Ф А,, где р"А, = 0, причем 
А; [р] = С’. В силу п. в) и теоремы 72.1 группу А, можно не рас- 
сматривать. Группа А.:, очевидно, является периодически полной. 
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Поэтому группа п, = А\, где л — проекция группы М на С’, также 
периодически полная. Так как А, — сервантная подгруппа группы М, 
легко проверить, что лА, — сервантная подгруппа группы С’. Поэтому 
С’ = лА, Ф М’ для некоторой подгруппы №’ = С’. Так как А илА, — 
сервантные подгруппы группы М, имеющие одинаковые цоколи, то из 
леммы 66.| вытекает, что в прямой сумме Ф С; слагаемое С, ®Ф. 
... ® Сь можно заменить на А, Ф №’. Следовательно, нам нужно 
только проверить, что периодически полные р-группы обладают конеч- 
ным свойством замены. 

Начав снова с периодически полной р-группы А и группы М = 
=АФМ=С, ®Ф...ФС,, где С, ..., Сь — сепарабельные 
р-группы, образуем прежде всего периодическое пополнение группы М 


М=АФМ=С.Ф... ФС,. 


Пусть В = Ф В, [где В, — прямая сумма циклических групп поряд- 
п 


ка р"|] — базисная подгруппа группы А. Как было показано в теоре- 
ме 72.1, каждая из групп В„ обладает свойством замены, поэтому мы 
можем последовательно для каждого п получить разложение 


МВ ООС" 


где всегда С? — прямое слагаемое группы С”. Очевидно, что 
слагаемое, дополнительное к С” в группе С”®, должно быть пря- 
мой суммой циклических групп порядка р”. Отсюда следует, что груп- 
па М имеет базисную подгруппу вида В ФО, Ф... ФБ», где при 
любом { группа О; — прямое слагаемое базисной подгруппы группы С:. 
По теореме 71.3 имеем М = АФ РФ В ед: = О: = ОЭ 
Отсюда 
М=АФ (Е.Ф... ФЕПМ}, 


где второе слагаемое является пересечением подгруппы Ё; Ф... 


... ФЕ, СС Ф... ® С, в группе С, Ф... Ф Сьи поэтому равно 
(ЕПС) ФФ... Ф (Е, П С,). Это завершает доказательство. в 


Следующий пример показывает, что неограниченные прямые суммы 
циклических р-групп в общем случае свойством замены не обладают. 


Пример (Кроули и Йонсон [1]). Пусть В= Ф, (2), С = Ф, (биз ТДе-О (= 
и— п 
—0(с„)=р”" при любом п. Прямая сумма М=В ФС может быль разложена 


также следующим образом: 
©.) 


М=АФвВ=С Фр, где А= ® (-20.1), Р= ®, (би -Е Рси+1). 


Пт — 4 й— 


Предположим, что существуют такие подгруппы С” == С, р’ =), что М = 
= А ФСФР’. Тогда АФС=А-тТ Сел р, откуда следует, что 
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каждый элемент 6, может быть записан в виде В, = а-|+ рё--4, где а СА, 
БЕВ, ат ЕЛА ФС,, 4ЕШ’. Из рт, = 0 получается ра = 0. Так как 
М = А $ В, то элемент р! (6, — а) = рЁ\1 Ь -- рЁ4 имеет высоту #, А = 0,1,... 

‚ п 1, откуда Й (рЁа) = Е. Отсюда сразу получаем, что (4) — сервантная 
подгруппа, т. е. прямое слагаемое группы О’. Следовательно, для любого п 
группа О’ имеет прямое слагаемое порядка р”. Сравнение базисных подгрупп 
теперь дает С’ = 0. Но А -+ Д не содержит ни 1, ни с1. Это показывает, что 
группа А свойством замены не обладает. 


Упражнения 


1. (а) Для бесконечных сумм утверждение в) места не имеет. 
(6) Пусть А = ФА; — такая группа, что для любой ее подгруппы 
Х справедливо разложение | 


Хх = Ф(А, ПХ). 


Доказать, что если каждая из групп А; обладает свойством замены, 
то и группа А обладает свойством замены. 

2. Показать, что никакая неограниченная р-группа, являющаяся 
прямой суммой циклических групп, не обладает свойством замены. 

3. Бесконечная прямая сумма неограниченных периодически пол- 
ных р-групп не обладает свойством замены [р фиксировано]. 

4 (Кроули и Ионсон [1]). Доказать, что если группа А обладает 
свойством замены для некоторого множества индексов [ мощности 2, 
то она обладает конечным свойством замены. 

5 (Кроули и Ионсон [1]). Если группа А обладает свойством заме- 
ны для всех таких множеств индексов [, что | Г | < |А |, то группа А 
обладает свойством замены. 

6 (Кроули и Ионсон [1]). Для неразложимой группы конечное 
свойство замены влечет за собой свойство замены. 

7. Группа О, обладает свойством замены. | Указание: если 9, Ф М= 


= С ФО, то, используя проекции, получаем, что или 9, — С — О 
или 9, —> О — (Ц, — автоморфизм группы ©»; если автоморфизмом 
оказывается первое отображение, то группу С можно заменить группой 
О, Ф Кег о.] 

8* (Уорфилд [2]). Неразложимая группа обладает свойством заме- 
ны тогда и только тогда, когда ее кольцо эндоморфизмов является 
локальным кольцом. [Указание: для доказательства достаточности 
провести рассуждения как в упр. 7; если & — ч = 1, где эндоморфиз- 
мы &, | не являются автоморфизмами, то 


М=АФА= т (Е ФУ, Ф 1тА, 


и ни первое, ни второе слагаемое не порождает вместе с третьим слагае- 
мым всю группу М.] 

9 (Уорфилд [3]. Полная группа обладает свойством замены. 
| Указание: используя теорему 39.9, свести вопрос к конечному свой- 
ству замены и р-адическим модулям; вести рассуждения как в доказа- 
тельстве теоремы 72.2; некоторых дополнительных усилий требует 
только вопрос о существовании базисной подгруппы нужного вида.] 
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10. (а) Используя упр. 9, показать, что всякая сервантная вполне 
характеристическая подгруппа полной группы обладает конечным 
<войством замены. [Указание: как в доказательстве теоремы 72.2, 
перейти к пополнениям, применить упр. 9 и лемму 9.3.] 

(6) Вывести из п. (а) теорему 72.2. 

11. Пусть А — сепарабельная р-группа, обладающая свойством 
замены, и пусть эта группа служит прямым слагаемым для Ф С;, 
где С; — сепарабельные р-группы. Тогда существует такое целое число 
ап, что р”А [р] содержится в конечной прямой сумме групп С;. [Указа- 
ние: использовать пример и п. (в)]. 
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Как мы уже отмечали, до сих пор прямые суммы циклических 
р-групп и периодически полные р-группы — это, по существу, един- 
ственные классы сепарабельных р-групп, для которых существует 
удовлетворительная структурная теория. Естественно ожидать, что 
существует класс групп, содержащий оба указанных класса, для 
которого некоторые из полученных результатов остаются справедли- 
ВЫМИ. 

Колеттис [2] выдвинул идею исследования р-групп вида В Ф С, 
где В — прямая сумма циклических групп, а С — периодически пол- 
ная группа. Более естественным обобщением рассматриваемых клас- 
сов групп является класс прямых сумм периодически полных групп. 
В последнее время эти группы привлекали большое внимание, и их 
теория оказалась хорошо развитой. Изучение класса этих групп соста- 
вляет тему настоящего параграфа. Излишне говорить, что, не теряя 
общности, можно ограничиться рассмотрением р-групп. 

Мы начнем с некоторых предварительных рассуждений, которые 
представляют и самостоятельный интерес. Будем называть р-группу А 
сервантно полной, если всякий ее подцоколь служит носителем сер- 
вантной подгруппы группы А. В силу теоремы 66.3 достаточно знать, 
что все замкнутые подцоколи группы А служат носителями сервант- 
ных подгрупп. 

Легко видеть, что прямые слагаемые С сервантно полных групп / 
сами являются сервантно полными. В самом деле, если п: АЦ —- 
проекция на слагаемое С и С — сервантная подгруппа группы А, 
носителем которой служит подцоколь э группы @, то С — сервант- 
ная подгруппа группы С, носитель которой — подцоколь 5. 


Лемма 73.1 (Хилл и Меджиббен [3]). Если А = ® 4», где все 


А, — периодически полные группы, то А — сервантно полная группа. 
Если А — сервантно полная группа и С — прямая сумма цикличе- 
ских р-групп, то А ФС — также сервантно полная группа. 


Прежде всего покажем, что периодически полная р-группа А обяза- 
тельно является сервантно полной. Докажем даже несколько большее: 
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если $ — подцоколь группы А, С — ее сервантная подгруппа 
и С [р] = $, тов А существует сервантная подгруппа Н, содержащая 
подгруппу С, носителем которой служит э. Пусть [" является р-бази- 
сом группы С, и пусть Ё, есть р-независимое множество в А, максималь- 
ное по отношению к свойствам [’ = [, (Ё) [р] = 5$. Тогда В’ = ([,) 
служит прямым слагаемым для базисной подгруппы В группы А, 
скажем В = В’ ФВ", и А = В’ ФВ". Здесь 5$ = В’ [р], так как 
подгруппа (Г) [р] плотна в $. Простая ссылка на теорему 66.3 пока- 
зывает, что подгруппа Н с нужными свойствами существует. 


оо 
Предположим теперь, что А = ФА,, где А», — периодически 


п—=1 
полные р-группы, и пусть $ — подцоколь группы А. Тогда $, = 
=5П (4, Ф...ФА,,) — подцоколь периодически полной группы 
А. Ф... ФА,. Следовательно, 5, — носитель сервантной под- 
группы С„ группы А, Ф... ФА,. По предыдущему абзацу под- 
группы С(„ можно выбрать так, чтобы выполнялись включения 
=... =а =... . Очевидно, @ = \ С, — сервантная подгруп- 
п, 
па, носителем которой служит 5. 

Прямую сумму С циклических р-групп можно рассматривать как 
объединение возрастающей последовательности С; =... = С, =... 
ограниченных сервантных подгрупп. Если группа А сервантно полна 
и $ — подцоколь группы А ®@ С, то пусть $, = (А ФС,) П $. Пред- 
положим, что выбрана такая монотонная последовательность (@, =... 

.. = С, сервантных подгрупп С(; = А ФС, что С, [р] = $5; {= 
=1,..., М). Тогда (@» + 9,)/С, — дискретный подцоколь груп- 
пы (А + С„-.)/Си, т. е. носитель сервантной подгруппы Си-/Съ. 
Непосредственно видно, что Си, [р] = 51 и что С„-: — сервантная 
подгруппа группы А @ С. Объединение @ = Ц (Ц, обладает нужными 

® 


свойствами, и А ФС — снова сервантно полная группа. вщ 


Если С — прямое слагаемое группы А, то существует проекция п: 
А — С. Ограничение отображения л на цоколь порождает проекцию 
А [р] — С |], при которой высоты элементов не уменьшаются. Следо- 
вательно, необходимым условием для того, чтобы подцоколь $ неко- 
торой р-группы А служил носителем какого-либо ее прямого слагае- 
мого, является существование проекции группы А [р] на 5, при кото- 
рой высоты элементов не уменьшаются. Интересно, что для сервантно 
полных групп легко установить обратное: 


ЛЕММА 73.2 (Хилл [10]). Пусть л — проекция цоколя сервантно 
полной р-группы А, при которой высоты элементов не уменьшаются. 
Гогда Ппл служит носителем прямого слагагмого группы А. 


Пусть @ и Н — сервантные подгруппы группы А с носителями 
шли т (1 — л) соответственно. Тогда А [р] — цоколь подгруппы 
О ФН. Чтобы проверить, что @ Ф Н = А, достаточно показать, что 
высота любого элемента а Е А [р] в группе А меньше или равна его 
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высоте в @ ФН. Но это действительно так, потому что высота эле- 
мента ав С ФН равна шт {А (ла), В ((1 — л) а)} [высота элементов 
из Си Н в этих подгруппах равна их высоте в группе 4], а обе высоты 
й (ла) ий ((1 — мл) а) больше или равны высоте элемента а в группе А 
в силу свойств отображения пл. а 


Обратимся к основной теме этого параграфа. Наша первая зада- 
ча — найти критерии, при которых сепарабельная р-группа при- 
надлежит классу прямых сумм периодически полных групп. В общем 
случае удовлетворительного критерия здесь не найдено, но для счетных 
прямых сумм р-групп имеется довольно простой результат [где под 
полнотой следует понимать полноту в индуктивной р-адической 
топологии]: 


ПредложеНИЕ 73.3. Сепарабельная р-группа А является прямой 
суммой счетного числа периодически полных групп тогда и только 
тогда, когда она удовлетворяет условиям 

1) А [р] есть объединение возрастающей последовательности пол- 
ных подцоколей ое (п = а, 

2) всякий полный подцоколь группы А служит носителем сервант- 
ной подгруппы. 


оо 
Если А = ФА,, где каждая группа А», периодически полная, то 


п—=1 
подцоколи $5, = А, [р] Ф... ФА, [р] удовлетворяют условию 1), 
а условие 2) вытекает из леммы 73.1. 

Обратно, если группа А удовлетворяет условиям |) и 2), то пусть 
С, — сервантная подгруппа группы А, носителем которой служит $п. 
По теореме 70.6 группа С„ является периодически полной. Она содер- 
жит прямое слагаемое С„_:, носителем которого служит $1, Ч. = 
—=С,„_, ФД,, где, очевидно, группа А» также периодически полная 
[можно положить С, = А!|. Подгруппы А„ (п =1, 2,...) порож- 
дают в 4 подгруппу, являющуюся их прямой суммой и содержащую 
цоколь группы А. Так как А, Ф... Ф А, служит прямым слагаемым 


для группы А, то Ф А, — сервантная подгруппа группы А. Следо- 
й==1 


оо 
вательно, Ф А, = А. а 
п=1 
Важно отметить такое непосредственное следствие полученного 
результата: 


СЛЕДСТВИЕ 73.4 (Ирвин, Ричмен, Уокер [1]). Всякое прямое слагае- 
мое С счетной прямой суммы А периодически полных групп само являет- 
ся прямой суммой счетного числа периодически полных групп. 


Если 5, означает то же, что и в предложении 73.3, п. 1), то под- 
цоколь Т, = С[] $, замкнут в эп и, следовательно, является пол- 
ным. Очевидно, С [р| = Ц Ть. Далее, группа С как прямое слагаемое 
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сервантно полной группы есть сервантно полная группа. Простая 
ссылка на предложение 73.3 завершает доказательство. в 


В прямых суммах периодически полных групп цоколи играют 
основную роль. Убедительным доказательством этого служит сле- 
дующая теорема: 


Теорема 73.5 (Хилл [5]). Пусть А = ФА; иС = ©, С; — сер- 


ЕТ 
вантные подгруппы некоторой р-группы Н, причем А р С [р], 
а каждая из групп А;, С; периодически полная. Тогда А == (0. 


Из леммы 71.1 непосредственно следует, что для любого 1 суще- 
ствуют такое разложение А; = В; Ф® С; и такое конечное подмноже- 
ство / (1) множества индексов У, что В; — ограниченная группа 


и С; [р] = Ф С.. По лемме 73.1 последняя группа содержит сер- 
1Е (9) 
вантную подгруппу С; с носителем С; [р], служащую прямым слагае- 


мым по теореме 70.6. Кроме того, группа С обладает прямым слагаемым 
В; с цоколем В; [р]. Из леммы 66.1 следует, что имеют место изомор- 
физмы С; = С; и В; = В;. Подгруппы В;, С; (ГЕ Г) порождают в груп- 
пе С а одгруппу Е, являющуюся их прямой суммой, и требуемый изо- 
морфизм будет установлен, если мы покажем, что ЕЁ = (. 

Так как известно, что Е [р] = С [р] и Е = (, нам нужно только 
проверить, что ни у одного элемента х цоколя высота в ЕЁ не может 
быть меньше, чем высота в С. Если х имеет в А высоту К, то все коор- 
динаты элемента х в В; и С; имеют высоту >К, и их сумма имеет высоту 
ЮВ ЕЁ. -ш 


Последняя теорема имеет важное следствие, касающееся изомор- 
физма прямых сумм периодически полных групп. 

Пусть А — прямая сумма периодически полных р-групп. Так как 
А — сепарабельная группа, то в силу теоремы 7.2 она является 
[хаусдорфовым| метрическим пространством в метрике 6 (а, 5) = 
= Па— 6 || == ехр (—# (а — 6)), геа, БЕА. Цоколь А [р] являет- 
ся метрическим векторным пространством над простым полем харак- 
теристики р, а всякий изоморфизм между группой А и некоторой 
группой С индуцирует изометрию между А [р] и С [р]. 


ТекоОРЕМА 73.6 (Хилл [5]). Пусть А и @ — прямые суммы периодиче- 
ски полных р-групп. Группы А и Ц изоморфны тогда и только тогда. 
когда между их цоколями А [р] и С [р] существует изометрия. 


Наше утверждение окажется простым следствием теоремы 73.5, 
если мы сможем показать, что группы А и С можно вложить в качестве 
сервантных подгрупп с одним и тем же цоколем в некоторую р-группу. 

усть ф — изометрическое отображение пространства А [р] на С [2], 
т. е. изоморфное отображение группы А [р] на С [р], сохраняющее 
высоты элементов. Если В — базисная подгруппа группы А, то 

Ф (В [р]) — носитель базисной подгруппы С группы С и существует 
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изоморфизм ф*: В — С, продолжающий Ф. Кроме того, изоморфизм ф* 
можно продолжить по теореме 68.4 до изоморфизма $: В — С. Ото- 


бражение ф индуцирует вложение группы А в С, причем в С полу- 
чается сервантная подгруппа, цоколь которой совпадает с цоколем 
группы О. а 


Продолжим изучение слагаемых прямых сумм периодически пол- 
ных групп. Из следствия 73.4 мы знаем, что они сами являются прямы- 
ми суммами периодически полных групп, если прямые суммы имеют 
счетное число компонент. Следующая теорема показывает, что условие 
счетности может быть отброшено. 


ТЕОРЕМА 73.7 (Ирвин, Ричмен, Уокер [1], Хилл [10]). Прямое слагае- 
мое прямой суммы периодически полных групп само является прямой 
суммой периодически полных групп. 


Пусть А = ® А, где А‹. — периодически полные р-группы [р фик- 


СЕТ 

сировано]. Чтобы можно было провести трансфинитную индукцию, вы- 
берем в качестве множества индексов /[ множество всех порядковых чи- 
сел, меньших первого порядкового числа ®. некоторой мощности хх. 
Положив А = С ФН и взяв проекцию пл: А-—0(, покажем, что 
С — прямая сумма периодически полных групп. 

Во-первых, для каждой группы А. напишем разложение Ах = 
—= В. ФС., где В. — ограниченная группа, а лС. [р] содержится 
в прямой сумме конечного числа групп Ар; возможность такого раз- 
ложения обеспечивается леммой 71.1. Теперь В = Ф В. — прямая 

о 


сумма циклических групп, и мы имеем А =ВФФ®С. =СсС@Н. 
Во-вторых, установим существование цепочки ° 
й=цеЕй=... ке... (@©<0.) 
подмножеств множества / со свойствами (1) бЕ/4; (1) 5 = Ц [ь,› 
если о — предельное порядковое число; (11) | [|< [0 |}; и, Наконец, 
(1%) л (ФС, [р]) = ® 4» = 4ь. 
ЕТ ЕТ с 


Все, что нам нужно сделать,— это указать, как получить множество 
Гоа ИЗ [о, если [х = Г. Возьмем первое порядковое число о’, не лежа- 
щее в [с [оно больше или равно 06], и выберем конечное подмножество 
[ (6’) множества [, для которого пС о. [р] = о Ар. Повторим этот 
рЕ Г(с’) 
процесс для каждого рЕ 1 (0’) `` Г[%, ое поступим аналогично 
снова ит. д. ® раз и возьмем в качестве /.-, объединение множества [9 
с 1 (0’) и всеми другими получившимися по ходу дела конечными под- 
множествами. Очевидно, что [4 будет тогда обладать свойства- 


ми (1), (11), (1%). 
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Вернемся теперь к группе В и представим ее в виде объединения 
возрастающей последовательности прямых слагаемых 


ОВ, ЕВ, ее Бе. (0) 
где 
В; = ФВ и лВе[р| = 4%. 
ЕТ с 


Это можно сделать, так как каждое циклическое прямое слагаемое 
группы В и его образ при л должны принадлежать Аб при некотором о. 
Легко проверить, что существуют такие сервантные подгруппы Ве 


групп Аё, что Вё [р] = Въ [р]. Подгруппы В& тоже являются прямы- 
ми суммами циклических групп, такими, что при любом с 
о о Ф Ф ОВ 
ЕТ с 


— такое прямое слагаемое группы Аб, что лСб [р] <= Аб. Ясно, что 
Ц С =А, как так Ц С& — сервантная подгруппа группы А с цоколем 


А [р]. Следовательно, Ц лС& [р] = С [р]. 


Первый шаг индукции основывается на том, что по лемме 73.1 
группа А* является сервантно полной. Следовательно, из леммы 73.2 
вытекает, что существует прямое слагаемое К, группы Ах, носителем 
которого служит лС* [р], А* = К, Ф [4. В силу следствия 73.4 
группы А, и [, — счетные прямые суммы периодически полных 
р-групп. 

Теперь можно проводить доказательство с помощью трансфинит- 
ной индукции. Пусть для любого порядкового числа т’ < т мы устано- 
вили, что (1) образ всякой проекции цоколя прямой суммы *„’ периоди- 
чески полных групп, не уменьышающей высоты элементов, служит 
носителем прямого слагаемого группы и (2) всякое прямое слагаемое 
прямой суммы к. периодически полных групп может быть представ- 
лено в виде прямой суммы не более чем к.. периодически полных 
групп. Это означает, что для любого 0 < в. мы имеем Аё = К. ® БЬ., 
где К. [р| = лС% [р], а [о — прямая сумма меньше чем х. периоди- 
чески полных групп. Очевидно, 

0+1 == Ко Ф (о Ф Ф Ар). 
ВЕТ. `\То 
Пусть ф — проекция группы А6б-. на второе слагаемое. Тогда 
Ко-и [р] = Ко [р] ФН, где по предположению индукции подгруппа 
Н = флСё,. [р] служит носителем прямого слагаемого С. группы А, 
являющегося прямой суммой меныше чем х. периодически полных 
групп. Легко проверить, что подгруппы С° (б < ®.) порождают в А 
подгруппу, являющуюся их прямой суммой, и что Ф С; = (' — 
о<о 
сервантная подгруппа группы А. Заметим теперь, что С’ [р] содержит- 
ся в л.А = С и содержит все подгруппы К. [р], откуда, очевидно, сле- 
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дует, что С’ [р] = С [р]. Наконец, из леммы 66.1 получаем С == (’ = 
= ФО., и это завершает доказательство. а 
д 


В заключение приведем теорему о продолжении разложений. 


ТЕОРЕМА 73.8 (Кроули и Йонсон [1], Энокс [1], Хилл [10]). Если 
А — прямая сумма периодически полных групп, то любые два прямых 
разложения группы А обладают изоморфными продолжениями. 


В силу теоремы 73.7 достаточно рассматривать прямые разложения 
А= ФА, = ФА}, где все группы А;, А; периодически полные. Мы 

16 1Е 
можем предположить, что А является р-группой. 

Допустим сначала, что [ и /— счетные множества, и для про- 
етоты положим [=/={1, 2,...,м,...}. Подцоколи 5, = (А. Ф... 

. ФА,) П(А.Ф... ФА, [7] ("=1, 2, ...) образуют возрастаю- 
щую цепочку, объединение которой совпадает с А[ р]. Каждый под- 
ноколь 5, является полным, поэтому 5. =ол @ 5* для некоторого 
полного подцоколя эт. Легко проверить, что если С„ и С, — [пери- 
одически полные] прямые слагаемые групп А. Ф... ФА, и А.Ф... 
... Ф Аи соответственно, носителем которых служит $5, то А’= 





оо оо 

= ФС, = Ф С,. Шо лемме 66.1 имеем С„ = С», и из следствия 71.4 
п= 1 п—=1 

получается, что любые два продолжения последних двух разложе- 

ний группы А обладают изоморфными продолжениями. Таким 


образом, достаточно найти изоморфные продолжения разложений 
оо оо 

А = ФА, = $ С,, где при любом п подгруппа С, Ф... ® С, 
п=1 п—=1 

служит прямым слагаемым для А. Ф... ФА,. Мы построим 

последовательно группы С;; = А;; (< ]), такие, что 


С, =СлФ... ФС; и 4,=А, ФА; щФ... 


при всех 1, Г. Положив С. =Си=Ан, А. =Аи ФА, предположим, 
что для 1<]< п группы С» =А;; уже выбраны так, что С; = 
=С,Ф...ФС,, А, =АрФ... ФА, Ф Аш при любых |, 15<п 
ис. Ф... ФС, ФА, Ф... ФА.=А, Ф...Ф А,. Прибавляя к обеим 
частям А„.. и используя свойство замены для группы С.Ф... 
... Ф Сла, получаем такие разложения А, = А; п @ Ар па 151) 
И Ав +1 = Ал, п+1 Ф Аи, п+-1, ЧТО 


Спа = Д,, 534 Фа ФА Н, п 


СФ... ФС. ФС.щ ФА: т. Ф... ФА, ыы = 
= 4, Ф ое ФА, Ф А». 
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Так как Ф А,;; — сервантная подгруппа группы А;, цоколь которой 
7 
не может быть меньше цоколя А;, то Ф А;; = А;. Это завершает дока- 
р 


зательство в случае, когда системы индексов счетны. 

Обратимся к общему случаю. В силу леммы 71.1] существует 
разложение А; =В; Ф С;, где В; — ограниченная группа, а С; [р] = 
<= Ф А; для некоторого конечного подмножества / (1) множества /. 

1.44) 
Это дает новое разложение А=В ФФС;, где В= Ф В; — прямая 

(ЕТ [1 
сумма циклических групп. Если нужно, изменив В, мы можем пред- 
положить, что С; — неограниченная периодически полная группа при 
любом ГЕГ. Таким же образом получается, что существует разло- 
жение АД; =В; ФС;, где В; — ограниченная группа и С;[р] = ФС, 
{ЕТ(7) 
для соответствующего конечного подмножества / (]) множества /. Можно 
написать А = В’ Ф ФС;, где В’— прямая сумма циклических групп, 
ДЕ 
а С, — неограниченные периодически полные группы. Покажем, что 
разложения 
! , 
А=ВФФС, = В’ ФФС; (1) 
МЕТ ЕТ 

имеют изоморфные продолжения. Как легко убедиться, это все, что 
нужно доказать. 

Начнем с построения двух трансфинитных последовательностей 
множеств 


Е Е И Зе Е 
где (1) ое. И О: (1) [15100 |5 и |Ли Л |509} 
(ПО ГБ = Ти о И т Ц Л, если о — предельное порядковое число, и 

< 0—6 


([У) Ф С; [р] = Ф С, [[ = В’ ФФ С;[р] для любого о. 
1&То ЕТо 781 


Нам нужно только уметь построить [о+4 и Чо ПО [о и Чо. Заметим, 

что с ={ в точности тогда, когда /‹=/. Если существует индекс 

[ЕГ\\1о, то положим К,={П, [1=У(, К,= У Г, [= 
ЛЕГ 


И ЛО и 


1ЕКп 
Фо) О. К», еЕЫУЬ: |] О, 2». 


Ясно, что условия (П) и (ТУ) [где в последнем о заменено на 0-1] 
здесь выполнены. Положив 1/5 =/`\\1‹, /&=/\Мо, ПОЛУЧИМ 


А=ВФ ФС: ФФ С: =ВФФСФ ФС.. 


То ЕГ* 18 ЕЛ 
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Из условия (ТУ) и леммы 66.2 следует, что существует такая под- 
группа Е, группы А, изоморфная подгруппе группы В’, с носителем 
Ф С: Г В’ [РП что 
ЕТо 
А= Ро 9. ФФ С.. (2) 


ЕТ 


Сравнивая это разложение с аналогичным разложением, полученным 
для 09--1, и заметив, что Ез [р] = Ез.. [р], снова в силу леммы 66.2 
заключаем, что для некоторой подгруппы Ро группы Ёо-4 справед- 
ливо разложение 


А=ВФ ®Ф С.ФЕФЕО Ф С. 


2-1 16-1 
Отсюда получаем 
3+1 То 1041 Мо 


Положив Ро=0, с помощью трансфинитной индукции можно пока- 
зать, что Ез [р] = ©, Еь [р] и Ф Е — сервантная подгруппа группы А 


р< 
при любом о. Если и ке Г. для некоторого порядкового числа т, 
то ЕЁ = ® Е — сервантная подгруппа группы Аи Ё [р] = Е [р]. Таким 


образом, лемма 66.1 дает 
А=ВФФС: ФЕ. 


ЕЛ 

Следовательно, 

ВФФЬ, = В". (4) 

р<т 

Так как в обоих разложениях в формуле (3) содержится лишь счетное 
число слагаемых, являющихся периодически полными группами, эти 
разложения обладают изоморфными продолжениями. В силу (4) сразу 
получается, что разложения из формулы (1) также имеют изоморфные 
продолжения. в 


Упражнения 


1 (Хилл и Меджиббен [3]). Если А — сервантно полная р-группа, 

а С — периодически полная р-группа с конечными инвариантами 
т — Капланского, то А Ф С — сервантно полная группа. 

* (Хилл и Меджиббен [3]). Прямая сумма двух сервантно полных 

р- г не обязана быть сервантно полной. [Указание: используя тео- 

рему 66.4, построить две неизоморфные сервантные подгруппы С и Н 

группы А, имеющие один и тот же цоколь, причем так, чтобы С была 

квазиполной группой в смысле $ 74; вывести из предложения 74.3, 

что Н также является квазиполной группой; по следствию 74.2 груп- 

пы Си Н сервантно полны, но в прямой сумме А Ф А подцоколь 
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$ = {(х, х) | х6ЕС [| = Н[р} не служит носителем ни для какой 
сервантной подгруппы.] 

3 (Катлер [1]). Если рА — прямая сумма периодически полных 
р-групп, то А также является прямой суммой периодически пол- 
ных групп. 

4 (Хилл [10]). Существуют такая счетная прямая сумма А периоди- 
чески полных р-групп и такая сепарабельная р-группа С, что А [1] 
и С [р] — изометричные векторные пространства, но группы А и С 
не изоморфны. [Указание: упр. 8 из $ 66.] 

5. Сужением метрического пространства называется отображение 
этого пространства в себя, при котором расстояния не увеличиваются. 
Показать, что если л — сужение векторного пространства А [р], 
являющееся в то же время проекцией, и А — сервантно полная 
р-группа, то Пил — носитель прямого слагаемого группы А. 

6 (Хилл [10]). Подцоколь $ прямой суммы А циклических р-групп 
служит носителем прямого слагаемого группы А тогда и только тогда, 
когда $ является образом проекции группы А [р], при которой высоты 
элементов не уменьшаются. 

7 (Колеттис [2]). Если А — прямая сумма периодически полных 
р-групп, которые почти все являются ограниченными, то каждое 
прямое слагаемое группы А снова имеет тот же вид. 

8 (Энокс [1]). В любых двух разложениях данной р-группы в пря- 
мую сумму периодически полных групп число неограниченных ком- 
понент одинаково, если хотя бы одно из этих чисел бесконечно. 

9. Пусть С — прямое слагаемое прямой суммы периодически пол- 
ных р-групп А; (ГЕ Г), где ровно м из групп А; являются неограни- 
ченными (м > \). Тогда всякое прямое разложение группы С 
содержит не более м неограниченных слагаемых. 
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В этом параграфе мы рассмотрим одно важное свойство периодиче- 
ски полных групп. Первым обратил на него внимание Хед [1]. Оказа- 
лось, что этим свойством обладает и несколько более широкий класс 
групп. 

Назовем редуцированную периодическую группу А квазиполной, 
если замыкание С“ [естественно, в (-адической топологии группы 4] 
всякой сервантной подгруппы С группы А также сервантно в А. 

Приведем сначала несколько простых замечаний, поясняющих это 
понятие. 


а) Редуцированная периодическая группа А является квазиполной 
тогда и только тогда, когда для любой сервантной подгруппы С гриуп- 
пы А утверждение «С замкнута» эквивалентно утверждению «А/В — 
редуцированная группа». Заметим, что из равенства С/С = (А/С)* 
следует, что подгруппа С- сервантна в А в том и только в том случае, 
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когда подгруппа (А/С)' сервантна в А/С(. А это имеет место тогда 
и только тогда, когда (А/()' — делимая группа. 

6) Квазиполные группы сепарабельны. Это ясно, так как 07 = Д!. 

в) Сепарабельная периодическая группа является квазиполной, если 
@` — сервантная подгруппа для любой ее неограниченной сервантной 
подгруппы С@. В самом деле, ограниченные сервантные подгруппы 
выделяются прямыми слагаемыми и, следовательно, в сепарабельных 
периодических группах они обязательно замкнуты. 

г) Периодическая группа является квазиполной тогда и только 
тогда, когда каждая ее р-компонента — квазиполная группа. 

д) Периодически полные группы являются квазиполными. Это оче- 
видно в силу следствия 68.9. 

е) В квазиполной группе замыкание сервантной подгруппы также 
является квазиполной группой. 


Особенно интересна следующая характеризация квазиполноты. 


ТЕОРЕМА 74.1 (Ирвин, Ричмен и Уокер [1], Кояма [1]). Редуцирован- 
ная р-группа А является квазиполной тогда и только тогда, когда для 
любой ее сервантной подгруппы С и любого подцоколя $ со свойством 
С [р] = $ существует сервантная подгруппа С группы А с носителем $, 
содержащая С. 


Пусть А — квазиполная группа и С — ее подгруппа, максималь- 
ная среди тех сервантных подгрупп группы А, содержащих С, носите- 
ли которых являются подгруппами группы $. Чтобы доказать, что 
С [р] = $, предположим противное, и пустьх Е $ \\ С. Если смежный 
класс х + С имеет в группе А/С конечную высоту пл, то запишем 
Хх + = р"у + (0, где р’*у = 0, и заметим, что (у - а) — прямое 
слагаемое группы А/С. Следовательно, @ Ф (у) — сервантная под- 
группа, носителем которой служит подцоколь С [р| ® (х) = $. Если 
смежный класс х + С имеет бесконечную высоту, то из квазиполноты 


следует, что он содержится в некоторой подгруппе Н/@ = 1 (р”). 
Подгруппа Н сервантна в А и ее носитель равен С [р] Ф (х) = 5. 
Полученное противоречие показывает, что @ [р] = 5. 

Обратно, если группа А обладает указанным в формулировке теоре- 
мы свойством, то, взяв сначала $ = А! [р], мы получим, что А! — 
делимая группа, т. е. 0. Далее, для любой сервантной подгруппы С 
возьмем сервантную подгруппу С, содержащую С, цоколь которой 
равен С- [р]. Тогда С/С — сервантная подгруппа группы А/С с цоко- 
лем (А/С)! [р]. По $5 20, п. В), группа С/С делима, и С = С-`. Таким 
образом, группа А квазиполная. м 


Следствие 74.2 (Хилл и Меджиббен [2]). Всякая квазиполная группа 
является сервантно полной. в 


Следующий результат дает для квазиполноты характеризацию 
другого типа. Здесь под замыканием мы будем понимать замыкание 
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в В, где В — базисная подгруппа группы А, а группу А будем считать 
подгруппой группы В. 


Предложение 74.3 (Хилл и Меджиббен [2]). Сепарабельная р-грип- 
па А является квазиполной тогда и только тогда, когда 


А[р] + $-= В [р] 


для любого недискретного подцоколя 5 группы А. 


Пусть А — квазиполная группа и $5 — ее недискретный под- 
цоколь. Проведя такие же рассуждения, как при доказательстве 
теоремы 33.1, можно получить сервантную подгруппу С группы А, 
являющуюся прямой суммой циклических групп и такую, что С [р] 
плотно в ®. Так как подцоколь $ недискретен, подгруппа С должна 
быть неограниченной, поэтому она в силу леммы 35.1 содержит такую 
базисную подгруппу С’, что С/С’ == 7 (р”). Пусть элемент с ЕС \\ С’ 
имеет порядок р?, и пусть 5 — элемент порядка р группы В. Легко 
построить прямую сумму О циклических групп, являющуюся такой 
сервантной подгруппой группы А, что О [р] = С’[] и -- сЕБ-. 
В силу квазиполноты группы А замыкание О- [|] А подгруппы О в А 
сервантно в А. Отсюда и из ре ЕД-П А получаем, что рс = ра для 
некоторого а ЕОД-П А. Таким образом, Б= (6+ с— а) — (с —а)Е 
ЕР [7] + А [р] = 5`-- А[Р|, откуда В [р] =5` А [р]. 

Обратно, предположим, что условие, сформулированное в пред- 
ложении, выполнено, и пусть С — неограниченная сервантная под- 
группа группы А. Нам нужно проверить, что замыкание @7 Г] А 
подгруппы @ в группе А сервантно в А. Если ра Е С- Г А при неко- 
тором а Е А, то пусть элементы 5 Е Ц, Й Е С` таковы, что рй = ра - 5; 
такие элементы существуют, так как В — периодически полная группа 
и, таким образом, С-/С — делимая группа. Отсюда р (й — а) = в = 
— ро’ для некоторого 5” Е Ц. Элемент й — (а + 2’) Е В [1] по условию 
имеет вид а’ й’, геа' Е А [р], А’ ЕС` [р]. Это означает, что элемент 
й— И’ =а-а’ +5 ЕС`- 1 А дает решение уравнения рх = ра + СЦ 
в группе А/С. Следовательно, подгруппа ((- [) А)/С слабо сервантна 
в Д/С и, значит, делима, а тогда подгруппа С- [|] А сервантна в Д. а 


Из предыдущей теоремы легко получается 


Следствие 74.4 (Хилл и Меджиббен [2]). Пусть В — базисная под- 


группа квазиполной р-группы А и В = А == В. Если группа А содержит 
базисную подгруппу некоторого неограниченного прямого слагаемого Н 


группы В, то А + Н = В. 

Если группа А содержит базисную подгруппу группы Н, то 
(А + Н)/А = НКАП_Н) — делимая группа. Поэтому подгруппа 
А + Н сервантна в В. Из предложения 74.3 вытекает, что В [р] = 
= А + Н. Отсюда А + Н = В. в 
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Следующий результат дает еще одно замечательное характеристи- 
ческое свойство квазиполных групп. 


Предложение 74.5 (Хилл и Меджиббен [2]). Для квазиполноты сепа- 
рабельной р-группы А необходимо и достаточно, чтобы факторгруппа 
А/С при любой неограниченной сервантной подгруппе С группы А была 
прямой суммой делимой группы и периодически полной р-группы. 


Достаточность непосредственно следует из п. а). Для доказатель- 
ства необходимости предположим, что А — квазиполная группа, 
и пусть Н — замыкание неограниченной сервантной подгруппы @ 
группы А, причем замыкание взято в группе В. Тогда Н служит для В 
прямым слагаемым [ср. следствие 68.9], а так как группа А содержит 
базисную подгруппу [группы С, а значит, и] группы Н, то из след- 
ствия 74.4 вытекает, что А -- Н == В. В силу квазиполноты группы А 
имеем, что (А Г] Н)/Ц = (А/С6)1 — делимая группа. Поэтому группа 
А/С изоморфна прямой сумме делимой группы и группы А/(А Г Н) = 
= (А + Н)/Н = В/Н, которая изоморфна прямому слагаемому груп- 
пы В. @ 

Следствие 74.6. Если А — квазиполная, но не периодически полная 
р-группа, то в любом ее прямом разложении одно из слагаемых является 
ограниченным. 


Пусть А — квазиполная группа, и пусть А = С Ф НВ, геи Н — 
неограниченные группы. В силу предложения 74.5 иСи Н Ф периоди- 
чески полные группы. в 

Докажем теперь другое простое утверждение, вытекающее из 
следствия 74.4. Оно нам понадобится в дальнейшем. 


Предложенив 74.7 (Хилл и Меджиббен [2]). Пусть А — квазиполная 
р-группа, и пусть В = В’ Ф В” — разложение базисной подгруппы В 
группы А в прямую сумму неограниченных слагаемых. Тогда А — под- 


прямая сумма групп В’ и В" с сервантными ядрами. 

Во-первых, ясно, что (А ГП] В’) Ф (АП В”). = т. <= В’@ В". Ссыл- 
ка на следствие 74.4 показывает, что А -|- В’ =В= Ач В". Сле- 
довательно, А — подпрямая сумма групп В’ и В", нь ядра А [| В’ 
и АП В" сервантны как замыкания подгрупп В’и В” соответственно 
в группе А. 


Два предыдущих результата позволяют показать, что финальный 
ранг квазиполной, но не периодически полной р-группы не превосхо- 
дит мощности континуума, т. е. что такие группы составляют лишь 
небольшую часть класса всех квазиполных групп. 


ТЕОРЕМА 74.8. Квазиполная р-группа финального ранга >> 2% непре- 
менно является периодически полной. 


Пусть А — квазиполная р-группа, финальный ранг которой р 
7 
ше 2*о, и пусть В — ее базисная подгруппа. Предположим, что В 
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неограниченное счетное прямое слагаемое группы В, причем В = 
— В’ Ф В". По предложению 74.7 группа А — подпрямая сумма 


групп В’и В” с ядрами А |] В'’и АП В", сервантными в А. Из рас- 
суждений $ 8 следует, что группа А состоит из всевозможных пар 
(6’, 5”), где элементы 6’и Б” лежат в В’и В” соответственно и при 
естественных отображениях В’ В'/(А Г В’), В” - В"К(АГ В’) 
переходят в элементы, соответствующие друг другу при некотором 
изоморфизме В’/(А Г] В’) = В"/(А П В"). Последние факторгруппы 
являются делимыми группами мощности < 92%, так как | В’ | = 20. 
Поэтому, выбрав представители смежных классов группы В" по под- 
группе А [| В” и записав их в виде бесконечных векторов, как в & 68, 


мы можем для группы В” написать такое разложение В” = С, ® С., 
что все координаты этих бесконечных векторов будут лежать в С1, 
причем будет выполняться неравенство |С, | < 2% и, кроме того, 


включение С, = АП В", так что С, будет прямым слагаемым груп- 
пы А. Дополнительное прямое слагаемое имеет базисную подгруппу, 
изоморфную В’ ФФ С:, мощность которой <2*0, поэтому оно само 
имеет мощность не больше 2%°9 по следствию 34.4. Если финальный 
ранг группы А больше 2%, то и финальный ранг С, должен быть 


больше 2%°, т.е. С, не может быть ограниченной группой. Из след- 
ствия 74.6 вытекает, что группа А периодически полная. а 


Следующий пример, найденный Хиллом и Меджиббеном [2], пока- 
зывает, что существуют квазиполные р-группы, не являющиеся перио- 
дически полными. 


Пример. Пусть В — периодически полная группа с базисной 
подгруппой В == @® 7 (р"). Очевидно, |В | = 2№ и В обладает 
п=1 


2%0 счетными подмножествами. Всякое неограниченное прямое сла- 


гаемое группы В определяется базисной подгруппой, являющейся 

счетной группой, поэтому В имеет [не больше, а поэтому ровно] 2%° 

неограниченных слагаемых. Эти слагаемые Н . можно перенумеровать 

с помощью порядковых чисел о < в, где ®, — первое порядковое 
со 

число мощности 2%. Пусть С = Ф (6. } — такой счетный подцоколь 


п=1 
группы В, что В [р] П С = 0. Мы хотим выбрать элементы йр» и под- 


группы Т.о в В[р| так, чтобы при любом о < ыы 
1) АжЕНь для всякого о<бип=1, 2, 


2) Т.=В[р] ФФ ® (Приб 


< в п=1 
3) Т.ПС=0. 


Начав с То = В [р], проведем трансфинитную индукцию. Пусть для 
всех р < бил = 1, 2, ... элементы р» уже выбраны так, что выпол- 
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няются условия 2), 3). Заметим, что 
Хо Хх 
Гос 6] + < 2“, а | Не [р] |= 2%, 
следовательно, Н. [р] содержит такие элементы Йо (п=1,2,...), 
что определяемые ими смежные классы по подгруппе Т. -- С неза- 


висимы. Если определить Г.о+, при помощи формулы 2), используя 
эти элементы Ис», то условие 3) будет выполнено. Очевидно, что 


ТПС=0 для Т=В[р] ФФ $ тс». 
0<®1 п=1 
Пусть Т* — такой подцоколь в В[р|, что Т<= Т*, причем Т* — 
максимальный ПОДЦОколЛЬ Со свойством Т* ПС =0, т.е. *-С = 
—= В [р]. Тогда подцоколь Т* плотен в В [р| и по теореме 66.3 служит 


носителем сервантной подгруппы А группы В. Ясно, что группа А 
не является периодически полной, так как ее цоколь не замкнут 
в В [р], т. е. не полон. Чтобы показать, что группа А — квазиполная, 
используем предложение 74.3. Если $ — недискретный подцоколь 
группы А, то $- служит носителем неограниченной сервантной под- 
группы Н группы В. По лемме 65.2 подгруппа Н замкнута в группе В, 
поэтому по следствию 68.9 подгруппа Н совпадает с одной из под- 
групп Но. В силу условий 1) и 2) получаем соотношения 


А[р] + 5-=А [р] + Но [р] > Т*-+-С=В [р]. 


Теперь предложение 74.3 показывает, что А — квазиполная группа, 
что и требовалось. 


Используя изложенную здесь теорию квазиполных групп, можно 
получить следующую характеризацию периодически полных р-групп. 


ПрЕдложеЕнНИЕ 74.9 (Кояма [1]). Редуцированная р-группа А являет- 
ся периодически полной тогда и только тогда, когда для любой сервант- 
ной подгруппы С группы А подгруппа Ц` выделяется в группе А прямым 
слагаемым. 

Необходимость этого условия была доказана в следствии 68.9. 

Обратно, если группа А обладает указанным свойством, то из 
п. а) следует, что она квазиполна. Достаточно рассмотреть неограни- 
ченные группы А. Если В = В’ ФФ В" — такая группа, как в пред- 
ложении 74.7, то, поскольку замыкание А [] В’ подгруппы В’ в груп- 
пе А выделяется прямым слагаемым, А = (АП В’) Ф НВ, где Н — не- 
ограниченная группа [с базисной подгруппой, изоморфной В"]. Теперь 
из следствия 74.6 вытекает, что А — периодически полная группа. а 


Упражнения 


1. В любой редуцированной группе без кручения замыкание сер- 


вантной подгруппы всегда сервантно. 
2. (Хед [1]). Квазиполная р-группа является прямой суммой цикли- 
ческих групп тогда и только тогда, когда она — ограниченная группа. 


$ 75. Прямые разложения р-групп 63 


3. Прямая сумма квазиполной группы и ограниченной группы 
снова является квазиполной группой. 

4. Всякий замкнутый подцоколь квазиполной р-группы служит 
носителем квазиполной сервантной подгруппы этой группы. 

5* (Хилл и Меджиббен [2]). Пусть В — неограниченная периоди- 
чески полная р-группа мощности 2% и С — произвольный счетный 
подцоколь группы В. Существует такая сервантная квазиполная под- 
группа А группы В, что АП С = 0и В/А — делимая группа. 

6. Предполагая справедливой гипотезу континуума, показать, 
что финальный ранг всякой квазиполной р-группы, не являющейся 
периодически полной, равен 2%. 


$ 75. Прямые разложения р-групп 


Сепарабельные периодические группы обладают многими прямы- 
ми разложениями; в самом деле, каждый элемент такой группы может 
быть вложен в конечное прямое слагаемое этой группы. Однако мы 
не выясняли, что можно сказать о прямых слагаемых больших мощно- 
стей или о существовании прямых разложений с большим числом сла- 
гаемых. До сих пор не существует законченной теории, касающейся 
этих вопросов, поэтому при рассмотрении прямых разложений при- 
ходится довольствоваться изложением некоторых не связанных между 
собой результатов. 


А) Начнем с интересного факта, связанного с нашей проблемой 5. 


ТворЕма 75.1 (Хилл [18], Кроули и Меджиббен [1]). Существует 
такая р-группа А мощности х:, не являющаяся прямой суммой цикли- 
ческих групп, что всякая ее счетная подгруппа содержится в прямом 
слагаемом этой группы, являющемся прямой суммой циклических групп. 


Для любого порядкового числа о, менынего первого несчетного 
порядкового числа ®,, выберем счетную неограниченную сепарабель- 
ную р-группу С. и построим группы 


6—= Со И Н= ® <. 


Для любого о< в! положим (°)= ДС и 9(°= Ш С, так что 


С = 04°) Ф 06°’ при любом о< о. Бо Е... группы С, 
то пусть Х® = ХП0° иХ®=Х 04°. Элементы в группы С мы 
можем считать бесконечными векторами, о-е координаты (0) кото- 


рых лежат в С.. 
Для любого предельного порядкового числа /< в, выберем 


последовательность хХ/1, ..., Хли, ...Е@ с0 следующими свой- 
ствами: 

1) хлл (6) =0 при всех п и всех о>; 

2) при любом п и любом о< А для почти всех о < ов имеет место 
равенство хли (6) =0 
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3) для подгруппы Х»= (ха, ..., Хм, ...) Выполнено условие 
О - НН = 7 (р®). 

Такие элементы лх„ найти легко [возьмем порядковые числа 
0, ..., Оп, ..., стремящиеся к А, и выберем такой элемент хуи с 
носителем {0п,бп-+1,...}, Что Рхль (бт) = ХА, п-1 (0т) при тп]. 

Пусть Ар— подгруппа группы @, порожденная подгруппой Н 
и подгруппами Х», где А < в, — предельные порядковые числа. Тогда 
А— сепарабельная р-группа мощности м! со свойством А= Ц А®. 

0<®1 
Здесь каждая подгруппа А®? счетна [следовательно, является прямой 
суммой циклических групп] и всякое счетное подмножество группы А 


содержится в некоторой подгруппе А®? (в < в). Так как А= А®) Ф 
Ф А? для любого о< в, то остается лишь показать, что сама 
группа А не является прямой суммой циклических групп. 
Предположим, что, напротив, А= Ф К;, где К; — счетные группы. 
1 


Начнем с любой группы К;. Существует предельное порядковое число 


№ < о, для которого К; = Ц А<?. Далее, существуют такое счет- 
0<А1 
ное подмножество [1 < Ги такое предельное порядковое число А› < в, 


что Ц А®=< ФК, = Ц А®. Повторяя этот процесс, найдем счет- 
< ЕТ! «А 

ное подмножество / множества Г и предельное порядковое число 

^<о., для которых Ф К; = Ц А. Последняя группа является, 

ЕЛ < ь 

таким образом, прямым слагаемым группы А, а значит, и группы 4®. 

Так как А =Х,-+ Ц А® и факторгруппа А®/ Ц А®-20 является 

б<А, < 

эпиморфным образом группы (Х.-- НН ® = 71 (р®), то группа А“ 

должна иметь прямое слагаемое 2(р>®). Полученное противоречие 

показывает, что группа А не может быть прямой суммой счетных 
групп, что и требовалось. а 


Б) Назовем группу А квазинеразложимой, если для любого ее пря- 
мого разложения справедливо следующее утверждение: для всякого 
кардинального числа < |А | в заданном разложении группы А 
имеется слагаемое $ мощности |5 |, большей р. Из определения 
ясно, что 


а) счетная р-группа квазинеразложима тогда и только тогда, когда 
она неограниченна; 

6) если | А | =х., где о — непредельное порядковое число, то 
группа А квазинеразложима в точности тогда, когда в любом ее пря- 
мом разложении одно из слагаемых имеет ту же мощность, что и сама 
группа А. 


ТЕОРЕМА 75.2 (Куликов [1], [2]). Для любого бесконечного кардиналь- 


ного числа м существуют квазинеразложимые сепарабельные р-группы 
мощности м. 
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Случай м = хи был рассмотрен в п. а). Остается рассмотреть 
теперь следующие три взаимно исключающие друг друга случая. 


Случай Г. Существует такое бесконечное кардинальное число и, 
что И < м < им. 


Положим В„ = Ф 1 (р"), и пусть В — периодически полная группа 
и 


с базисной подгруппой В = ФВ,. Так как | В | —= и*о, то суще- 
ствует такая подгруппа А группы В, что В = Аи А/В = Ф й (р®). 


Очевидно, что | А | = м. Из равенства | В | = и следует, те в каж- 
дом прямом разложении группы А содержится не более п ненулевых 
слагаемых. Ясно, что, если < щ, то невозможно, чтобы мощность 
каждого из этих слагаемых была меньше или равна %. Следовательно, 
группа А квазинеразложима. 


Случай П. Для любого и < м справедливо неравенство и* < м 
и Ш — непредельное кардинальное число. 

Пусть Ш = хоы и п = х., причем и*№ = и. Хаусдорф [Наиз- 
догЁ Е., Гайгезьег. РеиЁ. Май. Уег, 13 (1904), 569—571] доказал, что 
мер —= х%-х-1 для Любой пары порядковых чисел р, о. При 


р=0 это дает ш*№ = м. Пусть теперь А — периодически полная 
группа с базисной подгруппой В = ® В„, где В» = Ф 0 (р). Ясно, 


что |А|=ш и Н1/(4) =ш. ОИ А = ФА; — пБиЗВонннОЬ 
ЕТ 
прямое разложение группы А и т — такое целое число, что почти 


все группы р”"А; равны нулю [см. теорему 71.3], то одна из этих групп 
р"А; должна иметь мощность т. Это доказывает квазинеразложи- 
мость группы А. 


Случай ПТ. Для любого и < м справедливо неравенство и*о < м 
и м — предельное кардинальное число. 
Представим м в виде суммы таких кардинальных чисел 1. (0 < т), 


что [Шс” = то и] м. стремятся к м. Для каждого в возьмем перио- 
дически полную группу А (0) с базисной подгруппой В (6) = 


— Ф Ф 7 (р”) и положим А = ФА (65). Так как мощность группы А 
п==1 Шо с 


равна ш, нужно только проверить, что группа А квазинеразложима. 
Пусть А = Ф, С; — прямое разложение группы А. Если дано в, то 
Е 

по предложению 71.2 существует такое целое число т, что р"А (6) [р] 
содержится в прямой сумме конечного числа групп (;. Очевидно, что 
мощность одной из этих групп должна быть не меньше тм.. Так как 
кардинальные числа т. стремятся к м, отсюда следует, что группа А 
квазинеразложима. 

Случаями ТГ — ПТ исчерпываются все возможности, и теорема 
доказана. в 
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В) Пусть м — бесконечное кардинальное число. Группа А назы- 
вается щ-неразложимой, если она не может быть представлена в виде 
прямой суммы м ненулевых групп. Тривиальным образом получается, 
что м-неразложимость влечет за собой ц-неразложимость при любом 
и > м и что группы мощности < м всегда м-неразложимы. 

Приведем несколько нетривиальных примеров т-неразложимых 


р-групп. 


Пример 1. Пусть для кардинальных чисел м, и выполнены 
неравенства пи <м=<и*. Возьмем в качестве А периодически полную 


группу с базисной подгруппой В= Ф В, где В, =ФЁ(р’). 
п—=1 п 


Из и ш*о << (и*о)“ следует, что |А|]= по == щ®. Предположим, 
что А=Фо;. Здесь |1|<|В|= имо, так что группа А является 
41 


м-неразложимой, если и бесконечно. Если и конечно, то все ограни- 
ченные прямые слагаемые группы А конечны, и из теоремы 71.3 
сразу следует, чло множество [ конечно. 


Пример 2. Пусть м — кардинальное число, для которого и < м 
всегда влечет за собой и*® < м, но существует счетное число таких 


со 


кардинальных чисел п: <...<и,<..., меныших ш, что >» ив=м. 


п=1 
Из теории множеств следует [НаиздогИ, Мепоещерге, Зг4. е4., 
1935, р. 36], что справедливо неравенство Уи, = |] пл. 
Очевидно, 


мм ([ п») ^ = Пл? << Ц шажо = шум 


Без ограничения общности можно предполагать, что и = и»; тогда 
и, ==. Возьмем в качестве А периодически полную группу 


(©, ®) 

с базисной подгруппой В= Ф В‚, где В, =ФА(р’). Ясно, что 
п=1 Ил 

|4] = м^%. Если А=ФС(; и т— такое целое число, что почти все 


{ЕТ 
группы р”С; равны нулю, то |/|< ит. Это доказывает ш-неразложи- 
мость группы А 


Докажем теперь, что м-неразложимые р-группы при любых м, 
не обладающих указанными в этих примерах свойствами, имеют мощ- 
НОСТЬ < М. 


ТЕОРЕМА 75.3 (Селе [16], Фукс [5]). м-неразложимые [редуцирован- 
ные] р-группы мощности 2 существуют тогда и только тогда, 
когда т удовлетворяет одному из следующих условий: 


1) существует такое кардинальное` число п, что п < м < и®%; 
2) и< м влечет за собой и® < м и существует счетное множе- 
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ство таких кардинальных чисел п! <...З1<..., что < м 


оо 
и Уп =ш. 
п=1 
Для завершения доказательства рассмотрим такие кардинальные 
числа м, что для любого кардинального числа и < м справедливо 


им и для любого счетного множества кардинальных чисел 


и, ... И,, ..., Меньших \м, выполнено неравенство о п. 

Остается показать, что для любого такого кардинального числа 

не существует м-неразложимых р-групп мощности > и. 
Допустим, что м — такое кардинальное число и А — некоторая 


ш-неразложимая р-группа мощности > т. Пусть В = Ф В,, где В, = 
1 


= Ф 1 (р"),— базисная подгруппа группы А. Так как В, служит 
п 


п 
для группы А прямым слагаемым, то обязательно и, < м при любом п, 
откуда в силу предположения относительно м получаем Е < и. 
С другой стороны, из следствия 34.4 вытекает, что м < | А |< | В [№ = 


= (»п„)*о, откуда снова в силу наших предположений относитель- 


но Ш имеем ш < Уп,. Полученное противоречие завершает дока- 
зательство. в 


Заметим, что в ходе доказательства мы установили, что в М-нераз- 
ложимой р-группе А обязательно и < ш, т.е. что | В | < м. Это 
дает верхнюю границу | А | < | В [* < м*о для мощностей м-нераз- 
ложимых р-групп А. Это и еще одно следствие из доказательства мож- 
но выразить так: 


СледствиЕ 75.4. Всякая т-неразложимая р-группа имеет мощность 
< м*о. Если существует т-неразложимая р-группа мощности > \щ, 
то существует и сепарабельная т-неразложимая р-геруппа мощности 
т»о. В 


Упражнения 


1 (Хилл [18]). Для любого несчетного кардинального числа м 
существует такая группа А, что сама она не является прямой суммой 
циклических групп, но всякое ее счетное подмножество содержится 
в ее счетном прямом слагаемом, являющемся прямой суммой цикличе- 
ских групп. [Указание: прямые суммы групп из теоремы 75.1.] 

2 (Кроули и Меджиббен [1]). Показать, что если заменить в дока- 
зательстве теоремы 75.1 группы С. неограниченными счетными реду- 


цированными группами и выбрать Х»„ так, чтобы вместо 2 (р”) полу- 
чались подходящие делимые группы, то возникающая при этом груп- 
па А не является прямой суммой счетных групп, но такова, что всякое 
ее счетное подмножество содержится в ее счетном прямом слагаемом. 

3. Периодически полная р-группа А, финальный ранг Нпг(А) 
которой равен |А |, квазинеразложима. 
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4. Всякая неограниченная квазиполная р-группа, имеющая счет- 
ную базисную подгруппу, квазинеразложима. [Указание: см. след- 
ствие 74.6. ] 

5. Группа А является тм-неразложимой тогда и только тогда, 
когда ранг ее делимой части меньше м, а ее редуцированная часть 
тм-неразложима. 

6* (Кхаббаз [1]). Редуцированная р-группа А является т-нераз- 
ложимой тогда и только тогда, когда ее первый ульмовский фактор Ау 
есть м-неразложимая группа. 

7. Пусть м — такое кардинальное число, что и < м < и№ для 
некоторого кардинального числа ий > мо. Тогда для любого карди- 
нального числа р, для которого выполняются неравенства м <} < 
< м*, существует м-неразложимая р-группа мощности ф. [ Указа- 
ние: модифицировать упр. 1.] 

8. (а) Счетных бесконечных редуцированных м-неразложимых 
р-групп не существует. [Указание: теорема Цыпина 76.2.] 

(6)* (Кхаббаз [1]) м-неразложимых редуцированных р-групп мощ- 
ности М >> к, не существует тогда и только тогда, когда м — такое 
кардинальное число, что пи < м влечет за собой и*№ < м. 

9 (Фукс [5]). Периодическая группа Т является м-неразложимой 
в точности тогда, когда ее р-компоненты Т› м-неразложимы, а их 
базисные подгруппы В, таковы, что равенство | Вр | = м выпол- 
няется не более чем для конечного множества простых чисел р 


и > |Ва|< м, где суммирование распространяется на остальные 
4 


простые числа 4. 
10*. Используя теорему существования 76.1, показать, что множе- 
ство неизоморфных \м-неразложимых р-групп мощности — м или 


пусто, или имеет мощность 2Р, где у = мм. 


Замечания 


Работы Прюфера [1] — [3] представляют собой, несомненно, первое система- 
тическое изложение теории бесконечных абелевых р-групп. В работе [2] Прюфер 
опубликовал наиболее важную теорему 17.3, а также теорему 17.2 для счетного 
случая. Десятилетием позже Бэр заметил, что условие счетности в теореме 17.2 
можно отбросить: ограниченные р-группы любой мощности являются прямыми 
суммами циклических групп. Уже Прюфер [1] установил, что р-группы без 
элементов бесконечной высоты могут не быть прямыми суммами циклических 
групп, если их мощность равна мощности континуума. Селе [11] отметил, что то 
же имеет место для мощности х1. Тем самым он прояснил теоретико-множествен- 
ную основу теоремы 17.3. 

Структурная теория сепарабельных р-групп была вновь оживлена Кулико- 
вым [1], [2]. Это он доказал общий критерий 17.1 разложимости р-группы в пря- 
мую сумму циклических групп, ввел понятие базисной подгруппы и периодич-- 
ски полных р-групп [он назвал их замкнутыми р-группами]. Он доказал, кроме 
того, что все сепарабельные р-группы являются сервантными подгруппами, 
лежащими между своими базисными подгруппами В и соответствующими груп- 
пами В. Этот результат до сих пор является одним из наиболее содержательны х 


результатов о произвольных сепарабельных р-группах. В теорему 68.4 внесли 
свой вклад несколько авторов: эквивалентность условий 1) и 4) была доказана 
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Куликовым [2] для сепарабельных р-групп и распространена Паппом [1] на слу- 
чай произвольных редуцированных р-групп, а свойство инъективности 3) было 


отмечено Лептином [1] для одного частного случая. Полнота группы В относи- 
тельно ограниченных последовательностей Коши была доказана уже Куликовым 
[2]; но важное замечание, что эта полнота должна рассматриваться в топологии, 
задаваемой широкими подгруппами, было сделано Шарлем только в 1967 г. 

Первый шаг на пути объединения теории прямых сумм циклических р-групп 
с теорией периодически полных групп был сделан Колеттисом [2], который рас- 
сматривал прямые суммы циклических р-групп и периодически полной группы. 
Более общий и более естественный класс прямых сумм периодически полных 
р-групп впервые появился почти одновременно в работе Энокса [1] ив одной из 
проблем Фукса [23]. В 60-х годах для этого класса групп были получены один 
за другим многочисленные результаты. Важный вклад в рассматриваемый вопрос 
сделал Хилл [5] и [10], но до сих пор удовлетворительной характеризации этого 
о групп нет; предложение 73.3 — очень скромная попытка заполнить 
пробел. 


До сих пор поиски удовлетворительных инвариантов для сепарабельных 
р-групи были не особенно успешными. Наиболее интересна теорема Лептина 
69.1, но она новых инвариантов не дает. Бьюмонт и Пирс [8] ввели новые инва- 
рианты, но их требуется значительно больше. Рассматривался также вопрос 
сб инвариантах относительно квазиизоморфизмов, но в основном без всякой 
реальной пользы для общей структурной теории. 

Лучше поддается изучению класс квазиполных р-групп, введенный Хедом 
[1]. Однако это крайне изолированный класс в противоположность классу серван- 
тно полных р-групп, который весьма широк. Об этом последнем классе мало что 
известно, кроме нескольких примеров и небольшого числа разрозненных резуль- 
татов. 


Неожиданные примеры сепарабельных р-групп А были даны Корнером [7]. 
Сн доказал, что для любого натурального числа т существует такая группа А, 
что прямая сумма п групп, изоморфных А, изоморфна прямой сумме А групп, 
изоморфных А, в точности тогда, когда п = # то4 т. 


Кроули и ИЙонсон [1] исследовгли свойство замены для произвольных алгеб- 
раических систем; они доказали большинство теорем из $ 72. Связанный с этим 
вспрос об изоморфных продолжениях для некоторых р-групп рассматривал Кро- 
\ли [4]. Было нелегко указать р-группу, в ксторой теорема о существовании изо- 
исрфных проделжений разлежений неверна (ср. Корнер и Кроули [1]). И свой- 
ство замены, и вопрос об изоморфных продослжениях для групп и модулей рас- 
смотрел в серии интересных работ Уорфилд [2], [3] [№Магиеа В., Райс Л. Ма. 
ЗТ (1969), 263—276] ит. д. В частности, он доказал, что 1) инъективные модули 
обладают свойством замены; 2) неразложимый модуль обладает свойством замены 
в точности тогда, когда его кольцо эндоморфизмов является локальным кольцом; 
5) модуль обладает свойством замены тогда и только тогда, когда его кольцо 
эндоморфизмов, рассматриваемсе как модуль над собой, обладает этим свойством 
4) для прямых сумм модулей со свойством замены справедлива теорема о суще- 
ствовании изоморфных продолжений разложений. 


Проблема 51. Охарактеризовать сепарабельные р-группы 
с помощью инвариантов. 


Проблема 52. Определить мощность множества неизоморф- 
ных сепарабельных р-групп мощности < для любого бесконечного 
кардинального числа м. 


Проблема 53. Построить достаточно большие системы 
р-групп, в которых все гомоморфизмы одних членов системы в другие 
являются малыми. 
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Проблема 534. Является ли периодически полной сепарабель- 
ная р-группа А, которая содержит такую периодически полную под- 
группу С, что А/С — периодически полная группа? 


Проблема 55 (Пирс [1]). Существуют ли в основном нераз- 
ложимые р-группы сколь угодно большого финального ранга? [р-груп- 
па называется в основном неразложимой, если в любом ее прямом раз- 
ложении одно из слагаемых ограниченное.] 


Проблема 56. Для каких кардинальных чисел м существует 
р-группа, которая не является прямой суммой циклических групп, 
но в которой любая подгруппа мощности < м — прямая сумма цикли- 
ческих групп? 


Нунке [6] доказал существование таких р-групп для № = хп, где п = 
ле 


Проблема 57. Какие группы обладают свойством замены? 


Согласно результату Уорфилда, группа А обладает свойством замены в точ- 
ности тогда, когда этим свойством обладает кольцо К = Е (А), рассматривае- 
мое как К-модуль: 


Проблема 58. Говорят, что группа А обладает свойством 
подстановки, если М =АФН=ВФК, где А = В, влечет за 
собой М = С ФН =С $ К для некоторой подгруппы С группы М. 
Какие группы обладают этим свойством? 


Кроули [5] доказал это свойство для р-групп с конечными инвариантами 
Ульма — Капланского. Общее рассмотрение этого свойства можно найти в рабо- 
те Фукса [ЕисВ$ [., Мопабй; Май., 15 (1971), 198—204]. 


1) О проблеме 56 см. также работу Хилла (НШР., Райс Г. Маи.., 42 (1972), 
№ 1, 63—67); о проблемах 51, 52, 53, 55, 56 — работу Шелаха (ЗсВеПасН Р., 
]5г. у. Май., 18 (1974), № 3, 243—256).— Прим. перев. 


Глава ХИ 


р-ГРУППЫ С ЭЛЕМЕНТАМИ БЕСКОНЕЧНОЙ 
ВЫСОТЫ 


В предыдущей главе мы изучали р-группы без ненулевых элементов беско- 
нечной высоты. В настоящей главе мы глубже проникнем в область р-групп 
общего вида. 

В отличие от теории сепарабельных р-групп здесь делается упор на ульмов- 
ские факторы и инварианты Ульма — Капланского. Изложение сосредоточено 
вокруг двух основных вопросов: 


1) Выяснить, какие вполне упорядоченные последовательности р-групп 
являются последовательностями Ульма. 

2) Указать как можно более широкий класс р-групп, в котором все члены 
различимы при помощи инвариантов Ульма — Капланского. 

Здесь получаются результаты, каких только можно пожелать: на оба вопроса 
найден исчерпывающий ответ. 

Первый вопрос можно решить, используя свойства ульмовских факторов, 
установленные в теореме 37.6. Но доказательство получается длинным и скучным, 
поэтому, чтобы избежать повторения растянутых рассу ждений, мы выведем основ- 
ной результат (теорему 76.1) из более общей теоремы 105.3, касающейся произ- 
вольных групп. Особое внимание будет уделено случаю счетных р-групп. 

По второму вопросу имеется очень интересный и глубокий материал. Этот 
вопрос можно рассматривать с различных точек зрения, что позволило нам вны- 
брать наиболее прозрачное изложение. Отправной точкой служит, естественно, 
классический результат Ульма о счетных р-группах (теорема 77.3). Этот резуль- 
тат приводит к наилучшему завершению структурной теории счетных р-групп. 
Его дальнейшим развитием является теория прямых сумм счетных р-групп 
[в $ 78], а кульминацией — доказательство того факта, что ответом на второй 
вопрос служит класс тотально проективных р-групп. 

Естественно, основная наша задача — исследовать свойства групп этого 
класса. Этот замечательный класс будет охарактеризован семью различными 
способами, каждый из которых выявляет ту или иную интересную особенность 
этих групп [подробнее см. в теоремах 81.9, 82.3, 82.5 и 83.5]. Однако класс 
всех р-групп тотально проективными группами не исчерпывается, а о р-группах, 
не входящих в этот класс, известно немного. 


$ 76. Теоремы существования для р-групп 
Пусть А — редуцированная р-группа. Напомним следующие обо- 


значения: АД! = ГП р”А — подгруппа, состоящая из всех элементов 


п=1 
группы А, имеющих в ней бесконечную высоту, А°*1 = (А) и АР = 


= П 45°, если р — предельное порядковое число. Тогда определена 
б<р 


вполне упорядоченная последовательность подгрупп 


Де ДД с 30 
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для некоторого порядкового числа т. Подгруппу 4° мы называли 
0-й ульмовской подгруппой группы А, а факторгруппу Ас = А°/А°* 
0-м ульмовским фактором группы А. Вполне упорядоченная последо- 


вательность 

Ао, Ат, в ев у Ас, ооо (с < т) (1) 
— это последовательность Ульма группы А, а т — ульмовский тип 
группы А. 


Заметим, что, согласно результатам из $ 37, ульмовские факторы 
группы А должны быть сепарабельными р-группами, причем все они, 
за исключением, быть может, последней группы А--1, если она вообще 
существует, неограниченны. Некоторые другие свойства последова- 
тельности Ульма были установлены в теореме 37.6. 

Естественно спросить, каковы необходимые и достаточные усло- 
вия, при которых последовательность (1) служит последовательностью 
Ульма для некоторой р-группы А. Необходимые условия были пере- 
числены в теореме 37.6 для произвольных групп А, а в теореме 105.3 
мы докажем, что если эти условия выполнены, то всегда существует 
группа А, для которой заданная последовательность служит после- 
довательностью Ульма. Для р-групп А эти условия можно немного 
упростить и доказать следующую теорему существования [В ‹ — базис- 
ная подгруппа группы Ас|: 


ТЕОРЕМА 76.1 (Куликов [3], Фукс [2]). Пусть даны вполне упорядо- 
ценная последовательность (1) р-групп Аз (0 < т) и кардинальное 
число м. Редуцированная р-группа А мощности м и ульмовского типа 
т, Последовательностью Ульма которой является (Т), существует 
тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: 


а) Оля любого в < т группа Ас сепарабельна; 
0 Х | 5и< По |4 


0<=0<т <п<ти (©, т) 
в) г (Вон) << Ипг(Ао) при о 1< 5; 
г) У 144, № при орт. 
р<б<т 
Эту теорему мы получаем как следствие теоремы 105.3. Все, что 
нам нужно сделать,— это показать, что для р-групп условие г) экви- 


валентно условию > | Въ | < [Вь|*°. Заметим, что следствие 34.4 
<0<тх 
влечет за собой | А, о = | В» |№°, и мы получаем 


У [В‹|< 2 14512 (> 1850, 


р<б<т <в<* <0<* о<0<* 
где последнее неравенство вытекает из неравенства 
Хо Хо 
У (Ум, )**, 
161 ЕТ 


верного для любых кардинальных чисел Ш; и Любого множества 
индексов /. Теперь нужная эквивалентность неравенств очевидна. а 
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Можно немного изменить поставленный вопрос и говорить об условиях 
на инварианты Ульма — Капланского группы А, а не на ее ульмовские факторы. 
Так как инварианты Ульма — Капланского дают меньшую информацию, чем 
ульмовские факторы, условия на инварианты Ульма — Капланского легко 
вывести из более сильной теоремы 76.1. Однако следует заметить, что ульмовский 
тип т нужно заменить длиной группы А, которая определялась в $ 37 как наи- 


меньшее порядковое число р, для которого рРА = 0» 


Важным частным случаем является случай счетных р-групп А. 
Тогда все А’. — счетные сепарабельные р-группы, т. е. прямые суммы 
циклических групп по теореме Прюфера 17.3. Ульмовский тип т груп- 
пы 4, конечно, должен быть счетным порядковым числом, и легко 
проверить [см. упр. 2], что условие в) теперь эквивалентно условию, 
что А. при в -|- |1 < т — неограниченные группы. Таким образом, 
мы получаем 


Следствие 76.2 (Цыпин [1]). Счетная редуцированная р-группа А 
ульмовского типа т с последовательностью Ульма Аз О<о< т) 
существует тогда и только тогда, когда 

1) т — счетное порядковое число; 

2) каждая группа А ‹ — счетная прямая сумма циклических р-групп, 
причем при в - | < т группа Ас неограниченная. 


Ввиду большого значения этой теоремы мы дадим для нее незави- 
симое доказательство. Необходимость условий 1) и 2) очевидна [един- 
ственное нетривиальное рассуждение проводится с помощью простой 
леммы 37.2], так что нужно только доказать достаточность этих 
условий. 

Пусть дана последовательность Ах (0 < в < т) р-групп, удовлетво- 
ряющая условиям 1) и 2). Используем трансфинитную индукцию по т. 
Если т = 1, то эта последовательность состоит только из одного чле- 
на Дь, и А = А, — искомая группа. Предположим, что т > 2 и что 
утверждение справедливо для всех порядковых чисел, меньших т. 
Рассмотрим несколько случаев. 


Случай Г. Существует порядковое число т—2 и 4+ = (а) является 
циклической группой, скажем, порядка р”. Предположим, что А.» = 


= ® <, где о(Ъ,)= р*", и положим А+_2= Ф (сп), где о (с,) = 
РЕВ п=1 


= р". В силу предположения индукции существует счетная геду- 
цированная р-группа С, последовательностью Ульма которой служит 


последователькость 2, 4.,..., 4+2. Обозначим через А фактор- 
группу группы С по подгруппе Ё, порожденной всеми элементами 
р®пс, — р®тст (п, т=!,9,...). Пусть р\тс, =СсЕ А, где черта озна- 


чает, что взят смежный класс по подгруппе Г,. Тогда очевидно, что, 


факторгруппа А/(с) является счетной р-группой с последовательностью: 
Ульма До, Аи, ..., А... Так как множество {А} неограниченно 


и каждый элемент с, лежит в А”^, ло сЕА"'. Легко показать 
см. хотя Сы пример из $ 35|, что группа (с) имеет порядок р* 
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т—1 с 
и Д =(с). Следовательно, группа А имеет тип т и обладает нуж- 
ными свойствами. 


Случай П. Существует порядковое число 1—2 и А. = Ф (а,), 


4ЕТ 
тде / —счетное множество. Разложим каждую группу А‹ (в<т—1) 
в прямую сумму ДА. = @ Де; так, чтобы ни одна из групп Ас; не была 
{ЕТ 


ограниченной. В силу случая Г для любого {Е [ существует такая 
счетная редуцированная р-группа @;, что ее последовательностью 
Ульма служит До;, ..., Ат-2,;, (а). Из леммы 37.5 следует, что 
заданная последовательность является последовательностью Ульма 
группы А=: ФС.. 
{ЕТ 

Случай Ш. т—1 — предельное порядковое число и А._. = (а), где 
о(а=р*. Можно выбрать последовательность т1, ..., т;, 
{{ < ®) порядковых чисел, стремящуюся к т. Разложим каждую груп- 


пу Ас (<(<т—1) в прямую сумму Ас = Ф Ас:, где Аз: = (6;) — цикли- 


ческие группы, Ас; =0 при о>т; и Ас, — неограниченные группы 
при о < ‘т;. Без ограничения общности можно предполагать, что эле- 
менты 6; удовлетворяют такому условию: для Любого порядкового 
числа о<т—1 и любого целого числа т существует такое {, что 


> и 0(5;)= р": > р". По предположению индукции для любого { 
существует счетная редуцированная р-группа С, типа т; -- 1 с последо- 
вательностью Ульма 4б;, ..., До;, ..., Ат: = (с: где] о (с;) = р". 


Возьмем в качестве А факторгруппу группы Ф (; по подгруппе, 
4=1 


2 в, в, т 

порожденной всеми элементами р 16; —р с; (1, |=1,2, ...). Так же 
как в случае [, получается, что группа А имеет заданную последова- 
тельность Ульма. 


Случай ЛУ. ‹—1 — предельное порядковое число и А+ = ® (а,;). 
Е 
Этот случай может быть сведен к предыдущему тем же методом, что 
и в случае П. 


Случай У. т— предельное порядковое число. Представим каждую 
группу 4 (с<‘т) в виде бесконечной прямой суммы А =Ах Ф ... 
.ФАюьФ... (©<р-< т), где каждое слагаемое Аз, — неограничен- 
ная группа. По предположению индукции для любого о<т суще- 
ствует счетная редуцированная р-группа С, с последовательностью 


Ульма Ат, Ао, ..., Аоо. Тогда группа А= Ф Сх имеет заданную 
0=о<т 
последовательность Ульма. в 


Теперь можно определить мощность множества неизоморфных 
р-групп мощности < и. 
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ТиорЕМА 76.3 (Куликов [3]). Для любого простого числа р множе- 
ство неизоморфных р-герупп мощности, не большей, чем бесконечное 
кардинальное число и, имеет мощность 2". 


В $ 14 мы отметили, что мощность рассматриваемого множества 


групп не может быть больше 21. Обратно, пусть т — первое порядко- 
вое число мощности и, и пусть 


(= Ф Сп, Со= ® С”, где С; =Ф 2(р’. 
п п= п 


Из теоремы 76.1 следует, что существует редуцированная р-группа А 
мощности ий типа т, последовательностью Ульма которой служит 
последовательность групп А. (0 < с < т), где каждая из А. изоморф- 


на либо группе С., либо группе (5. Существует 2И различных спо- 
собов выбора последовательности Ульма для группы АД, а различные 
выборы, очевидно, дают неизоморфные группы А. Таким образом, 


мощность рассматриваемого множества не меньше 21. 


Сделаем еще одно заключительное замечание. Последнее доказа- 
тельство можно немного изменить, беря каждый раз группу Ау изо- 
морфной группе С, Ф (>, а другие группы А. выбирая равными либо 
С, либо С.. Тогда получится 2" неизоморфных р-групп А мощности и 
с тем дополнительным свойством, что их базисные подгруппы изо- 


морфны группе С, Ф С, = ® ® 7 (р”) [ср. 65 34, п. Е)]. Все эти 


группы А имеют аа =. и. [Эта усиленная форма теоре- 
мы 76.3 была нужна при доказательстве теоремы 47.6.] 


Упражнения 


1. Вывести из неравенства г) теоремы 76.1 неравенство 


2 | А=— П | А» |. 
0=0<х О<п< пищ (©, т) 

2. Доказать, что из условия в) теоремы 76.1 следует неограничен- 
ность всех групп Аз, где о -- | < т. 

3. Привести пример редуцированной р-группы А типа ® и мощно- 
сти 2%0, ульмовские факторы которой счетны. 

4. Множество неизоморфных счетных редуцированных р-групп 
фиксированного счетного типа, не меньшего 1, имеет мощность 2%0. 

5. (а) Если каждый элемент редуцированной р-группы А можно 
вложить в счетное прямое слагаемое группы А, то ульмовский тип 
группы А не превосходит в, [где ®: — первое порядковое число мощно- 
сти м]. 

(6) Доказать существование р-группы А со свойством, указанным 
в п. (а), имеющей ульмовский тип, в точности равный в. [Указание: 


А = Ф С, где 0. — счетная группа типа о.] 
0=6<о1 
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(в) Доказать аналогичные предложения для любого бесконечного 
кардинального числа м› вместо мо. 

6. Доказать, что всякое порядковое число служит ульмовским 
типом [длиной] некоторой редуцированной р-группы. 


7. Существует такая [редуцированная| р-группа А мощности 21, 
что всякая [редуцированная] р-группа мощности < ий изоморфна 
прямому слагаемому группы А. 

8. Пусть С — сепарабельная р-группа финального ранга и. Оце- 
нить мощность множества таких неизоморфных редуцированных 
р-групп А, что А, = (. [Указание: см. следствие 34.5 и теорему 76.3.] 

9*. Для заданной вполне упорядоченной последовательности кар- 
динальных чисел М. (0 < в < т) найти необходимые и достаточные 
условия, при которых существует такая р-группа А длины т, что при 
любом о соответствующий инвариант Ульма — Капланского груп- 
пы А равен \щ.. 


$ 77. Теорема Ульма 


Одна из основных задач теории р-групп — выяснить, насколько 
группы определяются своими последовательностями Ульма. Один 
из наиболее известных результатов теории абелевых групп — это тео- 
рема Ульма, утверждающая, что счетные редуцированные р-группы 
определяются своими последовательностями Ульма однозначно с точ- 
ностью до изоморфизма. Данный параграф посвящен доказательству 
этой теоремы и некоторым ее следствиям. 

Методы установления изоморфизма между счетными редуцирован- 
ными р-группами с одинаковыми последовательностями Ульма суще- 
ственно используют технику последовательных продолжений изо- 
морфизмов между определенными подгруппами. [о этой причине мы 
сначала изучим продолжения изоморфизмов между подгруппами. 

Пусть С — подгруппа р-группы А. Элемент а Е А \ Ц называется 
собственным относительно Ц, если для [обобщенной] высоты А* [по 
простому числу р] справедливо неравенство 


й* (а) > А* (5) для всех БЕа- С, 


т. е. если элемент а имеет максимальную высоту в определяемом им 
смежном классе по подгруппе С. Таким образом, элемент а Е А высоты 
о является собственным относительно С тогда и только тогда, когда 


аб ротА- Ц. 
Легко видеть, что это условие эквивалентно следующему: й* (а) совпа- 


дает с высотой элемента а -- Я в группе А/С. Заметим, что если эле- 
мент а является собственным относительно подгруппы @, то 


й* (а-+ 2) = тип (й* (а), В* (©)) для всех ЕО. 


Очевидно, что если С — конечная подгруппа группы А, то гсякий 
смежный класс группы А по подгруппе С содержит элемент, собствен- 
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ный относительно (Ц. Это утверждение верно и в случае, когда С == р?А 
[ср. лемму 37.1]. 

Пусть А — редуцированная р-группа, С — ее подгруппа. Для 
любого порядкового числа о положим 


С (0) = (р°+'А-- С) Г] р°А[р]. 
Ясно, что это подгруппа группы р°А [р], содержащая р°"А [р]. 
Из сделанного выше замечания видно, что элемент а порядка р и высо- 
ты о лежит в С (в) тогда и только тогда, когда он не является собствен- 
ным относительно (. 

Кардинальное число 

[о (А, @) =г(р°А[Рр1/С (6)) 
однозначно определяется группой А и ее подгруппой С. Оно назы- 
вается 0-м инвариантом Ульма — Капланского группы А относитель- 
но подгруппы С (Хилл [24]). Ясно, что |‹ (А, С) < К (А) для любой 
подгруппы С группы А и любого порядкового числа о. Очевидно, 
ро (4,0) = РЁ (4). 

Легко видеть, что если изоморфизм ф между р-группами Аи С 
переводит подгруппу С группы А в подгруппу Н группы С, то С (6) 
обязательно отображается на Н (с). Следовательно, для любого о изо- 
морфизм ф индуцирует изоморфизм 


ф (0): р°АГр/С (с) — р°С [РИН (0). 
В частности, мы имеем 
Ь (А, @) = (С, Н) для любого в 


Пусть опять А и С — это р-группы, а С и Н — подгруппы групп А 
и С соответственно. Говорят, что изоморфизм ф: @ — Н сохраняет 
высоту, если 


й* (фо) =й* (5) для любого 5ЕСО. 


Следует подчеркнуть, что высоты всегда берутся в группах Си А 
соответственно. 

Ясно, что ограничение всякого изоморфизма между группами А 
и С является изоморфизмом, сохраняющим высоту. 

Основной этап доказательства теоремы Ульма мы выделим в сле- 
дующую лемму, принадлежащую Капланскому и Макки [1]. Для 
облегчения дальнейших рассуждений эта лемма сформулирована 
в более сильной форме. 


ЛЕММА 77.1. Пусть А и С — редуцированные р-группы, а ф — сохра- 
няющий высоту изоморфизм между подгруппой Ц группы А и подгрип- 
пой Н группы С. Предположим, что 


р (А, @)< К (С, Н) для любого в (1) 
и 


5: р°А[р]/В (6) — Р°С [рН (6) 
— произвольные мономорфизмы для каждого о. 
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Если элемент а Е А является собственным относительно подгруппы С 
и рае а, то изоморфизм ф можно продолжить до сохрачяющего высоту 
изоморфучзма 


ф*: (а, а) > (Н, с), 


где с — такой элемент группы С, что при любом в мономорфизм в 
отображает (Ц, а) (в)! (6) на (Н, с) (в)/Н (в). 


Положив И* (а) = в, мы можем предположить, что элемент а 
выбран в определяемом им смежном классе по подгруппе С не только 
собственным относительно @, но и таким, что Й* (ра) > о + 1, если 
только это вообще возможно. Мы будем различать два случая в соот- 
ветствии с тем, возможно это или нет. 


Случай Т. Пусть й* (ра) = о | 1. Возьмем такой элемент СЕ С 
высоты о, что рс = ф (ра). Если СЕН, то фе = с для некоторого 
2 ЕС, ре = ф`* (рс) = ра, поэтому р (а — 2) = 0, причем #* (а — в)= 
= пил (й* (а), А* (5)) = в, так как элемент а был собственным отно- 
сительно подгруппы С. Следовательно, а’ = а — в — тоже элемент, 
собственный относительно подгруппы С. Но И* (ра’) > в - 1, а это 
противоречит выбору элемента а. Таким образом, с@Н. Если эле- 
мент с не является собственным относительно подгруппы Н, т. е. 
й* (с - №) > о для некоторого Й Е Н, где обязательно И* (И) = ов, то 
о < й* (с + А) < А* (рес - рр) =И* (ра | рф”). Отсюда для а’ = 
= а -- Ф 1 имеем И* (а’) = ша (й* (а), В* (1)) =ос и Й1* (ра’) > 
> о -{ 1, что противоречит выбору элемента а. Следовательно, с & Н 
и с — элемент, собственный относительно подгруппы Н. 


Случай П. й* (ра) > с - 1. Пусть ра = рь, где В Е рб*""А. Тогда 
элемент а — БЕЛ [р] имеет высоту с и является собственным относи- 
тельно подгруппы С, так как иначей* (а — В -{ 5) >> с для некоторого 
СЕСи Й* (а - о) > о — противоречие. По сделанному ранее заме- 
чанию а — В С (6), поэтому существует такой элемент и Е р°С [р], 
что 5: а ВБ - О (0) -- и-Н (6). Очевидно, элемент и является 
собственным относительно подгруппы Н. Так как изоморфизм Фф 
сохраняет высоту, можно найти такой элемент 4 6 рб+!С, что ра = 
—= ф (ра) ЕН. Теперь с =а- и — элемент, собственный относи- 
тельно подгруппы Н, и Й* (с) =о0, рс =ф (ра) ЕН. 

В обоих случаях продолжим изоморфизм ф до изоморфизма $ф*: 
(С, а)— (Н, с), положив ф* (а) = с. Чтобы проверить, что ф* также 
сохраняет высоту, заметим, что для любого 8 ЕС 


й* (а- 5) = та (1* (а), #* (5)) = пит (й* (с), 1* (ф(в))) = Я" (с $ (8)). 


Чтобы проверить справедливость последнего утверждения леммы, 
отметим, что если о < о, то из включения а Е р?*'А следует равенство 
(С, а) (0) =С (5), а если р >> 0, то то же самое равенство вытекает 
из того факта, что элемент а является собственным относительно 
подгруппы С. Аналогичное равенство справедливо для подгруппы Н 
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и элемента с. Если р = о, то в случае [ ни для каких элементов 
СЕС, а’ Е р°*А не может выполняться р (а — + а’) = 0, поэтому 
снова (С, а) (0) =С (0) и, аналогично, (Н, с) (6) =Н (0). В слу- 
чае [] имеем (Ц, а) (0) = (‘а— 6) ФС (6) и (<Н, с) (в) = (и) ФН (5), 
и выбор элемента и гарантирует, что а. индуцирует нужный 
изоморфизм. в 


Естественно, если мономорфизмы © заранее не заданы, то в слу- 
чае [| можно взять любой элемент и Е р°С [р] \ Н (06). 

Заметим, что последняя часть предыдущего доказательства пока- 
зывает, что все инварианты Ульма — Капланского группы А относи- 
тельно подгрупп С и (Ц, а), кроме, быть может, 0-го, совпадают, 
а о-е инварианты могут оказаться связанными следующим образом: 
о (А, (@, а») - 1 = | (А, 0). Отсюда, очевидно, получается 


Следствие 77.2. В предположениях леммы 77.1 равенство в форму- 
ле (1) приводит к равенству 


с (А, (С, а)) = Ё (С, «Н, с)) 
для любого 0. ш 


Теперь можно показать, что справедлива основная 


Теорема 77.3 (Ульм [1]). Счетные редуцированные р-группы А и С 
изоморфны тогда и только тогда, когда они имеют одинаковый ульмов- 
ский тип т и для любого порядкового числа в < т их ульмовские факторы 
Аси Сс изоморфны. 

Последнее имеет место в том и только в том случае, когда инва- 
рианты Ульма — Капланского групп А и С совпадают. 


Так как А и С — счетные р-группы, то Аси С. — прямые суммы 
циклических р-групп. Заметим, что число циклических прямых сла- 
гаемых порядка р” в разложениях групп Аи С. совпадает с (6 -- 
-- п — 1-м инвариантом Ульма — Капланского групп А и С соответ- 
ственно. Поэтому достаточно показать, что если у групп А и С совпа- 
дают соответствующие инварианты Ульма — Капланского, то эти 
группы должны быть изоморфны. 

Элементы групп А и С можно упорядочить по типу ©: 


о р ее т 
Предположим, что 9 = Час... са и 0 =НенН =... 
. < Н„ — конечные подгруппы групп А и С соответственно, такие, 
что для { = 0, |,..., П существует сохраняющий высоту изоморфизм 


ф;:а; = Н; со свойством ф‚ | СЦ; = ф;. Если п — четное число, возьмем 
первый элемент а», не лежащий в С, и продолжим изоморфизм Ффь 
до сохраняющего высоту изоморфизма ф„-, между подгруппой Ч = 
= (Ц„, ав) и некоторой подгруппой Н»„-: группы С, содержащей Нь. 
В силу леммы 77.1 это возможно, так как присоединения элемента ак 
к конечной группе @„ можно добиться путем последовательного добав- 
ления элементов а, удовлетворяющих условиям леммы 77.1. Если п — 
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нечетное число, то выберем первый элемент с;, не лежащий в Нр, 
и продолжим ф;' до изоморфизма между подгруппой Ним = (Нь, 6: ) 
и некоторой подгруппой С,„-. группы А. В силу следствия 77.2 на 
каждом шаге будет выполняться условие (1). Ясно, что изоморфизмы 
ф, (пП=0, 1,...) в конце концов определяют изоморфизм между 
группами А и С. в 


Из этого доказательства вытеказт 


Следствие 77.4 (Цыпин [1]). Если А и С — счетные р-группы с оди- 
наковыми инвариантами Ульма — Капланского, то всякий изоморфизм 
между ргА и р?С (для любого порядкового числа о) продолжается до 
изоморфизма между группами А и С. 


Хотя это утверждение непосредственно следует из более общей теоремы 83.4, 
дадим здесь независимое доказательство. 


Нам нужно лишь проверить, что если в лемме 77.1 элемент а лежит 
в р?А, то можно взять с = фа Е р°С, где: ре А — р?С — заданный 
изоморфизм. Заметим, что изоморфизм 4ф сохраняет высоту: если 
элемент а имеет высоту о в р?А, то он имеет высоту р - ов в группе А. 
Следовательно, нужно только проверить, что элемент ра является 
собственным относительно подгруппы Н. Если бы это было не так, 
т. е. если бы было Й* (фа -Е 1) > /* (фа) для некоторого Й Е ЛЯ, то из 
ра - РЕ р°’С вытекало бы Й* (а {+ ф7^) = й* (фа + 1) > И* (а) — 
противоречие. ш 


Теоремы 17.3, 76.2 и 77.3 Прюфера, Цыпина и Ульма соответственно 
дают полную классификацию счетных редуцированных р-групп. Можно 
сказать, что эти три теоремы составляют хорошую структурную теорию 
для этих групп. 


Здесь можно сделать несколько замечаний об инвариантах. 
Пусть группа А является р-группой ульмовского типа т. Из ее инвариантов 
Ульма — Капланского /‹ (А) можно составить матрицу 


Ко (А) Н (4)... КА... 
Ге (А) Го (А) ‚.о Го+п (А) ... 
м к 
Гор (А) Гор+ (А) в. о Гот (А) а 


(2) 


строчки которой можно занумеровать с помощью порядковых чисел © < т, 
а столбцы — с помощью неотрицательных целых чисел. Можно коротко сказать, 
что это т Х ®-матрица. Если группа А счетна, то ее тип т счетен и каждое кар- 
динальное число {‹ (А) есть или неотрицательное целое число, или Ху. Неогра- 
ниченность 0-го ульмовского фактора Ас (где с -|- | < т) эквивалентна тому, 
что в 0-й строке бесконечно много кардинальных чисел отлично от нуля. Таким 
образом с каждой счетной редуцированной р-группой А типа т связывается 
т Х о-матрица, удовлетворяющая следующим условиям: 


1) т — счетное порядковое число; 

2) элементы матрицы — неотрицательные целые числа или №; 

3) каждая строка, кроме, быть может, последней, если она существует, 
содержит бесконечное число элементов, отличных от нуля. 
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Теперь теорему Ульма 77.3 можно интерпретировать как утверждение, что 
матрицы вида (2) составляют полные системы инвариантов для счетных реду- 
цированных р-групп [т. е. две такие группы изоморфны тогда и только тогда, 
когда соответствующие им матрицы равны]. Так как установить, равны ли две 
матрицы, элементы которых — кардинальные числа, легко, то наши матрицы 
представляют собой достаточно хорошие системы инвариантов. Теорема Цыпина 
76.2 утверждает, что всякая т Х ®-матрица со свойствами 1) — 3) соответствует 
счетной редуцированной р-группе. Поэтому рассматриваемые матрицы являются 
независимыми системами инвариантов. 

Открытие указанного взаимно однозначного соответствия между счетными 
редуцированными р-группами и матрицами со свойствами 1) — 3), несомненно, 
является одним из наиболее значительных достижений в теории абелевых групп. 

Конечно, мы можем изменить форму записи и расположить инварианты 
Ульма — Капланского [‹ (А) группы А в виде вполне упорядоченной последо- 
вательности 


Юо (А), В. Го (А), $35. 553 Ро(А), #99 [о (А), ... (с < т), 


где т на этот раз обозначает длину группы А. Условия 1) и 2) здесь сохранятся, 
а условие 3) нужно будет заменить условием 


3’) если а | ® < т, то бесконечно много кардинальных чисел [‹ (А},... 
...› ю+п (А),... (п < 0) отлично от нуля. 


В качестве приложения изложенной теории дадим доказательства 
следующих двух результатов. 


Предложение 77.5. Всякая бесконечная счетная редуцированная 
р-группа разлагается в прямую сумму бесконечного числа нетривиаль- 
ных групп. 


Пусть группа А удовлетворяет заданным условиям, и пусть До 
(0< 0 < т) — ее последовательность Ульма. В силу теоремы 17.2 доста- 
точно рассмотреть случай, когда группа А неограничена. Используя 
теорему Прюфера 17.3, разложим каждую группу Ас (©+1<%? 


в бесконечную прямую сумму неограниченных групп Съ;, Аз = Ф С... 


| 
Если группа 4.-, существует и является ограниченной, положим 
О. 4 =Аи Ощ,;=0 при 1—2. В силу теоремы Цыпина 76.2 для 
каждого { существует счетная редуцированная р-группа С;, последо- 
вательностью Ульма которой служит последовательность групп Сс; 


(0<о < т). Теперь Ф @; — счетная редуцированная р-группа с той же 
=1 
последовательностью Ульма, что и группа А. Из теоремы 77.3 полу- 


оо 
чаем, что А= Ф С(;. а 


4—1 


Предложение 77.6 (Бэр [1]). Счетная редуцированная р-группа А 
обладает тем свойством, что любые два ее прямых разложения имеют 
изоморфные продолжения, тогда и только тогда, когда ульмовский тип 
группы А равен 1. 


Если ульмовский тип группы А равен |, то нужное свойство груп- 
пы А вытекает из следствия 18.2. 
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Если ульмовский тип группы А больше |, то разложим ее ульмов- 
ские факторы А. =б. ФН. (0 << т) таким образом, чтобы 
Сси Но были неограниченными группами [если А’ — неограничен- 
ная группа], не имеющими циклических прямых слагаемых общих 
порядков. Пусть @ и Н — счетные редуцированные р-группы с после- 
довательностями Ульма С. 0<ож<т) и НБ. (0 < с < т) соответ- 
ственно. Пусть, далее, С’и Н’ — счетные редуцированные р-группы 
с последовательностями Ульма (у, Но (1 < а< т) иНь, с 1 < 9 
< т) соответственно. По теореме Ульма 77.3 имеем А = а ФН = 
= С’Ф Н'’. Эти прямые разложения не могут обладать изоморфными 
продолжениями, так как никакие два ненулевых циклических прямых 
слагаемых групп С и Н’ [С’и Н] не могут быть изоморфными, а группы 


С и С’ не изоморфны. в 


Приведем теперь примеры, показывающие, что для р-групп мощно- 
сти > х, теорема Ульма в общем случае уже не верна. 


Заметим, что две эквивалентные формулировки теоремы Ульма [ульмовскив 
факторы или инварианты Ульма — Капланского определяют счетную редуци- 
рованную р-группу с точностью до изоморфизма] уже не эквивалентны в случае 
р-групп ббльших мощностей. Причина, видимо, состоит в том, что в несчетном 
случае уже не верна теорема Прюфера. [Напомним, что периодически полная 
р-группа В иее базисная подгруппа В имеют одинаковые инварианты Ульма — 
Капланского.] Таким образом, следующие примеры показывают, что справедливо 
более сильное утверждение: даже ульмовские факторы в общем случае не опреде- 
дяют несчетные р-группы. 


Пример 1. Пусть А» (п < о) — последовательность неограниченных 


счетных сепарабельных р-групп. По теореме 76.1 существуют р-группы А и А’ 
мощности Хо И Х: Соответственно, последовательностью Ульма которых служит 


данная последовательность. 
Пример 2. Пусть С — прямая сумма циклических р-групп и [С] =х.. 
Если А и А’ — группы из примера 1, то обе группы А ФСи А' ФС имеют 
мощность х1 и одинаковые последовательности Ульма. Но эти группы не изо- 
морфны, так как их первые ульмовские подгруппы имеют мощность Хо и Хх 


соответственно. 
Пример 3 (Куликов [2]). Пусть Ао — периодически полная группа с ба- 
со 


зисной подгруппой В = @ 2 (р”), и пусть Ау — прямая сумма 2%0 циклических 
п= 


групп порядка р. Возьмем две р-группы А и С с последовательностью Ульма Ад, 
А.. Используем специальную конструкцию, которая будет дана в лемме 105.1, 
причем при определении группы А в формуле (5) никогда не будем полагать род: = 
—= 0, а при определении группы С положим рол = 0 для множества индексов ] 


мощности континуума. Обе группы А и С имеют мощность 2%0 и одинаковые 
последовательности Ульма, но | А [р]/А1 | = мо, а | С [р/С* | = 2%0, поэтому 
группы 4 и С не изоморфны. 


Упражнения 

1. Если @, Н — подгруппы группы А и Сб = В, то [‹ (А, а) = 
>| (А, Н) для любого о. 

2. Показать, что для любого р справедливо равенство [° (А, рРА) = 
— 0 или [‹ (А, РА) = р‹ (А) в зависимости от того, р < о илир > о. 
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3. Пусть А и С — счетные р-группы. В терминах инвариантов 
Ульма — Капланского этих групп найти условия, при которых груп- 
па С изоморфна прямому слагаемому группы ДА. 

4. Если А и С — счетные р-группы, каждая из которых изоморфна 
прямому слагаемому другой группы, то А = С. 

5. (Капланский [3]). Если А — счетная р-группа, а для группы С 
имеет место изоморфизм А ФА = С ФС, то А =С. 

6. Говорят, что группа АД обладает свойством сокращения для 
счетных р-ерупп, если для счетных р-групп С, Н изоморфизм А Ф Сб = 
= А Ф Н влечет за собой @ = Н. Показать, что счетная редуцирован- 
ная р-группа А обладает этим свойством тогда и только тогда, когда 
все ее инварианты Ульма — Капланского конечны. 

7. В терминах инвариантов Ульма — Капланского найти необ- 
ходимые и достаточные условия, при которых счетная редуцирован- 
ная р-группа А обладает свойством А ФА = А. 

8. (а) Счетная редуцированная р-группа А имеет прямое сла- 
Гаемое, являющееся неограниченной прямой суммой циклических 
групп, тогда и только тогда, когда она неограниченная. 

(6) Дать полное обозрение прямых слагаемых группы примера 
Прюфера из $ 35. 

9. (а) Счетная редуцированная р-группа А ульмовского типа т 
тогда и только тогда имеет прямое слагаемое ульмовского типа о, 
когда в < т. 

(6) Счетная редуцированная р-группа А длины т имеет прямое 
слагаемое длины об тогда и только тогда, когда или в — предельное 
порядковое число, причем о < т, или |: (А) =2 0. 

10. Если А — счетная р-группа ульмовского типа т, то 


А= Ф Ос, 


< 


где С. имеет ульмовский тип 0. Если т — предельное порядковое 
число, то достаточно суммировать по всем б < т. 

11. (а) Для любого счетного порядкового числа т существует 
такая счетная р-группа С (т) ульмовского типа т, что всякая счетная 
редуцированная р-группа, ульмовский тип которой не превосходит т, 
изоморфна прямому слагаемому группы С (т). 

(6) Существует такая р-группа мощности м, и ульмовского типа @1, 
что всякая счетная редуцированная р-группа изоморфна прямому сла- 
гаемому этой группы. [Указание: ® С (®).] 

12 (Ирвин и Уокер [2]). Пусть А — некоторая р-группа, а в — 
порядковое число. Показать, что для любого порядкового числа 
р < с выполняется равенство ] (А) = р (Н), где Н — произвольная 
р°А-высокая подгруппа группы А. 

13 (Хилл и Меджиббен [4]). Обобщить следствие 77.4 на случай, 
когда предполагаются счетными только группы 4/рРА и С/рРС. 
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Колеттис [1] заметил, что значительная часть теории счетных 
р-групп может быть перенесена на прямые суммы этих групп. 
В настоящем параграфе мы рассмотрим этот более широкий класс 
р-групп. 

Ясно, что прямые суммы циклических р-групп принадлежат классу 
прямых сумм счетных р-групп. По теореме Прюфера 17.3 сепарабель- 
ная прямая сумма счетных р-групп должна быть прямой суммой цикли- 
ческих групп. В силу леммы 37.5 справедлива 


ЛЕММА 78.1. Ульмовские факторы прямых сумм счетных р-групп 
являются прямыми суммами циклических групп. в 

Обратное неверно: существуют редуцировенные р-группы, все ульмовские 
факторы которых — прямые суммы циклических групп, но которые не являются 
прямыми суммами счетных групп [см. упр. 2]. 

Легко проверить, что ульмовские подгруппы 4° прямой суммы А 
счетных р-групп также являются группами такого вида; таковы же 
подгруппы рбА. 

Очевидно, что базисная подгруппа счетной редуцированной р-груп- 
пы всегда имеет ту же мощность, что и сама группа. Следовательно, 
для базисной подгруппы В прямой суммы А счетных редуцированных 


р-групп выполняется равенство | В | = | А |. Заметив, что |В | = 
— У ь (А), если | В | бесконечно, для любой прямой суммы А счет- 
А<@® 


ных редуцированных р-групп получаем 
в<® 


если только группа А бесконечна. 

Так как ульмовский тип счетной р-группы счетен, а ульмовский 
тип прямой суммы равен верхней грани ульмовских типов слагаемых, 
то справедлива 


ЛЕММА 78.2. Порядковое число т является ульмовским типом неко- 
торой прямой суммы счетных р-ерупп в точности тогда, когда 
т< 01. а 


Позднее в теореме 82.4 мы дадим критерий разложимости редуци- 
рованной р-группы в прямую сумму счетных р-групп. Наша ближай- 
шая задача — получить структурную теорему, показав, что инвариан- 
ты Ульма — Капланского составляют полную систему инвариантов 
для прямых сумм счетных р-групп. 

Приведенное ниже доказательство теоремы 78.4 основывается на 
сделанном Ричменом и Уокером [3] замечании, что для распростране- 
ния теоремы Ульма со случая счетных р-групп на случай их прямых 
сумм теория групп фактически не нужна. В самом деле, следующая 
простая теоретико-множественная лемма даст нам все необходимое 
для доказательства теоремы 78.4. 
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ЛЕмМмМА 78.3 (Ричмен и Уокер [3]). Пусть м — бесконечное карди- 
нальное число, Х — некоторое множество и р, в; (ГЕ Г) — функции, 
определенные на множестве Х и принимающие значения в классе карди- 
нальных чисел, для которых 


а) > Ё: (=> а: (х) при любом ХЕХ; 
6) Зи (х) + (х)]<м при любом ТЕГ. 
Тогда существует такое разбиение 1 = Т,, что 
1) |/;|<м для каждого Е У; 
2) Я Ё 9-2 2; (х) для всякого ТЕЛ и любого ХЕХ. 


Нам удобно будет предполагать, что / — множество порядковых 
чисел, меныпих первого порядкового числа ®; мощности |[|. Так как 


при » КЁ (х)<м проверять нечего, предположим, что Ва > м. 
{1 41 
По условию а) существует такое подмножество [1 множества /, 
что р (х)< > 5; (х) для любого хЕХ. В силу условия 6) подмноже- 
ЗЕТ 


ство [. можно выбрать так, чтобы выполнялись условия 0 Е Гл, | [1 |< м. 
Аналогично, существует такое подмножество [.› множества /, что 


[а <= [2, |[2|<ти > Ё(х)> У в, (Х) для всех хЕХ. Существует, 
ЗЕ Г.2 ЕТ 


далее, такое подмножество [3 <= Г, что [2 <= [, | [з|<ти У | (< 
1ЕТ,2 


< У в, (х) для всех хЕХ ит. д. Объединение |, = Ш Г» удовлетво- 
СГ, п=1 
ряет условиям 1) и 2) при |=0. 
Так как УК()< м, а Х ВО), то условие а) будет 
3ЕТо ЕТ 


по-прежнему выполняться, если заменить / на Г[`\ /о. Начав с первого 
индекса в [`\ о, повторим наш процесс трансфинитно и получим [+ 
и т. д. Через в. шагов мы получим нужное разбиение множества /. в 


Теперь будет доказана 


Теорема 78.4 (Коллеттис [1]). Две прямые суммы счетных редуци- 
рованных р-групп изоморфны тогда и только тогда, когда у них совпа- 
дают соответствующие инварианты Ульма — Капланского. 


Пусть А и С — группы такого вида, скажем длины т, причем 
с (А) = | (С) для всех о < т. За исключением конечного случая 


всегда | А |= УР (4) = УН (С) =|СЬ откуда ясно, что если 
В<® в<® 


одна из групп А или С счетна, то другая тоже счетна, и изоморфизм 
А = С следует из теоремы 77.3. 
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Если данные группы несчетны, то можно` написать 
ЕТ {ЕТ 

где А;, С; — счетные редуцированные р-группы и |А | = | [| = 
= |С |. Используем лемму 78.3 для случая, когда м = м, Х — 
множество порядковых чисел о < т, [; (0) и 5; (0) — инварианты 
Ульма — Капланского групп А; и С; соответственно, имеющие 
номер о. Очевидно, условия а) и 6) выполнены. Взяв разбиение / = 
= Ц /Г,;, удовлетворяющее условиям 1) и 2), образуем группы С; = 

ЕЛ 


36 
= ФД; и Н; = ФС;. Ясно, что (Ц; и Н,; — счетные р-группы 
ЧЕТ, ЕТ. 
с одинаковыми инвариантами Ульма — Капланского. Следовательно, 
а; = Н; при любом ]. Так как А = ФС; и С = ФН, требуемый 
ЕЛ 2ЕЛ 
изоморфизм очевиден. а 
Прямые слагаемые прямых сумм счетных р-групп сами являются 
группами такого вида — это сразу следует из предложения 9.10. 
Но, как показывает следующий пример, их подгруппы уже не обязаны 
быть прямыми суммами счетных р-групп. 
Пример (Нунке [6]). Пусть А — группа из примера $ 35 и В — перио- 


дическое пополнение группы В = @ 2 (р”. Мы утверждаем, что 
п<о 


= Тог (А, В) = ФА (где с=2№5), 
С 


но С не будет прямой суммой счетных р-групп. 
Существует мономорфизм &: В —> Ф 2 (р®), который в силу теоремы 63.1 
с 


индуцирует мономорфизм 


и»: Тог(А, В) —> Тог (А, Ф 2 (р®)) = Ф Тог (А, 2 (р®)) = Ф А. 
С С с 


Из леммы 64.2 следует, что р®Тог (А, В) = Тог (р°А, р®В) = 0. Таким 
образом, если бы группа С была прямой суммой счетных р-групп, она была бы 
прямой суммой циклических групп. Из сервантно точной последовательности 


0— В —- В > ФИ (р) — 0 получаем точную последовательность 0 -— С = 
с 
—= Тог (А, В) > <> ФА-0. Здесь | р®(С/С) | = с, тогда как если бы группа 
с 


С была прямой суммой циклических групп, то ее счетную подгруппу С можно 
было бы вложить в счетное прямое слагаемое О группы @ и группа р®(б/С) = 
= р® (Р/С) была бы счетной. Таким образом, получено противоречие. 


Обратимся теперь к проблеме существования. Основной вопрос: 
какие вполне упорядоченные последовательности 


№, М., ..., Мо. ... ((<т) 


кардинальных чисел могут быть инвариантами Ульма — Каплан- 
ского прямой суммы счетных р-групп? В силу леммы 78.2 очевидным 
необходимым условием является неравенство т < в:. Чтобы получить 
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полный ответ на поставленный вопрос, рассмотрим функции 2, при- 
нимающие значения, являющиеся кардинальными числами, и опре- 
деленные на множестве порядковых чисел, меньших т, где т — задан- 
ное порядковое число [сейчас можно считать, что оно не превосходит 
«|. Функцию с назовем т-допустимой, если выполнены следующие 
условия: 


Г) т= зир {0 -- 1] 2 (0) == 0}, 
2) У в(0)< У 2(0--п) для всех о, для которых бо < т. 
о>5--® п<® 


2 


Функция &, удовлетворяющая условию 1}, называется функцией 
Элины т. 
Нам понадобится следующая лемма [доказанная Э. Уокером]. 


ЛЕеммА 78.5. Если т — предельное порядковое число, то т-допустимая 
Функция является суммой допустимых функций, длины которых 
меньше т. 


Пусть © есть т-допустимая функция, где х — предельное порядко- 
вое число. Для всех о < т рассмотрим кардинальные числа м, = 
= У 2 (6). Среди них имеется наименьшее. Пусть А, — индекс перво- 


0=0<* 
го наименьшего кардинального числа м и пусть / = {у | ^ < 


<< *$}. 
Для каждого предельного порядкового числа р`< т рассмотрим 
кардинальное число 


пр=ша У (п. 


В<® А<п<® 


Очевидно, и, > |/ |. Проверка того, что ограничение ], функции & 
на интервале [0, о - @) можно представить в виде 


р = Х о 
ЕЛ 
где 


У (р п) >и, для всех Е<о, 
#<п<® 


является простым упражнением по арифметике кардинальных чисел. 
[Это эквивалентно тому, что прямую сумму циклических р-групп, 
имеющую финальный ранг и, можно представить в виде прямой сум- 
мы и или менынего числа слагаемых, каждое из которых имеет финаль- 
ный ранг п.] Полагая р. (0) = 0 при о <р или о > р -+ в, опре- 
деляем 


Й.. = > р, длЯ ЛЮбого \ЕЧ. 
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Очевидно, = Уй, и У 1, (0+ п)> № в(р) для всякого в 
УЕЛ п<® о>0-® 
и любого у. Наконец, пусть 


й., (0), если <<, 


в, (в)=4 2 №6), если =, 


0, если ©о>У. 


Тогда с, имеет длину “+1 <ти У б,=в. В силу неравенств 
У 


в № (ел) > ых 8 (6) > м 8» (0), 


о>0-п о>0-+п 


справедливых для всякого о, для которого в | ®< у -|- 1, полу- 
чаем, что 5, есть (у - |)-допустимая функция. а 


Теперь теорему существования для прямых сумм счетных р-групп 
можно доказать без труда. 


ТЕОРЕМА 78.6 (Колеттис [1]). Пусть © — функция, определенная на 
множестве порядковых чисел, меньших т, и принимающая значения, 
являющиеся кардинальными числами. Прямая сумма А счетных реду- 
цированных р-групп, имеющая длину т и обладающая свойством 


ЮА = 5 (0) для всех вт, 


существует тогда и только тогда, когда т < в; и с есть т-допустимая 
функция. 

Чтобы доказать необходимость, покажем, что о (А) является 
т-допустимой функцией. Условие 1) очевидно. Чтобы проверить спра- 
ведливость условия 2), заметим, что для всякого о и любой прямой 
суммы А счетных редуцированных р-групп имеет место равенство 


| рбА | = Уи (4), если группа р°А бесконечна. С другой сторо- 
п<® 


ны, для всякого о и любой р-группы А верно неравенство » р (А) < 
с=р 


< | р°А |. Отсюда сразу следует условие 2). 
Обратно, пусть © есть “-допустимая функция, где т < ®:. Если 
< — предельное порядковое число, то по лемме 78.5 найдутся т;-допу- 


стимые функции ©; для которых 1<ти Ха, =в. Если А; — 
Е1 


прямая сумма счетных редуцированных р-групп, причем ее инвариан- 
ты Ульма — Капланского при о < т; равны с; (0), то, очевидно, для 
группы А = Ф А; при любом в < т справедливо равенство [о (А) = 


{ЕТ 
= 5 (0). Если т=р-- п, где р — предельное порядковое число, 
а п — натуральное число, то пусть группа С длины р будет такой 
прямой суммой счетных р-групп, что ро (С) = & (0) при © < р. Чтобы 
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построить группу А, для которой 


п-1 
А/реА =С и РАФ Ф 1(*ч,, 
#—0 в(р-Е) 
нам остается лишь выделить прямую сумму © (5) +... + а (о 


- л — 1) счетных слагаемых С; длины о из группы С [в силу усло- 
вия 2) это возможно] и заменить эти слагаемые С; группами А;, для 
которых А;/рвА; = С; и р6А; = 7 (р**!) [в силу следствия 76.2 
такие группы А; существуют], причем 


п-1 
Ф РА: = Ф ® 2(*. 
1 В=0 &(р-Е) 


Прямая сумма АД всех групп А; и не изменявшихся компонент груп- 
пы С будет обладать требуемыми свойствами. в 


Упражнения 


1. Всякий ульмовский фактор прямой суммы счетных р-груше 
длины ®, имеет мощность не меньше м.. 

2. Ульмовские факторы группы А’ примера 1 из $ 77 являются 
прямыми суммами циклических групп, но А’— не прямая сумма 
счетных р-групп. [Указание: ее базисная подгруппа счетна.] 

3. Пусть А = ФАЬ где А; — счетные редуцированные р-группы, 

С 


а множество /[ несчетно. Показать, что для любого порядкового числа в 
число слагаемых А; длины, большей о, является инвариантом группы А, 
если оно несчетно. 

4. Для любого кардинального числа и >> к, существует прямая 
сумма А счетных р-групп, имеющая мощность и и такая, что всякая 
прямая сумма счетных р-групп мощности и изоморфна прямому сла- 
гаемому группы А. Группа Д определена однозначно с точностью до 
изоморфизма. 

5. Мощность множества неизоморфных прямых сумм счетных 
р-групп бесконечной мощности хо равна (|с | -- м)Х:. 

6. Если А и С — прямые суммы счетных р-групп, каждая из кото- 
рых изоморфна прямому слагаемому другой группы, то А = С. 

7. Если А — прямая сумма счетных р-групп и А ФА =С ФС, 
то А = С. 

8 (Колеттис [1], Шарль [6]). Пусть А — такая р-группа, что А? — 
счетная группа и А/А! = А, — прямая сумма циклических групп. 
Показать, что А — прямая сумма счетных р-групп. [Указание: суще- 
ствует счетная сервантная подгруппа С’ группы А, содержащая А!; 
вложить С” в подгруппу С так, чтобы группа С/А* служила для Аз 
прямым слагаемым, и показать, что С — прямое слагаемое группы Д.} 

9 (Хилл [8]). Провести доказательство теоремы 78.4 следующим 
образом. Пусть А —©® ИС == ®, С; (А; и С; — счетные редуциро- 

4 1Е 
ванные р-группы), и пусть ф — сохраняющий высоту изоморфизм 


90 Гл. ХИ. р-группы с элементами бесконечной высоты 


между цоколями А [р] и С [р]. Обозначим через ^^ наименьшее отно- 
шение эквивалентности на множестве /, для которого | — Г’, если 
С; и С; пересекаются нетривиальным образом с одной и той же под- 
группой ФА; [р]. Показать, что классы эквивалентных между собой 
элементов счетны, сгруппировать соответствующим образом слагаемые 
С‚, применить ф-* для получения группировки слагаемых А; и прове- 
рить, что прямые суммы в соответствующих группах изоморфны. 


$ 79. Хорошие подгруппы 


Прежде чем начать изложение общей теории р-групп, которые 
можно охарактеризовать их инвариантами Ульма — Капланского, 
мы рассмотрим некоторые важные типы подгрупп. Этот и следующий 
параграфы посвящены их более или менее систематическому изучению. 

Детальный анализ доказательства Капланского — Макки теоре- 
мы Ульма [см. теорему 77.3] привел Хилла к открытию важного 
типа подгрупп, обладающих теми из свойств конечных подгрупп, 
которые встречаются в доказательстве. Обилие таких подгрупп в р-груп- 
Пе (точный смысл этого выражения указан в $ 82) будет гарантировать, 
ато эта группа однозначно определяется своими инвариантами Ульма— 
Капланского. 

Подгруппа М р-группы А называется хорошей, если всякий ненуле- 
вой смежный класс группы А по подгруппе № содержит элемент, 
собственный относительно подгруппы М. Другими словами, для 
любого смежного класса а |- М аЕ А`\\ М) существует такой эле- 
мент х Е №, что 


А (а-- х) =ПАлм (а-- М), 


тде индексы [которые мы можем дальше не писать, так как это не 
вызовет недоразумений] показывают, о высотах в какой группе идет 
речь. 

Следующее простое замечание будет полезно при выяснении, 
является ли подгруппа хорошей. 


ЛЕммА 79.1. Если М — такая подгруппа р-группы А, что любой 
смежный класс группы А по этой подгруппе, высота которого является 
предельным порядковым числом, содержит элемент, собственный отно- 
сительно М, то М — хорошая подгруппа группы А. 


Всякий элемент смежного класса высоты 0 имеет высоту 0. Приме- 
ним трансфинитную индукцию. Предположим, что смежные классы 
высоты, не превосходящей о, содержат элементы, собственные относи- 
тельно подгруппы М, и пусть Й* (а - М) = с + 1. Тогда рб -- М = 
—= а - М для некоторого 6 Е А, такого, что й* (6 -- №) = в, причем 
можно предположить, что Й* (5) = в. Тогда й* (рб) 2 с -- |, а так 
как строгое неравенство невозможно, то элемент рь собственный отно- 
сительно №. На предельных местах все получается по условию. а 
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Хорошие подгруппы характеризуются в следующей лемме. 


ЛЕммА 79.2 (Хилл [24]). Подгруппа М р-группы А является хорошей 
тогда и только тогда, когда 


р° (А/М№) = (р°А + М№)/М№М для любого порядкового числа в. (1) 


Заметим, что рб (А/М) — это множество всех элементов из А/М, 
высоты которых не меньше с, а (р°А -- №)/М№М — образ подгруппы р°А 
при каноническом отображении А — А/М. Следовательно, для любой 
подгруппы М группы А включение => очевидно. Подгруппа М является 
хорошей в группе А тогда и только тогда, когда каждый смежный 
класс из рб (А/М№) имеет в группе А представителя, высота которого 
также не меньше о. Таким образом, обратное включение имеет место 
в том и только в том случае, когда №М — хорошая подгруппа. в 


Другими словами, лемма 79.2 утверждает, что М является хорошей 
подгруппой в 4 тогда и только тогда, когда для точной последователь- 


ности 0— М А Е С—0 [где а — вложение] и любого порядко- 
вого числа о отображение рбА — р°С, индуцированное отображе- 
нием В, сюръективно. 

Чтобы исследовать это новое понятие, мы отметим приводимые 
ниже свойства; их доказательство не представляет труда. 


а) Прямые слагаемые являются хорошими подгруппами. 

6) Конечные расширения хороших подгрупп являются хорошими 
подгруппами. 

в) Подгруппы группы А, замкнутые в ее р-адической топологии, 
являются хорошими. [Заметим, что подгруппа М замкнута в р-адиче- 
ской топологии тогда и только тогда, когда все смежные классы (5=М) 
по подгруппе № имеют конечную высоту.] 

г) Пусть М; — подгруппа группы А;, ЕЕ Г. Тогда Ф. М№; является 

16 


хорошей подгруппой группы Ф А; в том и только в том случае, когда 
(ЕТ 


каждое слагаемое №; — хорошая подгруппа группы Д;. 

д) Для любого порядкового числа о подгруппа р°А является хоро- 
шей в А [см. лемму 37.1]. 

е) Хорошая подгруппа М№ группы А может не быть хорошей в под- 
группе группы А, содержащей М№. [Заметим, что в делимой группе 
всякая подгруппа хорошая.] 

ж) Свойство быть хорошей подгруппой не транзитивно [см. упр. 9], 
но справедливо следующее: подгруппа № группы р°А является хоро- 
шей в рбА тогда и только тогда, когда она хорошая в А. Это сразу 


следует из очевидного соотношения й% (а) = в -- Йьсд (а) для всех 
аЕ р°А. Кроме того, если М — хорошая подгруппа группы А, то 
МП р°А — хорошая подгруппа группы р°А. 


Следующая лемма дает нам часто используемые сведения о хороших 
подгруппах. 
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ЛЕмММА 79.3. Пусть № и М — подгруппы р-группы А, причем М = 
= М = А. Тогда 

1) если М — хорошая подгруппа группы А, то М/М — хорошая 
подгруппа группы А/М; 

2) если М — хорошая подгруппа группы А и М/М — хорошая 
подгруппа группы А/М, то М — хорошая подгруппа группы А. 


Чтобы проверить справедливость утверждения 1), предположим, 
чтой* (а -- М/М) = с. Проведем индукцию по о. Учитывая лемму 79.1, 
предположим, что © — предельное порядковое число и что все смеж- 
ные классы по подгруппе М/М№ высоты меньше о содержат смежные 
классы по подгруппе М№, собственные относительно М/М. Тогда для 
любого порядкового числа р < ов существует такой элемент х› Е М, 
что й* (а + хо + №) > р. Поэтому й* (а | М) > 0, а так как обрат- 
ное неравенство очевидно, то Й* (а | М) = о. Поскольку по пред- 
положению М — хорошая подгруппа группы А, то Й* (а  х) =с 
для некоторого х Е М. Отсюда следует, что высота й* (а | х + М) 
равна о, так как болыше о она получиться не может. 

При предположениях п. 2) из й* (а - М) = с следует, что суще- 
ствуют у Е М, для которого й* (а - у М) = о, их М, для кото- 
рого И* (ан их) = о. а 


Из леммы 79.3 получаем 


3) Если М — хорошая подгруппа группы А, то при естественном 
соответствии между подгруппами группы А, содержащими подгруп- 
пу №, и подгруппами группы А/М хорошие подгруппы соответствуют 
хорошим. 


Упражнения 


1. Если М, № — подгруппы группы А и аЕ А — элемент, соб- 
ственный и относительно М, и относительно М, то а — элемент, 
собственный относительно МП №. 

2. (а) Если М — хорошая подгруппа редуцированной р-группы А, 
то А/М — редуцированная группа. 

(6) Базисная подгруппа р-группы А является хорошей в том 
и только в том случае, когда она — редуцированная часть группы А. 

3. (а) Подгруппа сепарабельной р-группы является хорошей тогда 
и только тогда, когда она замкнута в р-адической топологии. 

(6) В периодически полной р-группе сервантная подгруппа являет- 
ся хорошей в том и только в том случае, когда она выделяется в ней 
прямым слагаемым. 

4. Сервантная подгруппа может не быть хорошей. 

5. Все подгруппы р-группы А являются хорошими тогда и только 
тогда, когда А — прямая сумма ограниченной группы и делимой 
группы. 

6. Объединение возрастающей последовательности хороших под- 
групп [прямых слагаемых] может не быть хорошей подгруппой. [Ука- 
зание: упр. 2, п. (6).] 
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7. (а) Пусть А — группа из примера $ 35. Показать, что под- 
группа А [р] не является хорошей. [Указание: рассмотреть смежный 
класс а | А [р].] 

(6) Вполне характеристические подгруппы могут не быть хоро- 
шШими. 

8. Привести пример, где М < М < А, М/М — хорошая подгруп- 
па группы А/М, но М не является хорошей подгруппой группы А. 

9. Пусть В — неограниченная прямая сумма циклических р-групп 


и В — ее периодическое пополнение. Показать, что 
(а) В [р] — хорошая подгруппа группы В; 


(6) В [р] — хорошая подгруппа группы В [р], но не группы В. 

Вывести отсюда, что свойство быть хорошей подгруппой не тран- 
ЗИТИВНО. 

10 (Хилл [24]). Пусть о — произвольное порядковое число. Для 
того чтобы подгруппа М группы А была хорошей, необходимо и доста- 
точно, чтобы подгруппа М1] р°А была хорошей в р°А и подгруппа 
(М -- р°А)/рбА была хорошей в А/рбА. 

11. Расширения р-группы А при помощи р-группы С, в которых 
А — хорошая подгруппа, образуют подгруппу в Ех* (С, А). [Указа- 
ние: рассмотреть сумму расширений в смысле Бэра.] 


$ 80. Изотипные и сбалансированные подгруппы 


Изотипные подгруппы ввел в рассмотрение Куликов [3]. Понятие 
изотипности уточняет понятие сервантности в том же самом направле- 
нии, в каком понятие обобщенной высоты улучшает понятие высоты. 

Подгруппа С р-группы А называется изотипной, если 


р°С =С [|] р°А для любого порядкового числа о. 


Очевидно, изотипные подгруппы являются сервантными, а сепара- 
бельные подгруппы изотипны тогда и только тогда, когда они сервант- 
ны. В частности, базисные подгруппы всегда изотипны. Заметим, что 
подгруппа С изотипна в группе А в том и только в том случае, когда 
из точности последовательности 0 — С — А -> А/С > 0 следует точ- 
ность индуцированной последовательности 


0— р°С — рб А- рб (А/С) 


при любом порядковом числе о. 
Начнем с нескольких замечаний, касающихся изотипных под- 
групп. 


А) Подгруппа С группы А изотипна тогда и только тогда, когда 
обобщенные высоты ее элементов одинаковы в группах Си А. 


Б) Подгруппа С изотипна в группе А тогда и только тогда, когда 
р°С — сервантная подгруппа группы р°А при любом о. В частности, 
прямые слагаемые изотипны. 
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В) Подгруппа С изотипна в группе А тогда и только тогда, когда 
р°С [р] = СП р°А [р] при любом о, 


т. е. обобщенные высоты элементов цоколя подгруппы С одинаковы 
вСивА. Чтобы это доказать, можно провести такие же рассуждения, 
как в $ 26, п. 3). 


Г) Если С — изотипная подгруппа группы. А, то [с (С) < К (А) 
для любого порядкового числа о. 


Д) Изотипная подгруппа С группы А изотипна в любой подгруппе 
группы А, содержащей С. 


Е) Если СВ А и С— изотипная подгруппа группы В, 
а В — изотипная подгруппа группы А, то подгруппа С изотипна в А. 


Ж) Если С — сервантная подгруппа группы А и (4/С)* = 0, то 
подгруппа С изотипна в А. [Заметим, что А! = С.] 


3) Если подгруппа С изотипна в А, то подгруппа С/р°С изотипна 
в 4/рбС для каждого порядкового числа о. Если считать группу 
С/р°С естественным образом вложенной в группу А/рбА, то под- 
группа С/р°С будет изотипной в А/рбА. В самом деле, это сразу следует 
из леммы 37.[. 


И) Объединение возрастающей последовательности изотипных под- 
групп также является изотипной подгруппой. Следовательно, изо- 
типность — индуктивное свойство. 


Следующий результат [обобщающий теорему 27.7] дает простой 
способ построения нетривиальных изотипных подгрупп. 


Предложение 80.1 (Ирвин и Уокер [2]). рРА-высокая подгруппа изо- 
типна при любом порядковом числе о. 


Пусть С есть рРА-высокая подгруппа группы А. Пользуясь транс- 
финитной индукцией, докажем включение С [|] рбА <= рбС. Для в = 0 
это включение очевидно, и оно верно для предельного порядкового 
числа о, если верно для всех порядковых чисел, меньших о. Таким 
образом, остается только установить, что если это включение имеет 
место для некоторого о, то оно справедливо и для о -- |. Достаточно 
рассмотреть случай, когда о < о. Пусть сЕСП рб+ТА, т.е. ра =с 
для некоторого а Е р°А. Лемма 9.8 показывает, что аЕ С Ф р?гА, 
т.е. а = с’ -- а’ для некоторых с’ Е Сиа' Е ргА. Так как рс’-Е ра’ = 
= рае С, то ра’ = 0, рс’= с. Из о «р теперь следует, что с’ = 
= а— а’ ЕСГ рбА = рсС, откуда сЕ р°*С, что и требовалось. щ 


Объединим теперь понятия хорошей и изотипной подгруппы. 
Назовем подгруппу В, лежащую в р-группе А, сбалансированной, 
если она одновременно является хорошей и изотипной. Ясно, что 
такое сбалансированно точная последовательность. Ввиду сделанных 
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ранее замечаний почти очевидно, что определение сбалансированной 
подгруппы можно переформулировать на языке точных последова- 
тельностей: подгруппа В является сбалансированной подгруппой. 
группы А тогда и только тогда, когда из точности последовательности 


0->В-> АС 0 (1% 
вытекает точность индуцированной последовательности 
0— р°В-— рб А- рбС 0 (2) 


для любого порядкового числа о. Таким образом, мы имеем следующую 
коммутативную диаграмму, где все столбцы и первые две строки точны: 


0 0 0 


} 4 4 
0— р°В — р°А -— рС -—0 


] 4 } 
0 В — А - С -0 (3) 


4 4 4 

0 — В/рбВ —> А/рб А-> С/рбС — 0 
| | 
0 0 


В силу 3 Хх 3-леммы точна третья строка 
0_> В/рзВ-> АзА-> С/рзС 0. (4) 


В действительности точность последовательности (4) эквивалентна 
точности последовательности (2). 

Из сказанного легко следует, что если В — сбалансированная 
подгруппа группы А, то р°В — сбалансированная подгруппа группы 
р°А, а В/рбВ — сбалансированная подгруппа группы А/рбА при 
любом о. 


Чтобы лучше разобраться во введенном понятии, прежде чем начать рас- 
смотрение сбалансированных подгрупп, отметим, что если попытаться проверить 
точность последовательности (2) при помощи трансфинитной индукции, то сразу 
можно заметить, что 


1) для получения точности на месте р°В не нужно делать никаких предпо- 
ложений относительно подгруппы В; 

2) для получения точности на месте роА тот факт, что В — изотипная под- 
группа, приходится использовать только при переходе от о — 1 кд; 

3) для получения точности на месте р°С предположение, что В — хорошая 
подгруппа группы А, нужно только при переходе от меньших порядковых чисел 
к предельному порядковому числу о. 


Короче говоря, изотипность нужна для получения точности последователь- 
ности при непредельных порядковых числах од, а свойство быть хорошей подгруп- 
пой — при предельных. 


Пример 1. Нетривиальным примером сбалансированной подгруппы 
служит следующий пример. Пусть В — неограниченная периодически полная 
р-группа и О0>— С > А > В 0 — сервантно проективная резольвента груп- 
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пы В. Тогда группа С замкнута в р-адической топологии группы А, поэтому она 
служит хорошей подгруппой группы А. Кроме того, в силу п. Ж) она и изотипна. 
Следовательно, С — сбалансированная подгруппа, но не прямое слагаемое 
труппы А. 

Пример 2. Пусть С — группа примера 3 из 5 77, а Х — прямая сумма 
континуального множества групп, изоморфных группе А из примера $5 35. Для 
каждого СЕ С[р| возьмем такой гомоморфизм Фе группы Ае, изоморфной А, 
в группу С, что некоторый элемент а. © Ас высоты Й* (с) отображается на с. 
Таким способом`мы ‚получим эпиморфизм Ф: Х -> С, ядро которого — сбаланси- 
рованная подгруппа [чтобы в этом убедиться, нужно поступить так же, как при 
доказательстве леммы 30.1]. Это ядро — не прямое слагаемое, так как С — не 
прямая сумма счетных р-групп. 

Из рассуждений $ 81 и 82 будет следовать, что всякая не являющаяся тоталь- 
но проективной р-группа С может быть вложена в нерасщепляющуюся точную 
последовательность 0 -— В — А — С- 0, где А — тотально проективная груп- 
па, а В — ее сбалансированная подгруппа. Это оправдывает утверждение о мно- 
гочисленности примеров сбалансированных подгрупп. 


Перечислим теперь некоторые полезные свойства сбалансирован- 
ных подгрупп. 


а) Прямые слагаемые всегда являются сбалансированными под- 
группами. 


6) Если В — сбалансированная подгруппа группы АиВеССА, 
по В — сбалансированная подгруппа группы (. 

В силу п. Д) достаточно проверить, что В — хорошая подгруппа 
группы @. Пусть с Е С, Аёв (с | В) = с для некоторого предельного 
порядкового числа о и смежные классы группы С@ по подгруппе В, 
высота которых меньше о, содержат элементы группы @, собственные 
относительно В. Тогда для любого р < в существует такое Б, Е В, 
что в - 6, Е р°А. Если для элемента БЕ В выполнено в -- БЕ рРА, 
то В — ЕВГ рРгА = реВ и, таким образом, в В = (в + Ь,) + 
-- 6 — 6) Е ра, откуда ЛЕ (в | Ь) = 0. 


в) Если В — сбалансированная подгруппа группы А и Сс В, то 
В/С — сбалансированная подгруппа группы А/ГС. 

В силу леммы 79.3 нужно только показать, что В/С — изотипная 
подгруппа группы А/С. Если 6 -- СЕ рт (А/С) при некотором Ь Е В, 
то существуют элементы а р°А и СЕС, для которых В + с = 
=а ЕВГ рбА = рэВ. Следовательно, В + СЕ р°В -- С = рт (В/С), 
и подгруппа В/С изотипна в А/С. 


г) Если Сс ВС А, где С — сбалансированная подгруппа гриуп- 
пы А, а В/С — сбалансированная подгруппа группы А!С, то В — сба- 
лансированная подгруппа группы А 

Чтобы проверить изотипность, возьмем БЕВ1 р°А. Тогда 
Ь -- СЕВ/СП р® (А/С) = р? (В/С), откуда 6 — ВЕС для некото- 
рого 6, Е р°В. Поэтому В — 5 ЕСП р°А = р°С и БЕрЗВ. 

д) Если Сс ВС, где С — сбалансированная подгруппа груп- 
пы В, а В — сбалансированная подгруппа группы А, то С — сбаланси- 
рованная подгруппа группы А. 
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В силу Е) достаточно доказать, что С — хорошая подгруппа груп- 
пы А. Пусть для элемента а Е А выполнено равенство й* (а -- С) = о. 
Если а Е В, то из п. в) следует, что элемент а -- С имеет в группе В/С 
высоту о. Поэтому й* (а -- с) = о при некотором сЕС. Если а 6 В, 
то Й* (а + В) с ий* (а-- Ь) =й* (а- В) при некотором В Е В. 
Очевидно, что Й* ([—а— 6 - а-- С) > о, откуда И* (—6 + с) ов 
и В* (а- с) =й* а 6—6 - с) > о для некоторого с Е С. Следо- 
вательно, И* (а -- с) =о, и все доказано. 

В следующем предложении собраны наиболее часто используемые 
характеризации сбалансированных подгрупп. 


Предложение 80.2. Для точной чоследовательности (1) эквивалентны 
следующие условия: 


1) В — сбалансированная подгруппа группы А; 

2) для любого порядкового числа в последовательность (2) точна; 

3) для любого порядкового числа в последовательность (4) точна; 

4) а (р°А [р]) = р°С [р] для любого о. 

Эквивалентность условий 1) — 3) уже была отмечена выше. Поэто- 
му предположим, что выполнено условие 2), и возьмем элемент с Е 
Е рбС [р]. Существует элемент а Е р°А, для которого ча = с. Здесь 
ра Е рб+1А [] В = рб+В, поэтому рб = ра для некоторого БЕ р°В. 
Ясно, что элемент а — ВЕ рбА [р] при отображении & переходит в с. 
Следовательно, рбС [р] = а (р°А [р]). Обратное включение очевидно. 

Пусть выполнено условие 4). и проверим прежде всего, что 
р°С [р"] = а (р°А) при Е =1,2,.... При Е =1 это следует из 
условия 4). Поэтому предположим, что нужное включение имеет место 
для любого о и для Е —1. Если элемент с Е рбС имеет порядок р" 
(к > 1), то существует такой элемент х С А, что ах = с, и по пред- 
положению индукции для некоторого уЕ рс+1А выполнено у = 
= рс Е рб+1С [р*-Ц. Выберем такой элемент а 6 р°А, что ра = и, 
и заметим, что @(х — а) = с — о Е рбС [р]. Следовательно, 
с — аа = “а: для некоторого а; Е р°А ис = аа, гдеа = и-+аЕ 
Е р?А. Отсюда вытекает, что!последовательность (2) точна в члене рбсС. 

Для завершения доказательства остается проверить, что В [| р°А= 
= р°В. При с = 0 это верно. Предположим, что это верно при некото- 
ром о, и докажем для о -Р 1. Для этого возьмем элемент Е ВП р°+А 
и элемент % Е р°А, для которых ра = 6. Так как “а, Е р°С [р], 
то можно найти такой элемент а, Е р°А [р], что “а, = “а. Отсюда 
а = а — а Е В1 р°А = р°В, откуда 6 = раб р°"В. Предельный 
шаг индукции проводится очевидным образом. а 

Следующая лемма — одна из основных ступеней доказательства 
важной теоремы 81.9. 


Лемма 80.3. Пусть дана коммутативная диаграмма 
0—М№М—4 
фе уе (5) 
0->В> А С-—0 
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с точными строками, где В — сбалансированная подгруппа группы А, 
и пусть ф не уменьшает высоты элементов из М, взятые в Ц. Если эле- 
мент в Е @ является собственным относительно подгруппы М и ре Е М, 
то р можно продолжить до такого отображения 


1ф*: (№, <) — А, 
что олр*о = фо и \* не уменьшает высоты. 


Если Й* (5) = в, то для некоторого а Е рбА выполнено аа = фр. 
Очевидно, ра — ф (ре) Е В[] рст'А = ромВ. Следовательно, суще- 
ствует такой элемент 6 Е р°В, что рь = ра —ф (р5). Положим \р*а = 
= а —ЬЕА. Легко видеть, что это порождает гомоморфизм группы 
(№, <? в группу А, для которого олр*о = аа = фо. Неравенство 
й* (а — 6) 20 =й* (5) очевидно, и чтобы проверить, что 1р* не 
уменьшает высоты, достаточно показать, что И* (© -- х) < И* ав 
-- 4х) для всех хЕ №. Так как элемент © был собственным относи- 
тельно М, то Й* (в + х) = шш (й* (5), И* (х)). С другой стороны, 
й* (а—Ь 1х) > шт (1* (@— 5), 1* (4х)) > ши (6,1 * (х)), что 
и завершает доказательство. а 


Если № — хорошая подгруппа группы С конечного [или счет- 
ного] индекса и (5) — диаграмма из леммы 80.3, то повторное приме- 


нение этой леммы дает продолжение 1: С —= А гомоморфизма 1р, для 
которого одр = ф. 
Упражнения 


1 (Куликов [3]). Подгруппа С группы А изотипна в А тогда и толь- 
ко тогда, когда для некоторого порядкового числа р подгруппа р?С 
изотипна в рРА и подгруппа С/рРС изотипна в А/ргС. 

2. Подгруппа С группы А изотипна в А тогда и только тогда, когда 
+1 = реСП] рб+А для любого порядкового числа о. 

3 (Ирвин и Уокер [2]). Любую подгруппу р-группы А, высоты 
элементов которой не превышают о, можно вложить в изотипную 
подгруппу группы А, высоты элементов которой также не превы- 
шают о. 

А. р-группа А длины т обладает изотипной подгруппой длины 
«т тогда и только тогда, когда или о — предельное порядковое 
число, или [о_1 (А) 52 0. 

5. Пусть р-группа А имеет длину не больше ®,. Показать, что 
всякую счетную подгруппу группы А можно вложить в счетную изо- 
типную подгруппу. [Указание: сделать как в предложении 26.2.] 

6. Пусть Д — группа с образующими 4%, а, ..., @в, 

и В, В, ..., 6, ... И определяющими соотношениями 


раз = бо, ро = 0, р”а, = а, р"Ь, = В, для любого п. 


Показать, что подгруппа В = (В, 6:,...,6и,...) сервантна, но не 
изотипна в А. 
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7. (Ирвин и Уокер [2]). Пусть А — такая р-группа, что | р®:А | = 
—= мо. Доказать, что в группе А имеется сервантная, но не изотипная 
подгруппа, содержащая р°®:А. 

. Если В — сбалансированная подгруппа группы А и последова- 
тельность (1) точна, то точна индуцированная последовательность 
0—Рв—>р). —>Ре-—-0 максимальных делимых подгрупп. 

9. Базисная подгруппа р-группы является сбалансированной тогда 
и только тогда, когда она выделяется в этой группе прямым слагаемым. 

10. Если В — сбалансированная подгруппа группы А и (а-- В} — 
циклическое прямое слагаемое группы А/В, то (В, а} — сбалансиро- 
ванная подгруппа группы А. 

11. (а) Сбалансированная подгруппа группы А, имеющая счетный 
индекс, выделяется прямым слагаемым. [Указание: применить замеча- 
ние, сделанное после леммы 80.3, к случаю, когда № = 0, С = С, 
ф< — 1с.] 

(6) Подгруппа счетной р-группы является сбалансированной в том 
и только в том случае, когда она выделяется в этой группе прямым 
слагаемым. 

12. Пусть М — хорошая подгруппа р-группы @, ар — гомоморфизм 
группы Л! в р-группу А, не уменьышающий высоты, взятые в группе (Ц. 
Если М < М = Си М/М — счетная группа, то ф можно продолжить 
до гомоморфизма группы М в А, также не уменынающего высоты. 
[Указание: последовательное продолжение; если | М: М | = р, про- 
должать, как в лемме 80.3.] 

13. Если В — сбалансированная подгруппа группы @, то 
Тог (В, Х) — сбалансированная подгруппа группы Тог (@, Х) для 
любой группы Х. [Указание: использовать теорему 63.2 и лемму 64.2.] 
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Неоднократно делались попытки распространить теорему Ульма 
на случай различных р-групп, не обязательно равных прямым суммам 
счетных р-групп. Очевидно, очень естественно возникает такая пробле- 
ма: найти наиболее широкий класс р-групп, в котором отдельные 
группы различаются с помощью их инвариантов Ульма — Каплан- 
ского. В этом направлении в последние годы появилось болышое коли- 
чество работ. В результате в нашем распоряжении оказывается богатая 
теория и, главное, указанная выше проблема полностью решена. 


К теории можно подойти с разных сторон, и каждая из них выделяет некото- 
рый специфический аспект рассматриваемого класса групп. Наша отправная 
точка близка к выбранной Хиллом. Затем мы получаем различные эквивалент- 
ные характеризации класса и в конце доказываем обобщенную теорему Ульма. 

Если исследовать детали доказательства теоремы Ульма 77.3, то легко 
заметить, что основным в нем (хотя и не вполне достаточным для доказательства) 
был тот факт, что всякое сохраняющее высоту изоморфное отображение конеч- 
ной подгруппы можно продолжить на ступень дальше и в конце концов достичь 
всей группы. Как мы знаем из леммы 77.1, этим свойством продолжаемости 
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обладают все хорошие подгруппы. Учитывая это, мы сосредоточим внимание 
на группах, которые можно достичь посредством подобного же, но, быть может, 
трансфинитного процесса при помощи хороших подгрупп. 


Пусть А — некоторая р-группа и 
о Ме (1) 


— вполне упорядоченная строго возрастающая цепочка подгрупп 
группы А, обладающая такими свойствами: 


а) № =0, М, = А; 
6) каждая подгруппа М№,, — хорошая подгруппа группы ДА; 
в) | №: М№»|=р для любого А < и; 
г) №, = ИА, если /), — предельное порядковое число. 
х< 
Такая цепочка будет называться хорошим композиционным рядом 
группы А. 


Покажем, что счетные р-группы и их прямые суммы принадлежат 
классу групп, обладающих хорошими композиционными рядами. 


ЛЕММА 81.1. Прямые суммы счетных р-групп обладают хорошими 
композиционными рядами. 


Если немного подумать, это почти очевидно, но провести доказа- 
тельство во всех его деталях не так просто. 

Пусть сначала А — счетная р-группа. Тогда групну А, очевидно, 
можно получить как объединение возрастающей последовательности 
типа « ее конечных подгрупп. Вставив, если нужно, подгруппы между 
соседними членами, получаем возрастающую цепочку подгрупп 0 = 


М М МС Мыс: 2. те 0 № = № = А 
<® 


и М№, имеет индекс р в №»: при любом К. Так как конечные подгруппы 
являются хорошими, это действительно хороший композиционный ряд 


группы А. 
Если А — прямая сумма счетных р-групп, то вполне упорядочим 
множество индексов и напишем А = Ф ДА. где А. — счетные груп- 


от 
пы, а т — некоторое порядковое число. Если 0 = Мо < Мао... 
. < № = А. — хороший композиционный ряд группы Ас, то 


О = Ми Мес ео СФ. 
. < ФАФМ№с...с Ф А. =А 


0<б 0<* 
— хороший композиционный ряд группы А. а 


Будет удобно перечислить следующие утверждения, которые или 
проверяются непосредственно, или вытекают из доказательства лем- 
мы 81.1. 

А) Если В — сбалансированная подгруппа группы А и группы В 
и А/В обладают хорошими композиционными рядами, то А также 
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обладает хорошим композиционным рядом. То же утверждение верно, 
если В = р°А для некоторого порядкового числа о. 

Б) Чтобы группа А имела хороший композиционный ряд, доста- 
точно существования вполне упорядоченной возрастающей цепочки 
подгрупп (1) со свойствами а), б) и г), в которой вместо свойства в) 
выполняется требование, чтобы группы М№,-1/М№» были счетными. Это 
простое следствие из п. 6) $ 79. 

В) Прямые суммы р-групп, обладающих хорошими композиционны- 
ми рядами, также обладают хорошими композиционными рядами. 


Тщательный анализ может убедить читателя в том, что определение хороше- 
го композиционного ряда было сформулировано в несколько более сильной форме, 
чем требуется для доказательства следующих теорем. На самом деле свойство 6) 
можно заменить требованием, чтобы лишь смежные классы а -- М№,, где аЕ 
Е М, +1 М», содержали элементы, собственные относительно М), для каждого А 
[более того, достаточно это предполагать ровно для одного из р — 1 смежных 
классов]. 

Следующая теорема и ее следствия выявляют замечательные СВОЙ- 


ства р-групп, обладающих хорошими композиционными рядами. 


ТеорвмА 81.2. Пусть А и С — редуцированные р-группы, и пусть 
ф — сохраняющий высоту изоморфизм между хорошей подгруппой @ 
группы А и подгруппой Н группы С. Предположим, далее, что 


%) группа А/С обладает хорошим композиционным рядом; 
В) относительные инварианты Ульма — Капланского удовлетво- 
ряют условию |‹ (А, в) < р, (С, Н) для любого о. 


Тогда изоморфизм ф можно продолжить 00 сохраняющего высоту 
изоморфного отображения ф* группы А в С. 


Для каждого © выберем произвольный мономорфизм к: 
рбА [р]/С (в) — р°С [РИН (6). Выберем также хороший композицион- 
ный ряд, соединяющий подгруппу С с группой Д: 

ме мМе ес М А. 
Рассмотрим множество всех таких пар (№), ф»), что 


1) Ф», — сохраняющий высоту изоморфизм между М№,, и некоторой 
подгруппой М, группы С; 

2) ограничение ф), на С совпадает с $; 

3) “‹ индуцирует изоморфизм М, (в)/С (0) — М, (с)/Н (6) при 
любом о. 


Это множество очевидным образом частично упорядочено. В силу 
леммы Цорна в нем существует максимальная пара (№, ф.). Из усло- 
вия 3) следует, что [‹ (А, №,) < [‹ (С, М,)] для каждого о. В силу 
условия 1) мы теперь находимся в обстановке леммы 77.1, и ф., можно 
продолжить до сохраняющего высоту изоморфизма ф..-, между под- 
группой №,-, и подгруппой М... группы С, для которой условие 3) 
по-прежнему выполняется. Но это противоречит максимальности 
пары (№, ф.), если не выполнено №, = А. в 
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Следствие 81.3. Пусть А — редуцированная р-группа, обладающая 
хорошим композиционным рядом. Группа А изоморфна изотипной 
подгруппе р-группы С в том и только в том случае, когда 


К° (А) < К (С) при любом о. 


Необходимость этого условия вытекает из п. Г) $ 80. Чтобы дока- 
зать его достаточность, просто применим теорему 81.2, положив 
@ = 0 = Н. Тогда получится изоморфное вложение группы А в С, 
сохраняющее обобщенные высоты. а 


СЛЕдствиЕ 81.4. Пусть А и С — некоторые р-группы, а | — гомо- 
морфизм хорошей подгруппы С группы А в С, не уменьшающий высоты. 
Если факторгруппа А/С обладает хорошим композиционным рядом, 
то 1 можно продолжить до гомоморфизма \*: А — С, который также 
не уменьшает высоты. 


Заметим, что Ч индуцирует сохраняющий высоты автоморфизм ф: 
аФС-—(4 ФС, где (5, с) => (5, с-- пс). Так как С Ф С — хорошая 
подгруппа группы А ® С и группа (А Ф С)/(С ® С) обладает хоро- 
шим композиционным рядом, то можно применить теорему 81.2, 
и получится сохраняющее высоты изоморфное отображение ф* груп- 
пы А ФС в [более того, на] себя. Теперь последовательное выпол- 
нение естественного вложения А — А Ф С, автоморфизма $ф* и есте- 
ственной проекции А Ф С-+ С даст нужное отображение 1*. в 


Существует более сильная форма условия существования хоро- 
ших композиционных рядов. Мы скажем, что р-группа А обладает 
хорошей системой [Хилл [17] называет это условие третьей аксиомой 
счетности], если в А существует такая система М хороших подгрупп, 
что 

а’) ОЕМ; 

6’) если {М№;}+ег— произвольное подмножество из М, то УМ, ЕМ: 

(ЕТ 

в’) для любой подгруппы МЕМ и счетного подмножества Х группы А 

существует такая подгруппа МЕМ, что 


М, Х=м и |М/М <. 


Простое упражнение в трансфинитной арифметике — проверить 
существование хороших композиционных рядов в группах, обладаю- 
щих хорошими системами. Как ни странно, все группы, обладающие 
хорошими композиционными рядами, обладают также хорошими 
системами; этот факт непросто доказать, но он будет следовать из 
теоремы 81.9. 

Если А — счетная р-группа, то {0, А} — хорошая система в груп- 
пе А. Если А — прямая сумма счетных р-групп А; (ГЕ Г), то под- 
группы №; = Ф А,, где . пробегает все подмножества множества Г, 

(ЕЛ 
образуют хорошую систему в А. 
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Нам понадобится следующая лемма. 


ЛеммА 81.5 (Хилл [24]). Класс групп, обладающих хорошими систе- 
мами, замкнут относительно прямых сумм и прямых слагаемых. 


Пусть М; — система хороших подгрупп в группе А; (ГЕ Г), обла- 
дающая свойствами а’) — в’), и пусть № — множество всех т М№ 
группы А = ‚® А;, имеющих вид № = ФМ,, где №; Е М.. В силу 


ЕТ 
п. Г) из $ 79 а подгруппа № хорошая в А. Свойства а’) и б’) 
в М выполняются тривиальным образом. Пусть Х — счетное под- 
множество группы А, и пусть М ЕМ. Существует такое счетное под- 
множество / множества [, что Х = ФА; и для каждого ЕЕ / суще- 


ЕЛ 
ствует такая подгруппа М; Е М;, что М; = М;, МЫМ; — счетная 
группа и М; содержит проекцию множества Х в Д;. Полагая М; = №; 
при {Е Г`\\ У и беря М = ФМ,;, получим подгруппу, о которой 
ЕТ 


говорится в свойстве в’). 

Далее, пусть А = В Ф С, и пусть М — система хороших подгрупп 
группы А со свойствами а’) — в’). Обозначим через № множество 
всех подгрупп М’ <= В, для которых при некотором М№ Е М справедливо 
№М = №’ Ф (МПС). Снова по п. г) из $ 79 №’ — хорошая подгруппа 
в В. Почти очевидно, что множество №’ обладает свойствами а’) и 0’). 
Пусть Х — счетное подмножество группы В и №' Е №. Предположим, 
что для группы №МЕМ выполнено № = №’ (МП С). Выберем 
М ЕМ таким, чтобы было (№, Х) = М, и | ММ | < щ. Суще- 
ствуют такие подгруппы В+, Су, что №’ = В, = ВиМП С = С, = С, 
причем | В./М№' | < жми | С./(МП С) | < ж, а М = В, ФС,. Мож- 
но найти такую группу М, Е М, что <М, В.) = № и | М./М | < чо. 
Продолжая таким же образом, мы получим, что существуют последо- 
вательности подгрупп №, Е М, В, = В, С =Сс п=1,2,...) со 
следующими свойствами: 


№, = В, ФС», М, Вь) = Мпа и | ММ | < 3. 
Очевидно, что если М = Ч М ЕМ, то М = (МП В) Ф (МПС, 


па) 
откуда М П ВЕМ.. Для завершения доказательства достаточно заме- 


тить, что (№, Хх = МПВ и |(МПВ)/М’ |< | М/М | < мо. а 


До сих пор у нас нет примеров р-групп, обладающих хорошими 
системами и отличных от прямых сумм счетных р-групп; в самом деле, 
лемма 81.5 новых примеров не дает. Чтобы убедиться в том, что гораздо 
более широкий класс р-групп обладает хорошими системами и что 
длины таких групп не ограничены в совокупности никаким порядко- 
вым числом, мы будем строить группы по индукции. Как мы увидим, 
эти группы будут играть существенную роль в развиваемой теории. 

Начав с группы Но = 0, мы для каждого порядкового числа в 
построим такую р-группу Но, что 


1) Не имеет длину о; 
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2) Р°Но-. — циклическая группа порядка р и Но-4/р°Но-и = Но; 
3) Не.= Ф Нь, если с — предельное порядковое число; 

р<о 
4) каждый инвариант Ульма — Капланского группы Нх не боль- 


ше |о |. 


Так как Ну = 0, из условия 2) следует, что Н„ — циклическая 
группа порядка р” при любом целом п >> 0. Кроме того, условие 3) 


показывает, что Нь = Ф Н». Вообще из условия 3) видно, как 
п<® 

получить группу Нъ для предельного порядкового числа о, если уже 

определены все группы Нр при © < о. 

Чтобы определить группы Но. для непредельных порядковых 
чисел о, нам нужно будет рассмотреть два случая в зависимости от 
того, следует о непосредственно за предельным порядковым числом 
или нет. Предположим сначала, что группа Но.1: известна. Тогда 
построить группу Н о+› легко. Пусть С — циклическая группа поряд- 
ка р* и у — эпиморфное отображение группы С на циклическую груп- 
пу С’ порядка р. Индуцированное отображение у.„: Ехё (Но, С) — 
— Ех (Но, С’) является эпиморфизмом, поэтому существует р-группа 
Но+2, делающая диаграмму 


0—С———Н.-»—Нь—0 


а | (2) 
0—С' = Ноа — Ноа —Не—0 


коммутативной, а ее первую строку точной. Здесь р°Но. =0 влечет 

за собой р°Но-+ = С. Но из Р°Но-»> = РС следовало бы р°Ном =0, 

что невозможно. Значит, группа Но-+, удовлетворяет условиям 1) и 2). 

Остается определить Но+1 для предельного порядкового числа о. 

Заметим, что Но. = Ф (Нь+1/РН +4), где все группы рН цикличе- 
рб 


ские порядка р. Поэтому, используя кодиагональное отображение 
У: Ф РН. С’, можно определить Но-и, используя универсальный 


о 
квадрат, и получить коммутативную диаграмму 


0— ОФ реНра — в Но — Нс —0 
0<6б 


уу | (9) 


0——>С-———-—-Н.щ.-—Н-—0 


с точными строками. Так как у — эпиморфизм, С’ <= рбН ол. Обрат- 
ное включение вытекает из равенства рбН. = 0. Следовательно, 
группа Но-. удовлетворяет условиям 1) и 2). 

Условие 4) легко получается из определения, если просто исполь- 
зовать трансфинитную индукцию. 


Замечание. Для ориентации читателя отметим сразу, что определен- 
ная выше группа Но-о зависит от выбора эпиморфизма 7. Но различные выборы 
) ведут к изоморфным группам Но-+2, так как другой выбор у попросту означает, 
что до ф был применен автоморфизм группы С, который [так как он является 
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умножением на целое число, взаимно простое с р], очевидно, продолжается до 
изоморфизма между двумя группами Но-+2. Те же замечания применимы к постро- 
ению группы Но-1 В диаграмме (3). Следовательно, полученные выше группы На 
определены однозначно с точностью до изоморфизма. 


Легко заметить, что группа Нь+: нам давно знакома. В самом деле, 
эта группа изоморфна группе А примера Прюфера из $ 35 [это про- 
стейший пример несепарабельной редуцированной р-группы]. В силу 
этого определенную выше группу Но. будем в дальнейшем называть 
(обобщенной) группой Прюфера длины о. Нунке [7] первым обратил 
внимание на важность таких групп. 

Теперь мы можем проверить, что такие группы содержат хорошие 
системы. 


ЛЕММА 81.6. Обобщенные группы Прюфера обладают хорошими 
системами. 


Докажем это с помощью трансфинитной индукции. В предельном 
случае утверждение очевидно в силу леммы 81.5, так как тогда Но — 
прямая сумма групп Нр, где р < о. Если Но обладает системой М 
хороших подгрупп со свойствами а’) — в’), то прообразы подгрупп 
из М при эпиморфизме, Но-, —> Но, ядро р°Н ол которого — хорошая 
подгруппа группы Н о+1, дают систему подгрупп группы ВН сл нужного 
типа. а 


В следующих двух результатах выявляются важные свойства 
групп Прюфера Но. 


Лемма 81.7 (Нунке [7]). Если А — некоторая р-группа и ае 
Е р°А [р"|, то существует гомоморфизм 


ф: Но+п—А, такой, что фй=а, 
где й — образующий элемент группы р°Но-ь. 


Соответствие Й-»>а определяет гомоморфизм 1: р°Но-»т — (а), 
не уменьшающий высоты. Так как рбНо-„— хорошая подгруппа 
группы Но-+„, факторгруппа по которой обладает хорошим компози- 
ционным рядом, то по следствию 81.4 гомоморфизм \ продолжается 
до требуемого гомоморфизма ф. в 


ЛЕммА 81.8. Пусть А — редуцированная р-группа длины т. Суще- 
ствуют прямая сумма Н обобщенных групп Прюфера длины не больше т 
и эпиморфизм Фф: Н—> А, ядро которого — сбалансированная под- 
группа группы Н. 


Для любого ненулевого элемента а Е рбА [р"] (в -- п < ®) выбе- 
рем обобщенную группу Прюфера На = Но-и и гомоморфизм Фа: 
На — А в соответствии с леммой 81.7. Положив Н = Ф На, полу- 


аЕА. 
чаем эпиморфное отображение ф = у (® Фо) группы Н на А. Оче- 
видно, ф (р°Н [р]) = р°А [р] при любом ©, поэтому из предложе- 
ния 80.2 следует, что Кег ф — сбалансированная подгруппа груп- 
пы НД. а 
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Теперь легко доказать основной результат этого параграфа. 


ТЕорЕмА 81.9. Следующие условия, накладываемые на редуцирован- 
ную р-группу А, эквивалентны: 

&) группа А обладает хорошей системой; 

В) группа А обладает хорошим композиционным рядом; 

у) группа А проективна относительно всех сбалансированно точных 
последовательностей р-герупп 0 — В (> С-—0; 

0) группа А — прямое слагаемое прямой суммы обобщенных групп 
Прюфера. 


Мы уже отмечали, что импликация 0) = В) тривиальна. 
Предполагая выполненным условие В), докажем, что имеет место 
условие 1). Рассмотрим диаграмму 


А 
7 
ф/ 
Г Ф 


ВО 


где В — сбалансированная подгруппа группы С, и выберем в груп- 
пе ДА хороший композиционный ряд (1). Отображение ф можно опре- 
делить последовательно для групп №, с помощью трансфинитного про- 
цесса: на предельных местах будем брать объединение, а при переходе 
от Л, к №). будем просто ссылаться на лемму 80.3. 
Предположим теперь, что выполнено условие 7), и докажем, что 
выполнено условие 6). Из леммы 81.8 мы знаем, что для всякой р-груп- 
пы А существуют прямая сумма Н обобщенных групп Прюфера и сба- 


лансированно точная последовательность 0 — В —— Н д =0. При- 
меняя условие 7), получаем, что фф = 1) для соответствующего 
гомоморфизма 1р: А — Н. Следовательно, группа А изоморфна пря- 
мому слагаемому группы Н. 

Наконец, выведем условие &) из условия 0). Теперь утверждение 
вытекает из лемм 81.5 и 81.6. в 


С помощью трансфинитной индукции можно непосредственно убе- 
диться в том, что ульмовские факторы обобщенных групп Прюфера 
являются прямыми суммами циклических групп. Так как это свойство 
наследуется прямыми суммами и прямыми слагаемыми, то сразу 
получается 


ПредложениЕ 81.10. Все ульмовские факторы р-группы А, удовле- 
творяющей одному из условий [а значит, и всем условиям] теоремы 81.9, 
являются прямыми суммами циклических групп. в 


Что касается структурной теоремы для групп, о которых идет речь 
в теореме 81.9, то здесь мы отсылаем читателя к теореме 83.3. 

Естественно задать вопрос: какие редуцированные р-группы инъективны 
относительно класса сбалансированно точных последовательностей р-групп? 
Неожиданным образом этот вопрос не приводит к новому классу групп: здесь 
получается класс периодически полных р-групп [Гриффит [9]]. 
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Чтобы это доказать, заметим, что все сервантно точные последовательности 
р-групп 0 — А — С — С - 0, где С: = 0, должны быть сбалансированно точ- 
ными. Поэтому, если группа А инъективна относительно всех сбалансированно 
точных последовательностей р-групп, то Рех+ (С, А) = 0 для всех сепарабельных 


р-групп С. Если взять С = В, то получится, что А— периодически полная группа, 
как было показано в 6 68 [см. замечание]. 


Упражнения 


1*. (а) Используя теорему 82.4, показать, что неограниченная 
периодически полная р-группа не может обладать хорошим компо- 
зиционным рядом. 

(6) Периодическая часть прямого произведения бесконечного числа 
неограниченных редуцированных р-групп, обладающих хорошими 
композиционными рядами, никогда не обладает таким рядом. 

2. Пусть А — некоторая р-группа, п — натуральное число. Дока- 
зать, что подгруппа р”А обладает хорошим композиционным рядом 
в точности тогда, когда хорошим композиционным рядом обладает 
группа Д. 

3. Пусть р-группа А обладает хорошей системой. Если В — конеч- 
ная подгруппа, а С — подгруппа конечного индекса группы А, то 
группы А/В и С обладают хорошими системами. 

А. (а) Для любого бесконечного порядкового числа о обобщенная 
группа Прюфера Но. длины о имеет мощность | о |. 

(6) Показать, что р (Н‹) == 0 для всех р < о. 

5. Доказать, что группы Прюфера Но. определяются с точностью 
до изоморфизма свойствами 2) и 3). 

6. Пусть о — изолированное порядковое число. Любое прямое 
слагаемое прямой суммы обобщенных групп Прюфера, имеющих 
длины не больше ®,., является прямой суммой групп, мощности кото- 
рых меньше х.. [Указание: использовать предложение 9.10.] 

7. (а) Для любого порядкового числа о существует такое расши- 
рение С. группы & при помощи группы Н о, что 


бб = и 0:/0°+"Ц, = Но.и для каждого целого п>0. 


(6) Показать, что С-„ = @‹ для любого порядкового числа © 
и целого числа п. 


8 (Нунке [5]). Если С. — группа из упр. 7, то для любой группы А 
Нот (Съ, А) = р°А. 


9. Для любой р-группы А и любого порядкового числа © > ® 
существует эпиморфизм 0: Тог (Но, А) = А. [Указание: применить 
теорему 63.1 к точной последовательности 0 7—4. —>Н.-—>0 
и заметить, что С, ® А-> Н. @ А — изоморфизм.] 

10. Доказать справедливость следствия 81.4, опираясь не на 
теорему 81.2, а на лемму 80.3. 

11. (а) Показать, что р-группа обладает хорошим композиционным 
рядом [хорошей системой] в том и только в том случае, когда им [ею] 
обладает ее редуцированная часть. 
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(6) Делимые р-группы проективны относительно всех сбаланси- 
рованно точных последовательностей р-групп. 

(в) Распространить теорему 81.9 на случай нередуцированных 
р-групп. 

12 (Уорфилд). Короткая точная последовательность р-групп, отно- 
сительно которой проективны все группы, описываемые теоремой 81.9, 
является сбалансированно точной. 

13. Показать, что если редуцированная р-группа А содержит 
подгруппу С, обладающую хорошей системой и такую, что А/С = 
= 7 (р®), то группа А также обладает хорошей системой. 


$ 82. Тотально проективные р-группы 


Важнейший тип р-групп был выявлен Нунке [5] при гомологиче- 
ских рассмотрениях. Несколькими годами позже Хилл заметил, что 
эти р-группы различаются с помощью своих инвариантов Ульма — 
Капланского и составляют наиболее широкий класс групп с этим 
СВОЙСТВОМ. 

Пусть о — порядковое число. Тогда р-группа А называется 
рс-проективной, если 


р° Ех (А, С) =0 для любой группы С. 
Редуцированная р-группа А называется тотально проективной, если 


р° Ех{ (А/р°А, С) =0 для любого порядкового числа в 
и любой группы С. 


Другими словами, группа А тотально проективна тогда и только 
тогда, когда А/рбА является рс-проективной группой для любого 
порядкового числа о. 

Для удобства использования выпишем здесь некоторые замечания, 
которые непосредственно следуют из определений. 


А) Класс рб-проективных [тотально проективных] р-групп замкнут 
относительно взятия любых прямых сумм и прямых слагаемых. 


Б) Тотально проективная р-группа, длина которой не больше о, 
является рб-проективной. 


В) р-группа А является р"“-проективной, где п — неотрица- 
тельное целое число, тогда и только тогда, когда р”А = 0 [ср. п. Г) 


из $ 52]. 


Г) Прямые суммы циклических р-групп тотально проективны 
и р®-проективны [ср. с теоремой 53.3]. 


Д) Если группа А тотально проективна, то группа А/реА также 
тотально проективна для любого порядкового числа р. 


Наша основная цель — изучить тотально проективные р-группы. 
Чтобы ее достичь, нужно иметь больше сведений о рб-проективных 
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И тотально проективных р-группах. Многое мы сможем извлечь из 
следующих двух лемм. 


Лемма 82.1 (Нунке [5], Ирвин, Уокер К. и Уокер Э. [1]). Если 
$ — такой подиоколь р-группы А, что А/$ есть рб-проективная 
группа, то группа А является р°+-проективной. 


В силу п. В) это верно для конечных порядковых чисел о, поэтому 
предположим, что © > ®. По теореме 51.3 для любой группы С полу- 
чаем точную последовательность 


Нот ($, С) -* Ех (4/5, С) > ЕХЕ(А, С) — Ех ($, С) 0. 


Здесь р Ех{ ($, С) =0 влечет за собой р Ех® (А, С) = Ппф. Нам 
нужно только проверить, что р°+ [Ппф = 0, так как тогда 
р°+* Е х+ (А, С) =0 [заметим, что 1 Ро = в, поскольку о > 0]. 

Более общо, мы покажем, что если Т — подцоколь р-группы Ё, 
для которой р°Е = 0, то рб+* (Е/Т) = 0. [Мы можем применить это 
к случаю, когда Т = Пиф и Е = Ех (4/5, С).|] Очевидно, что 
р° (Е/Т) = Е[рИТ, откуда р°+1 (Е/Т) = 0, а это и требовалось. а 


С помощью таких же рассуждений можно установить следующий 
факт, касающийся тотальной проективности. 


ЛвммА 82.2 (Нунке [5]). Если А — такая р-группа, что р°+А = 0 
и А/рбА тотально проективна, то А тотально проективна. в 


Теперь можно сделать следующее замечание. 


Е) Для тотальной проективности р-группы А достаточно, чтобы 
для всех предельных порядковых чисел о и всех групп С выполнялось 
равенство рб Ехё (А/р°А, С) = 0. Действительно, из леммы 82.2 
можно вывести, что условие рб Ехё (А/р°А, С) = 0 для всех групп С 
влечет за собой условие р°+* Ех{ (А/рб+1А, С) = 0 для всех С. 


Теперь можно точно установить, что представляют собой тотально 
проективные р-группы. 


ТЕОРЕМА 82.3 (Хилл [24]). р-группа тотально проективна тогда 
и только тогда, когда она удовлетворяет одному из эквивалентных 
между собой условий теоремы 81.9. 


Наша первая задача — показать, что прямое слагаемое прямой 
суммы обобщенных групп Прюфера тотально проективно. В силу п. А) 
достаточно установить тотальную проективность обобщенной группы 
Прюфера Н.. Проведем индукцию по 0. Переход от дв ко -{ 1 три- 
виален в силу леммы 82.2. Для предельных порядковых чисел о, 
когда Но. — прямая сумма всех Нь, где о < о, утверждение также 
тривиально в силу п. А). 

Обратно, пусть группа А тотально проективна. Мы хотим прове- 
рить, что она обладает одним из эквивалентных свойств, перечислен- 
ных в теореме 81.9. Снова используем индукцию, на этот раз по дли- 


110 Гл. ХШ. р-группы с элементами бесконечной высоты 


не о группы А. Если о — натуральное число п, то р”А =0, А — 
ограниченная группа и, таким образом, прямая сумма циклических 
р-групп, а значит, А принадлежит классу групп, о котором говорится 
в теореме 81.9. 

Пусть утверждение уже доказано для тотально проективных 
р-групп длины не больше о, и пусть А — тотально проективная р-груп- 
па длины о -|- 1. По предположению индукции группа А/р°А имеет 
хороший композиционный ряд, и этим же свойством обладает элемен- 
тарная р-группа р°А. Следовательно, группа А удовлетворяет усло- 
вию В), а значит, и всем условиям теоремы 81.9. 

Наконец, предположим, что а — предельное порядковое число 
и что утверждение верно для всех порядковых чисел, меньших о. 
Пусть А — тотально проективная р-группа длины 0. Нам нужно 
только показать, что сбалансированно точная последовательность ЕЁ: 
0 — В = (4 — АД — 0 обязательно расщепляется. Как было отмечено 
в $ 80, для любого р < ов последовательность 0-— В/реВ — С/реб — 
— Д/рРА — 0 точна и диаграмма (3) коммутативна. Исходя из ее 
верхней и нижней строк и естественных отображений ф и \ф, получаем 
диаграмму 


РО. В ь Ж 60 
$] УХ || 
Ерф: 0-> В/рВ-> Н - А 
|| | {+ 


Е›: 0-> В/роВ -*> С/реб > АрРА-> 0 


—0 


где средняя строка определяется как Еф, откуда следует, что два 
нижних квадрата коммутативны. Так как Н получается с помощью 
коуниверсального квадрата, а композиция естественного отображе- 
ния \: С -> (/рРС и отображения & совпадает с отображением \рВ, то 
существует однозначно определенное отображение ^: @—Н, для 
которого м = иА и 0А = В. Для доказательства коммутативности 
диаграммы остается только проверить, что уф = Ам. Но равенства 
иуф = &ф = 99 = цАа и 0%ф = 0 = Ва = 6Ах показывают, что уф 
и Л& — это отображения группы В в Н, такие, что в композиции с ото- 
бражениями и и 6 соответственно они дают одно и то же отображение. 
Так как Н получалось с помощью коуниверсального квадрата, то 
уф = Аа, что и требовалось. 

Из замечания, сделанного в $ 80, следует, что В/рРВ — сбаланси- 
рованная подгруппа группы С/реб. Поэтому в силу предположения 
индукции последовательность Е, должна расщепляться. Следова- 
тельно, средняя строка тоже расщепляется, и в силу точности после- 
довательности 


Ех1 (А, рРВ) —® Ех (А, В) —> Ех (А, В/реВ) 
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мы получаем, что Е Е [п х., гдех: реВ — В — вложение. Воспользо- 

вавшись очевидным аналогом предложения 56.1, приходим к вклю- 

чению [шх„ = ре Ех (А, В), поэтому — ЕЕП рр ЕхЕ (А, В) = 
р<св 


= р‘ Ех{ (А, В). Последняя группа нулевая, поэтому последова- 
тельность Ё расщепляется. а 


Используя теорему 82.3, мы можем получить важную информацию 
о том, как тотально проективные р-группы связаны с прямыми суммами 
счетных р-групп. 


ТЕОРЕМА 82.4 (Нунке [7]). Редуцированная р-группа является 
прямой суммой счетных р-групп тогда и только тогда, когда она — 
тотально проективная р-группа длины не больше в. 


Из леммы 81.1, теоремы 81.9 и теоремы 82.3 ясно, что прямая 
сумма счетных р-групп тотально проективна; ее длина не должна 
превышать ®.. Обратно, теоремы 82.3 и 81.9 показывают, что тотально 
проективная р-группа А длины не больше ®, выделяется прямым 
слагаемым в некоторой прямой сумме обобщенных групп Прюфера 
длины меньше ®,. Эти обобщенные группы Прюфера счетны, поэтому 
в силу предложения 9.10 группа А — прямая сумма счетных 
р-групп. а 

В свете теоремы 82.4 мы действительно можем рассматривать тотально 
проективные р-группы как обобщение прямых сумм счетных р-групп. В то время 
как длины прямых сумм счетных р-групп ограничены порядковым числом о, 
длины тотально проективных р-групп могут быть сколь угодно большими поряд- 
ковыми числами. Взаимосвязь между этими двумя классами групп станет еще 
более ясной в следующем параграфе, где будет доказана структурная теорема для 
тотально проективных р-групп. 

Класс тотально проективных р-групп может быть охарактеризован 
следующим замечательным образом. [Здесь всегда подразумевается, 
что любой класс групп содержит вместе с группой А также все группы, 
ей изоморфные.] 


ТЕОРЕМА 82.5 (Паркер и Уокер [1]). Класс тотально проективных 
р-групп является наименьшим классом групп ® со следующими свой- 
ствами: 


1) $ содержит циклическую группу порядка р; 

2) © замкнут относительно взятия прямых сумм и прямых сла- 
гаемых; 

3) для произвольной группы А и порядкового числа в включение 
А Е® имеет место тогда и только тогда, когда рЗА Е $ и А/рбАЕ®. 


С помощью совсем простой индукции можно получить, что все 
группы Прюфера Н ‹ принадлежат классу ®, и из условия 2) следует, 
что элементами класса ® являются все тотально проективные р-груп- 
пы. Так как класс тотально проективных р-групп обладает перечислен- 
ными свойствами [см. п. д), п. ж) изб 79 ип. А) из$ 81], утверждение 
доказано. а 


112 Гл. Х/Г. р-группы с элементами бесконечной высоты 


Упражнения 


1 (Ирвин, Уокер К. и Уокер Э. [1]). Если А является р°-проектив- 
ной группой, то Ех{ (А, С) = Ех (А, С/р°С) для любой группы С. 
(Указание: аналогично предложению 56.1.] 

2 (Нунке [5]). (а) р°-проективная группа А имеет длину не боль- 
ше о. [Указание: чтобы показать, что не может быть рбА 52 0, рас- 
смотреть коммутативную диаграмму 


Нот (А/0°А, С/роС) > Ном (А, С/р°С) — Нот (р°А, С/р°С) 
| 


Ех! (А/рзА, рС)-> Ех+(А, °С) > Ех (р°А, рзС) > 0 


р° Ех (А, С) =0 


с точными строками и столбцами; из того, что у — отображение на 
и а = 0, получить, что В = 0; но С можно выбрать так, чтобы 
Ех& (р°А, рбС) == 0.] 

(6) Тотально проективная р-группа ре-проективна тогда и только 
тогда, когда ее длина не превосходит о. 

(в) Группа Но. является рР-проективной в том и только в том 
случае, когда о < о. 

3 (Нунке [7]). (а) р-группа А тотально проективна тогда и только 
тогда, когда р°А и А/р°А — тотально проективные группы (6 — про- 
извольное фиксированное порядковое число). 

(6) Пусть © — счетное порядковое число. Группа А является 
прямой суммой счетных р-групп в точности тогда, когда р°А и А/рбА— 
прямые суммы счетных р-групп. 

4. Если группа А тотально проективна и р"А = С = А при неко- 
тором п, то С — тотально проективная группа. [Указание: использо- 
вать равенство р®С = р®А и упр. 3 (а).] 

5. Класс тотально проективных р-групп останется прежним, если 
в его определении в качестве С брать только р-группы. [Указание: 
проверить доказательства.] 

6. Если О В > С — А —> 0 — сбалансированно точная после- 
довательность и и = (0%,..., бт, ...) — произвольная возрастаю- 
щая последовательность порядковых чисел и символов со, то О — 
— В (и) — С (и) — А (и) — 0 — снова сбалансированно точная после- 
довательность. [Указание: для аЕА (и) выбрать такой элемент х 
в тотально проективной р-группе Т, что Н (х) = Н (а), и продолжить 
х -> а до отображения Т > А, проходящего через С — А.] 

7. Для произвольной редуцированной р-группы А существуют 
тотально проективная р-группа С и эпиморфизм ф: @ — А с ядром 
Кег ф, сбалансированным в О(. 

8 (Нунке [5]). Показать, что если А — некоторая р°-проективная 
р-группа, то тем же свойством обладает и группа Тог (А, С) для любой 
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группы С. [Указание: если использовать изоморфизм 
Ехё (А, Ех (С, ()) = ЕхЕ (Тог (А, С), (), 


доказательство становится тривиальным.] 

9 (Нунке [5], Ирвин, Уокер К. и Уокер Э. [1]. Точная последо- 
вательность ЕЁ: 0 — @ — Н —> Л 0 называется рб-сервантно точной 
[а С называется рб-сервантной подгруппой группы Н], если Е пред- 
ставляет элемент из рб Ехё (Л, @). Проверить справедливость следую- 
щих утверждений [мы предполагаем, что С = В = А]: 


|1) если подгруппа С является рб-сервантной в А, то она рб-сер- 
вантна в В; 

2) если С есть рс-сервантная подгруппа группы В, а В есть рб-сер- 
вантная подгруппа группы А, то С является рб-сервантной подгруп- 
пой в Д; 

3) если В есть рб-сервантная подгруппа группы А, то В/С есть 
рб-сервантная подгруппа группы А/С; 

4) если С есть рб-сервантная подгруппа группы А, а В/С есть 
рб-сервантная подгруппа группы А/С, то В является рб-сервантной 
подгруппой группы 4 

[Предуипреждение: р-сервантность в смысле $ 26 — это р®-сервант- 
ность в новом смысле.] 


10 (Гриффит [10]). Если 0— В — А —> С-> 0 является рб-сервант- 
но точной последовательностью, то 


@ (рРА [р]) = РС [р] для любого оо. 


[ Указание: если с Е рбС [р], взять гомоморфизм ф: Ни -— С, для 
которого ф (реНь-.) = (с); так како -- 1 < с, то Ни есть рс-проек- 
тивная группа и для некоторого т: Но — А выполнено одр = фФ. 

11 (Ирвин, Уокер К. и Уокер Э. [1]). Если С есть рб-сервантная 


подгруппа группы А, то рРС=С [|] рРА для каждого о<о.[ Ука- 


зание: используя упр. 10, рассуждать как в предложении 80.2, или 
дать непосредственное доказательство: провести индукцию по 0; 
если С есть рбт!-сервантная подгруппа группы А, то существует ком- 
мутативная диаграмма с точными строками 


0 —С-—- А-—>а-0 


Гу 


бе ОО 


где С есть рб-сервантная подгруппа группы НЯ, а последнее вертикаль- 
ное отображение представляет собой умножение на р; еслис Е СП рб+1А, 
то ра = с для некоторого а Е р°А; так как А = Н Ф С, тоа = (&, &), 
и легко видеть, что р = с, ро = 0, ВА = 0, ЛЕ С; так как обязатель- 
но ВЕ рбН, то ПЕрбС и СЕ рб\С.] 

12* (Нунке [5]). Для любой р-группы А и порядкового числа 
о > ® ядро Кегд является рб-сервантной подгруппой группы 
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Тог (Но, А); здесь использованы обозначения упр. 9 из $ 81. [Указа- 
ние: получить из диаграммы 


ре ЕхЕ (А, С) -> Ном (2, Ех (А, С)) —> ЕхЕ(Но, Ех (А, С)) 


Ех! (А, С) ^> Ех (Тог (Но, А), С), 


что Кег 0* = рб Ех (А, С) при любом С; взяв С = Кег д, получаем, 
что Кегд должна быть р9-сервантной подгруппой в Тог (Н., А).} 

13 (Нунке [5]). (а) Существует достаточно много рб-проективных 
объектов: для любой р-группы А и порядкового числа о существует 
рб-сервантно точная последовательность 0 — К — Т— А —0, где 
Т есть рб-проективная группа. [Указание: использовать отображе- 
ние д: Тог (Но, А) — А, упр. 8 и упр. 12.] 

(6) Если группа А является рб-проективной, то она служит прямым 
слагаемым для Тог (Но, А). 

14 (Нунке [5]). Пусть Г — наименьший класс р-групп, удовлетво- 
ряющий следующим условиям: 


1) ОСГ и класс Г замкнут относительно взятия подгрупп; 

2) если В — элементарная р-подгруппа группы А и А/В ЕГ, то 
АЕГ; 

3) класс Г замкнут относительно взятия произвольных прямых 
сумм. 


Показать, что р-группа А принадлежит классу Г тогда и только тогда, 
когда она является подгруппой рб-проективной группы для некоторо- 
го порядкового числа о. [Указание: для доказательства достаточности 
использовать индукцию, учитывая упр. 13.] 


$ 83. Просто представленные р-группы 


В этом параграфе мы дадим другую характеризацию тотально 
проективных р-групп, основанную на очень специального вида пред- 
ставлении группы. Это одна из характеризаций, наиболее тесно свя- 
занных со структурной теоремой; она позволит получить относительно 
простой метод доказательства основного результата о тотально проек- 
тивных р-группах. 

Мы скажем, что р-группа А просто представлена [является Т-груп- 
пой в терминологии Кроули и Хэйлса [1]], если она может быть порож- 
дена множеством элементов Х = {х; ег, связанных лишь определяю- 
щими соотношениями вида 


ртх; =0 или р’х =х @=)], 


где 1 и л — натуральные числа. 

Очевидно, соотношение вида р”х; = О может быть заменено множе- 
ством соотношений рх; = ш, ри = у, ..., Рута = 0, если доба- 
вить к множеству Х новые образующие 11, И, ..., Ут-1. Мы можем 
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и будем предполагать, что для любого образующего х; группы А, 
имеющего порядок р”, существуют образующие и, И», ..., Ишь» 
связанные указанными выше соотношениями. То же замечание при- 
менимо к соотношениям р"х; = х;. Поэтому без ограничения общности 
можно предполагать, что все соотношения имеют вид рх; = 0 или 
рж =; (15 ]). 

Очевидно, может случиться так, что различные элементы множе- 
ства Х станут равными в группе А или образующий окажется в А рав- 
ным нулю. Мы можем исключить эти случаи, опустив обращающиеся 
в нуль образующие и все, кроме одного, в каждой совокупности склеив- 
шихся элементов и в то же время соответствующим образом изменив 
определяющие соотношения. Так как нет полной уверенности, что 
при этом процессе ничто не может вступить в противоречие с опреде- 
ляющими соотношениями, нужно действовать очень осторожно. Точ- 
нее, мы собираемся проверить, что всякая просто представленная 
р-группа А может быть также представлена множеством образующих Х 
и множеством соотношений » так, что будут выполняться условия 


1) для любого хЕХ в группе А справедливо х = 0; 
2) если х, у — различные элементы множества Х, то хэ-ув 4; 
3) все соотношения имеют вид рх = 0 или рх = у, где х, УЕХ. 


Такое представление будет называться точным. 

Пусть А является просто представленной р-группой, т. е. А 
представима в виде (Х’; %Х’), гдрее Х’— множество образую- 
щих, а »’ — множество определяющих соотношений вида рх’= 0 
или рх’ = у’. Пусть Х — такое подмножество множества Х”’, что для 
него выполнены условия [) и 2) и всякий элемент х’Е Х’ в группе А 
равен некоторому элементу х Е Х. Соотношение рх = 0 [или рх = и] 
мы включим в № в том и только в том случае, когда хЕХ ирх = 0 
в А [х УЕХ и рх =ув А]. Тогда, очевидно, будет существовать 
эпиморфное отображение ф группы В = (Х; >) на группу А. Суще- 
ствует другое отображение, а именно \1р: А — В, при котором всякий 
элемент х’Е Х’ переходит в такой элемент х Е Х, что х’ = х в груп- 
пе А. Так как фф = | виф — эпиморфизм, то ф является изоморфиз- 
мом, что доказывает существование точного представления. 

В дальнейшем все представления будут предполагаться точными, 
если не оговорено противное. 

Точное представление просто представленной группы А = {Х; Х} 
порождает естественный частичный порядок на множестве Х: для 
х, уЕХ полагаем 


у<х, если р’х =у при некотором п>0, 


т.е. если соотношения рх = м, рх, = х.,..., рх, 1 = у при соот- 
ветствующих х1, ..., ли Е Х входят в ». Ясно, что в множестве Х 
выполнено условие минимальности. 


Приведем простейшие примеры просто представленных р-групп 
[с точными представлениями]: 
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Приме 1. Циклические группы порядка р” просто представлены: 
у 


Яр а ро ое) 
Пример 2. Квазициклические группы просто представлены: 
ооо р бо. 
Пример 3. Группа Прюфера Н „+1 просто представлена: 

О 
. п.п) ...; Ра =0, ра, =а,, 
раг= ад, рал=а,..., Ра=ала, ...,Рап, пл =, ...). 


Изучение просто представленных р-групп мы начнем с перечисле- 
ния элементарных результатов [см. Кроули и Хэйлс [1]]. 


а) Прямая сумма просто представленных групп также просто 
представлена. 

Это очевидно, так как теоретико-множественное объединение систем 
образующих и теоретико-множественное объединение определяющих 
соотношений задает представление прямой суммы. 


Из определения обобщенных групп Прюфера Нос ясно, что если 
труппа Н. просто представлена, то просто представлена и группа 
Но. Очевидная трансфинитная индукция, использующая п. а) на 
предельных местах, приводит к следующему результату: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 83.1. Обобщенные группы Прюфера просто пред- 
ставлены. а 


6) Всякий ненулевой элемент просто представленной р-группы А 
может быть однозначно записан в виде 


а = ях +... $ (21, (1) 
где их ..., Хь — различные элементы множества Х и 0 < $; < р 
при р = 1, у 
В силу | свойств |)—3) существование такой записи очевидно. 
Предположим, что а = ям +... - 5хк= Нм + ...- Ыхь ДЛЯ 
отличных друг от друга элементов х!, ..., лЕХи некоторых целых 
чисел $; В =0, 1,..., р—1. Пусть х! — максимальный среди 
элементов х!, ..., хь при естественном частичном порядке на множе- 


стве Х. Существует гомоморфное отображение ф подгруппы (х1, 

..., Жк», а значит, и группы А, в группу 2 (р®), переводящее х, в эле- 
мент порядка р, ах., ..., Хь в 0. Тепгрь фа = 81 (фх1) = В (фх!) 
дает $, = [, и простая индукция по Е завершает доказательство. 


в) Если (1) — однозначно определенная запись ненулевого элемен- 
та а в просто представленной группе А, то а Е рбА тогда и только 
гпогда, когда х; Е р°А прир =1,..., Е 

Необходимость доказывается индукцией по 0. При в = 0 утверж- 
дение тривиально. Предположим, что а = рб, где Б=пи +... 
... т гид рбА при некотором в. Если элеманты И, ..., И: Е х 
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различны и О<’<р при | =1,..., Ь то по предположению 
индукции и; Е р°А при] =1,..., [. Следовательно, а = г, (ри!) ..- 
. и, (ру), что можно записать в виде Ва +... | Вт, где 


2 — различные элементы из Х, Г — положительные целые числа, 
меньшие р, и каждый элемент г имеет вид р"и; (п > 1). Отсюда 21, ... 
.. 2т © рб "1А. Из п. 6) следует, что эти элементы 2 равны элемен- 
там х, т.е. м, ..., ль ЕрбенА. 
Для уЕ Х положим 
Ху = ХЕХ ух}. 
г) Если А — просто представленная р-группа и М — множество 
минимальных элементов из Х, то 
А= Ф (Ху. (2) 
УЕМ 
При различных у, 2 Е М множества Х, и Х, не пересекаются, 
а в силу условия минимальности, выполненного в Х, каждый элемент 
хЕХ принадлежит некоторому множеству Х,. Так как каждое из 


определяющих соотношений содержит элементы только из одного 
множества Ху, ясно, что А — прямая сумма групп (Ху). 


д) Пусть А — просто представленная редицированная р-группа, 
длина которой — предельное порядковое число. Тогда А — прямая 
сумма просто представленных р-групп меньших длин. 

В представлении (2) группы А последняя ненулевая ульмовская 
подгруппа группы (Х’, } порождается в силу п. в) элементом у. Поэтому 
длины групп (Ху) — ‘непредельные порядковые числа; следовательно, 
они меньше длины группы А. 


е) Если А — просто представленная р-группа и У — подмноже- 
ство множества Х, то М = (У > — хорошая подгруппа группы А- 

Пусть а А \\ №, и пусть а = ям Е... - м ВИ -..- 

. | Нуь гдех; и у; — различные элементы из Х \ У иУ соответ- 
ственно, а $;, #; — натуральные числа, меньшие р. Мы утверждаем, 
что В = $1 +... - $, а | М№М — элемент, собственный относи- 
тельно №. В самом деле, для любого с = ли +...- ту Е М 
[записанного в т (1)] высота элемента а | с в силу п. в} равна 
о {й* (х;), В* (у;)} < пп й* (х;) = И* (5). 


` Теперь сразу получается следующее утверждение: 


ЛЕММА 83.2 (Кроули и Хэйлс [1], Хилл [17]). Всякая просто пред- 
ставленная р-группа имеет хорошую систему. в 


ж) Если А — бесконечная редуцированная просто представленная 
р-геруппа, то 
[41 2 ^ (4. 


Проведем индукцию по длине т группы А. Случай предельного 
порядкового числа т не представляет затруднений в силу п. г). Пусть 
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т — изолированное порядковое число. Случай, когда т конечно, 
тривиален, так как тогда А — прямая сумма циклических групп. Если 
т = о -- 1, где р — предельное порядковое число, болышее нуля, 
а п — натуральное число, то группа А/реА бесконечна и, очевидно, 
/ \ 1 
| А/рРА [> | ргА |[> > Ё (А). Так как | (А/рвА) = р (А) при 
0=0< 5 
о < 6, получаем требуемое равенство. 


Теперь мы уже в состоянии доказать основную структурную теоре- 
му. Она была получена в приведенном ниже виде Кроули и Хэйлсом [1] 
и в эквивалентной форме [а именно: для р-групп, обладающих хоро- 
шими системами] Хиллом [24]. 


ТЕОРЕМА 83.3 (Кроули и Хэйлс [1], Хилл [24]). Две просто пред- 
ставленные редуцированные р-группы изоморфны тогда и только 
тогда, когда равны их соответствующие инварианты Ульма — Кап- 
ланского. 


Некоторые преимущества дает доказательство этого результата 
в следующей усиленной форме, полученной Хиллом [24]. Идея исполь- 
зовать в доказательстве лемму Цорна, а не трансфинитную индукцию, 
принадлежит Э. Уокеру. 


ТЕОРЕМА 83.4. Пусть А и С — некоторые р-группы, @ и Н — хоро- 
шие подгруппы групп А и С соответственно и группы А/В = (Х, Хх), 
С/Н = (У, Х,) просто представлены. Предположим, что 


а’) существует сохраняющее высоту изоморфное отображение ф 
группы С на Н; 
6’) относительные инварианты Ульма — Капланского совпадают: 


Ь (А, @) = К (С, Н) для каждого о. 


Тогда ф можно продолжить до изоморфизма ф*: А—>С. 


Для каждого о выберем произвольный, но фиксированный изо- 
морфизм 


и: ЗА [РИС (6) — р°С [РИН (5) 


и рассмотрим пары (С)›, ф‚), удовлетворяющие следующим условиям: 


4) С, = (Ц, Х‚) для некоторого подмножества Х,„ множества Х; 

В) ф» — сохраняющий высоту изоморфизм группы С» на некото- 
рую подгруппу Н» = (Х, У, ), где У, — подмножество множества У; 

у) ограничение ф,, на Ц совпадает с Ф; 

0) а, индуцирует изоморфизм группы С, (6)/С (©) на группу 
Н, (с)/Н (0) при любом о. 

Если множество этих пар очевидным образом частично упоря доче- 


но, то по лемме Цорна получаем максимальную пару ((*, ф*), где 
4<* — сохраняющий высоту изоморфизм группы (* = (4, Х*), ска- 
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жем, на группу Н* = <Н,У*). Заметим, что условие д) дает}. (А, С*) = 
—= ро (С, Н*). Если некоторый элемент х Е Х в группе С(* отсутствует, 
то можно предположить, что рх Е Ц*, и тривиальное применение лем- 
мы 77.1 дает продолжение изоморфизма ф* до сохраняющего высоту 
изоморфизма фё между группой @* = (@*, х) и подгруппой Ну труп- 
пы С, содержащей Н*, причем условие 9) сохраняется. В множестве У 
имеется конечное число образующих 11, ..., Ит, для которых Ну = 
<= Ни = (Н*, и, ..., ут). Теперь изменим порядок в нашем про- 
цессе: Н* — конечное расширение подгруппы Н*, так что это хорошая 
подгруппа в С, поэтому лемма 77.1 может быть последовательно при- 
менена к подгруппе Н*, изоморфизму ф*`" и образующим и1, ..., Ут, 
в результате получатся конечное расширение С" группы С(* и сохра- 
няющий высоту изоморфизм ф*: (* — Н*, для которых $* | (* = фу 
и а. ((* (с)/С (0)) = Н* (с)/Н (6). ` Вернемся к группе А и выберем 
такие элементы хм,..., хп ЕХ, что 0(* == (0*, ж,..., Хь) = 0%. 
Повторяя этот процесс попеременно в С ив А, мы получим возрастаю- 
щую цепочку подгрупп @* < (* = (0% =... группы А и сохраняю- 
щие высоту изоморфизмы ф* между подгруппами (* и подгруппами Н% 
группы С, для которых выполняются требуемые условия и фя | Си-1 = 
= ф*_:. Если положить (** = О С и Н** = 0 Н*, то пара 
п<® 
(4**, ф**), где ф** — отображение 6** — Н**, индуцированное ото- 
бражениями фл, также будет принадлежать рассматриваемому нами 
множеству пар. Следовательно, (* = А и в силу симметрии Н* =С. в 


Мы еще не продвинулись достаточно далеко, чтобы можно было 
утверждать, что просто представленные редуцированные р-группы — 
это в точности тотально проективные р-группы. В силу предложе- 
ния 83.1 и леммы 83.2 осталось сделать ровно один шаг: показать, что 
прямые слагаемые просто представленных р-групп также являются 
просто представленными группами. Вместо того чтобы доказать это 
непосредственно, мы вернемся к тотальной проективности и покажем 
с помощью трансфинитной индукции по длине в группы А, что тоталь- 
но проективная р-группа А просто представлена. 

Если о — предельное порядковое число, то А — прямая сумма 
тотально проективных р-групп длины меньше о и в силу п. а) доказы- 
вать нечего. Поэтому предположим, что А — тотально проективная 
р-группа длины о + 1. По предположению группа А/р°А просто 
представлена. Пусть М — множество минимальных элементов в систе- 
ме образующих Х группы А/р°А, и пусть Мр = {хЕМ |1* (хх) >} 
при о<о. Тогда |М, | >! (р°А), причем р°А — элементарная 
р-группа. Выберем в р°А базис {и; ег и возьмем группу С с образую- 
щими {Х, и; (ЕЕ Г}, связанными соотношениями ри; = 0 при всех # 
и всеми соотношениями, существующими между элементами из Х 
в группе А/р°А, кроме соотношений рх = 0 (хЕМ), которые заме- 
няются на рх = и; при некотором 1. Мы можем предполагать, что для 
всякого Е Е Ги любого р < с имеет место соотношение рх = и; при 
некотором х Е Мр. Гогда С — просто представленная группа и р°С = 
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= рбА, С/рбС = А/р°А. Используя теорему 83.4, получаем изомор- 
физм С = А. Этим доказана 


ТЕОРЕМА 83.5 (Кроули и Хэйлс [1]). Редуцированная р-группа про- 
сто представлена тогда и только тогда, когда она тотально проек- 
®тивна. в 


На этом месте имеет, быть может, смысл прервать изложение и кратко подыто- 
жить, какие различные характеризации тотально проективных р-групп были 
получены. Наши результаты показывают, что для редуцированной р-группы А 
эквивалентны следующие условия: 

1. Группа А обладает хорошим композиционным рядом. 

2. Группа А обладает хорошей системой. 

3. Группа А просто представлена. 

4. А — прямое слагаемое прямой суммы обобщенных групп Прюфера. 

5. Группа А проективна относительно сбалансированно точных последо- 
вательностей р-групп. 

6. Группа А тотально проективна. 

7. Группа А принадлежит наименьшему классу групп, содержащему Й (р), 
замкнутому относительно взятия прямых сумм и прямых слагаемых и содержа- 


щему группу С в точности тогда, когда он содержит роС и С/роб для любого поряд- 
кового числа о. 


Получив достаточно много способов, позволяющих проникнуть 
в структуру тотально проективных р-групп, установим, какие после- 
довательности кардинальных чисел могут быть инвариантами Ульма— 
Капланского для тотально проективных р-групп. 


ТЕОРЕМА 83.6 (Кроули и Хэйлс [1], Хилл [24]). Пусть в — функция, 
область определения которой — все порядковые числа с < т [т — задан- 
ное порядковое число], а область значений — кардинальные числа. 
ТГотально проективная р-группа А длины т, для которой 


‹ (А) = 5 (0) при всех вт, 


существует тогда и только тогда, когда 5 есть т-допустимая функция. 


Пусть сначала А — тотально проективная р-группа длины т. 
Тогда, очевидно, для [о (А) выполнено условие 1) определения т-допу- 
стимой функции из $ 78. Чтобы проверить выполнение условия 2), 
можно провести индукцию по длине т. Так как случай, когда т — 
конечное или предельное порядковое число, затруднений не вызы- 
вает, положим т = р |- п, где р — предельное порядковое число, 
большее нуля, а п — натуральное число. Тогда группа р°А/р?А 


бесконечна для всех о <р и | рбА/рвА | > | ргА | > > Го (А). 
0=6<т 


Отсюда и из п. ж) следует, что |‹ (А) — действительно т-допустимая 
функция. 

Пусть © есть т-допустимая функция, и пусть т=о--п, где 
с — предельное порядковое число, п — целое число. Если в =0, то длина 
с конечна, и последовательностью инвариантов Ульма— Капланского 
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п-1 , 
группы А= Ф Ф (р!) является последовательность &(0), ... 
1=0 8(1) 

.,. (п 1). Если о >Оип>>0, то существование тотально проек- 
тивной р-группы С длины о, р-й инвариант Ульма — Капланского ко- 
торой равен © (р) при любом о< ов, доказывается по индукции. Если 

п-1 


при любом л< с выполнено неравенство №3 с (6) > У с (1), 
п<р<с 


то по образцу доказательства теоремы 83.5 можно построить тотально 

проективную р-группу А длины о-- п, для которой А/р°А == С и р°А = 
п-1 р 

—= Ф Ф 1(р’"*). Но это неравенство — следствие условия 2) из $ 78. 


1=0 2 (6-1) 
Если, наконец, т = о — предельное порядковое число, то рас- 


суждаем следующим образом: т-допустим ую функцию © в силу лем- 
мы 78.5 можно записать в виде © = р с;, где 5; есть т;-допустимая 


функция длины т; < т. Если теперь А; — тотально проективная 

р-группа, для которой 2; (0) служит в-м инвариантом Ульма — Кап- 

ланского, то группа А = Ф А; соответствует заданной функции 2. в 
ЕТ 


Для завершения теории тотально проективных р-групп докажем` 
следующий результат, который можно интерпретировать как утверж- 
дение, что класс тотально проектив ных р-групп — это наиболее 
широкий класс групп, на который рас пространяется теорема Ульма. 


ТЕОРЕМА 83.7. Всякий класс редуцир ованных р-групп, содержащий 
все тотально проективные р-группы, замкнутый относительно взятия‘ 
прямых сумм и такой, что в нем неизом орфные группы имеют различ- 
ные инварианты Ульма — Капланского, совпадает с классом тотально 
проективных р-групп. 


Пусть А — группа из заданного класса и т — ее длина. Положим. 


м = | А |№ и рассмотрим прямую сумму 
Н = ФФ ФФ Нс 
ш 0<=* 


обобщенных групп Прюфера. Ясно, что |‹ (Н) = м при всех в < т.. 
Следовательно, группы А Ф Н и Н имеют одинаковые инварианты 
Ульма — Капланского. По предположению группа А ФН также 
лежит в заданном классе, и А Ф Н =Н. Отсюда А — прямое слагае- 
мое прямой суммы обобщенных групп Прюфера. в 


Доказав теоремы 83.3, 83.6 и 83.7, мы достигли своей основной: 
цели в теории тотально проективных р-групп. Однако нужно иметь 
в виду тот факт, что теория тотально проективных р-групп ни в коей 
мере не может считаться полностью разработанной. А если отбросить. 
требование тотальной проективности, то о групповой структуре мы, 
фактически вообще ничего не можем сказать. 
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бе ения 


. Сепарабельная р-группа является просто представленной тогда 
и только тогда, когда она — прямая сумма циклических р-групп. 
(Указание: использовать структурную теорему.]| 
2. Если А = (Х; Х) — просто представленная р-группа и У — 
подмножество множества Х, то группа А/(У) просто представленная. 
3. Пусть о — порядковое число. Тогда р-группа А является просто 
представленной в том и только в том случае, когда просто представлены 
группы рбА и А/рзА. 
4 (Кроули и Хэйлс [2]). Если А; (ЕЕ Г) — семейство таких просто 


представленных р-групп, что р%А; = (а;) — циклическая группа 
порядка р" при любом ЕЕ Г, то группа Ф АЙС, где С — подгруппа 
(ЕТ 


группы Ф А;, порожденная всеми элементами вида а; — а; (1 161), 
снова просто представлена. 

5 (Э. Уокер). Пусть А — редуцированная р-группа, а С — группа 
с образующими да, гдеа Е А, и определяющими соотношениями ©, = 0 
и р"0. = вь тогда и только тогда, когда р"а = В в группе А. В этом 
‘случае группа С просто представлена, а ядро эпиморфизма С — А, 
индуцированного отображением ©. = а, — сбалансированная подгруп- 
па группы @. [Указание: проверить, что выполнено условие 4) пред- 
ложения 80.2.] 

6 (Хилл [15]). Тотально проективные р-группы вполне транзитив- 
НЫ. и - использовать следствие 81.4.] 

7 (ФуксиЭ. Уокер). Для всякой тотально проективной р-группы А 
и любой возрастающей последовательности и = (0%, ..., 0», ... 
‘порядковых чисел и символов со группы А (и) и АГА (и) тотально 
проэктивны. [Указание: свести к группам Прюфера и провести индук- 
цию по длине, используя тот факт, что (А/рбА) (и) = (А (и) -- 
-- рбА)/рбА для группы А длины о -+- 1, упр. 3 из $ 8 

8 (а) (Нунке [7]). Пусть А — некоторая р-группа с конечным 
числом ульмовских факторов, причем каждый из них — прямая 
сумма циклических групп. Доказать, что А — прямая сумма счетных 
р-групп. 

(6) (Хилл и Меджиббен [4]) Редуцированная р-группа конечного 
ульмовского типа, все ульмовские факторы которой, кроме, быть 
может, последнего, являются прямыми суммами циклических групп, 
однозначно определяется своими ульмовскими факторами. 

9 (Хилл и Меджиббен [4]). Пусть А — некоторая р-группа и о — 


такое счетное порядковое число, что р°А = Ф С; и А/рбА — прямая 
Е 
сумма счетных р-групп. Показать, что А =ЕФ Ф ЁЕ,, где рбЕ = 0 


1 
и рбЕ; = С, а|Е; | < шах (| С; |, чо) при каждом ЕЕ Г. [Указание: 
свести к случаю, когда р°А — прямая сумма циклических групп; 
тогда А — прямая сумма счетных р-групп; использовать следствие 76.2 
‚для построения требуемого разложения. | 
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10. Доказать теорему 83.6, рассматривая те же случаи, что и в дока- 
зательстве следствия 76.2, 

11. Если А и С — тотально проективные р-группы, каждая из 
которых изоморфна изотипной подгруппе другой, то А == С. [Указа- 
ни: использовать п. Г) из $ 80 и теорему 83.3.] 

12. Если А — тотально проективная р-группаи А ФА = С ФС, 
то А = С. 
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Завершим изучение р-групп рассмотрением интересного класса, 
который выявил Хонда [3]. Этот класс включает в себя прямые суммы 
счетных р-групп. 

Пусть А — редуцированная р-группа, скажем, длины т. Для о < т 
определим 5. с помощью равенства 


р°А [р] = р" А[р]Ф5о. (1) 


Таким образом, ненулевые элементы из $. имеют высоту о. Прямая 


сумма Ф $о, очевидно, обладает тем свойством, что если а = По я 
0<т 


... 40,» где 0 = с, Е 5, и о; различны, то й* (а) =што;. 


: 

Прямая сумма Ф $., вообще говоря, не совпадает с А [р]; про- 
о<т 

стой пример — неограниченная периодически полная р-группа А, 


где Ф $», служит носителем базисной подгруппы группы А. Так как 
п<о 


даже прямая сумма циклических групп может содержать базисную 


подгруппу, отличную от всей группы, то легко получается, что @ $%° 
о<т 
может равняться А [р] при некотором выборе подгрупп $° в (1) и не 


равняться 4 [р] при другом выборе этих подгрупп. Ввиду этого назо- 
вем группу А суммируемой [см. Хилл и Меджиббен [5], если при 
подходящем выборе подгрупп $. в (1) выполнено равенство 


А [Р] = @® Эс: (2) 


о<т 
Из этого определения следует, что 
А) Прямая сумма циклических р-групп является суммируемой. 
Б) Прямая сумма суммируемых групп суммируема. 


Подгруппа С группы А называется высотно конечной, если высоты 
ее элементов [все высоты берутся в группе А] принимают лишь конеч- 
ное число различных значений. 


Полезным критерием суммируемости является следующая 


ТЕОРЕМА 84.| (Хонда [3]). Редуцированная р-группа А счетной 
длины т суммируема тогда и только тогда, когда существует такая 
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возрастающая цепочка 
Еее... 
высотно конечных подгрупп группы А [р], что 
Ц Сб, =А[ р. 


п<®о 

Если группа А суммируема и т счетно, мы можем выписать все 
подгруппы 5 (в < т) из (2) в виде последовательности 55: 5, я 
бо» › ›* ТИПа ®. Очевидно, что С, = 5, Ф...Ф5о, (п=1, 2, ...)— 
высотно конечные подгруппы, объединение которых совпадает 
с А[р]. 

Обратно, пусть существует возрастающая цепочка высотно конеч- 
ных подгрупп С, группы А, объединение которой совпадает с А [р]. 
В силу того что рбА Г] Ц, — прямое слагаемое группы С\, мы можем, 
начав с максимальной высоты 0, ненулевых элементов группы (1, 
найти разложение С, = Ко, Ф... Ф Ко, где 0) >... > 0ь и вся- 
кий ненулевой элемент из К с; Имеет высоту оу. По индукции мы можем 
таким путем построить для каждого ип разложение 


От == ФК”, 


о<т 
где К®=0 при почти всех о, К® < рбА, К®Г рэ-А-0 и 
К-Э = К“. Полагая $: =Ц К“, получаем, как легко проверить, 
п 
А [р] —= Ф Эс. а 


0<т 
Так как цоколь счетной редуцированной р-группы является 


объединением возрастающей цепочки конечных подцоколей, то из 
теоремы 84.1 и п. Б) непосредственно получается 


СледствиЕ 84.2. Счетные редуцированные р-группы и их прямые 
суммы являются суммируемыми группами. в 


Используя это следствие, можно построить суммируемые группы 
любой длины, не превышающей ®‚. Удивительным и совсем не три- 
виальным является тот факт, что суммируемых р-групп длины боль- 
ше ®, не существует. 


ТЕОРЕМА 84.3 (Хонда [3]). Для суммируемой р-группы А справедливо 
равенство р®1А = 0. 


Предположим, что группа А суммируема, но р“®А "2 0. Тогда 
мы можем написать 


А[р]= ® 5% Фр“А[ р], 
06<%%1 


где ненулевые элементы подгруппы $. имеют высоту 0. Пусть 0 == 
= а А имеет высоту в, и пусть элементы В, ..., 6»... Е А 
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таковы, что рб, = а при любом пиб.<...<0-<..., где д, = 
—= й (6). В дополнение к этому элементы В, можно предполагать 
выбранными так, что в указанном выше разложении группы А [р] 
элемент 6, — 6, _, имеет ненулевые координаты только в слагаемых $, 
гдео < о». Так как все о„ счетны, существуют такое счетное порядко- 
вое число 0%, что ву > о, при всех п, и элемент В, Е А высоты 0%, для 
которого рб, = а. Очевидно, элемент В = В, — В ЕЛА [р] имеет высо- 
ту о!. Выбрав, если нужно, другой элемент В,, можно получить вклю- 
чение БС Ф 5.. В силу того что В = 6 -— В) | (6, — В) 


0<@®1 
и И* (6, —Ь,) =о0,, и так как В, — В, имеет в $°„ нулевую коорди- 
нату, ясно, что элемент Ь имеет ненулевую координату в Фо, При 
каждом п. Полученное противоречие показывает, что р®“1А = 0 для 
любой суммируемой р-группы А. а 


Подгруппы суммируемых групп не обязаны быть суммируемыми 
см. упр. 7], но некоторые из них оказываются суммируемыми. 


Предложение 84.4 (Хилл и Меджиббен [5]). В суммируемых группах 
изотипные подгруппы счетной длины суммируемы. 


Пусть С — изотипная подгруппа счетной длины р суммируемой 
группы А. Тогда существует такая р?А-высокая подгруппа Ё груп- 
пы А, что С = РЕ. Доказательство разобьем на два этапа. 

Прежде всего покажем, что Е — суммируемая группа. Запишем 
А [р] в виде (2). Существует такая р?А-высокая подгруппа Е’ груп- 
пы А, что Е’ [р] = ФФ 5.. Так как по предложению 80.1 подгруппа Е” 

с<р 

изотипна в А, суммируемость этой подгруппы очевидна. Канониче- 
ский гомоморфизм А — А/р?А отображает р?А-высокие подгруппы 
изоморфно и [по лемме 37.1] с сохранением высот на подгруппы группы 
А!/р?А. Отсюда легко следует, что при этом отображении цоколи 
р’А-высоких подгрупп имеют один и тот же образ. Суммируемость 
подгруппы Е теперь является простым следствием суммируемости 
подгруппы Е”. 

Теперь доказательство сводится к случаю, когда С — изотипная 
подгруппа суммируемой группы Е счетной длины 0. По теореме 84.1 
цоколь Е [р] является объединением возрастающей цепочки высотно 
конечных подгрупп С». Цоколь С [р] теперь является объединением 
возрастающей цепочки подгрупп „ГС (п =0, 1, ...), которые 
высотно конечны, так как С — изотипная подгруппа группы А. щ 


Пример суммируемой группы, не являющейся прямой суммой счетных 
р-групп, можно найти в работе Хилла [16], 


Упражнения 


1. Сепарабельная р-группа является суммируемой тогда и только 
тогда, когда она — прямая сумма циклических групп. 
2. Подцоколь 5 редуцированной р-группы А называется сумми- 


руемым, если $ = Ф Т., где все ненулевые элементы в То имеют 
о<т 
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высоту о. Показать, что все счетные подцоколи группы А сумми- 
руемы. 

3. Всякий подцоколь суммируемой р-группы счетной длины сумми- 
руем. [Указание: использовать доказательство предложения 84.4.] 

4 (Хилл и Меджиббен [5]). Если А — редуцированная р-группа 
и А [р| = $ @ р*: А [р], то $ не является суммируемым подцоко- 
лем, кроме случая, когда р®:А = 0. [Указание: использовать дока- 
зательство теоремы 84.3.] 

5 (Хилл и Меджиббен [5]). Для суммируемой р-группы А выпол- 
няется равенство 


р°ЕхЕ (7 (р®), А) =0. 


(Указание: это верно в силу предложения 56.3, если длина группы А 
меньше ‹.; если длина группы А равна ®, иЁ: 0 —= А > 6—1 (р®) — 
—- 0 — нерасщепляемое расширение, определяющее элемент из 
р®! Ехё (2 (р®), А), то С [р| = А [р] Ф (5) для некоторого а Е С; 
если Й* (5) = в, то группа С суммируема, что невозможно; если 
й* (5) < в, рассмотреть Ещ: 0— А -—+ (' — 7 (р®) — 0, где — эндо- 
морфизм группы 2 (р) с ядром 1 (р), и показать, что Е — нерасщеп- 
ляемое расширение, но С’ — суммируемая группа.] 

6 (Хилл и Меджиббен [5]). Суммируемая р-группа служит прямым 
слагаемым для всякой группы, в которой она содержится в качестве 
р°®1-высокой подгруппы. [Указание: см. упр. 5.] 

7 (Гриффит [10]). Пусть А есть р®!-высокая подгруппа группы 
Прюфера Неи--1. Показать, что 

(а) группа А изоморфна изотипной подгруппе группы На; 

(6) А не является суммируемой группой. [Указание: см. упр. 4.] 


Замечания 


Знаменитая группа Прюфера Н „+1 была первым известным примером реду- 
цированной р-группы, содержащей ненулевые элементы бесконечной высоты 
(см. Прюфер [2]). Десятилетием позже Ульм [1] доказал, используя остроумные 
теоретико-матричные методы, что ульмовские факторы [которые в данном случае 
являются прямыми суммами циклических групп] счетной редуцированной 
р-группы определяют группу с точностью до изоморфизма. Цыпин [1] дал чисто 
теоретико-групповое доказательство этого результата и в то же время получил 
теорему существования (следствие 76.2). Как ни странно, эта замечательная тео- 
рия долгое время не давала никаких плодов и даже приложения ее были очень 
немногочисленны. 

Первые попытки обобщений были сделаны в начале 50-х годов: теорема 
существования 76.1 была доказана для произвольных р-групп с заданными уль- 
мовскими факторами независимо и почти одновременно Куликовым [3] и Фуксом 
[2]. Труднее было распространить теорему Ульма на более широкие классы 
р-групп. 

На самом деле путь к различным обобщениям открыло доказательство тео- 
ремы Ульма, данное Капланским и Макки [1]. Первый важный шаг сделал Колет- 
тис [1], который перенес теорию Ульма — Цыпина на прямые суммы счетных 
р-групп. На этом этапе стало ясно, что должен существовать более широкий класс 
р-групп, в котором группы различаются с помощью их инвариантов Ульма — 
Капланского. Э Уокер высказал предположение, что такой класс образуют 
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тотально проективные р-группы, введенные Нунке [5]. Паркеру и Уокеру [1] 
удалось распространить теорему Ульма на тотально проективные р-группы,,. 
но только длины, не превосходящей ,®. Большое значение имела работа Нунке- 
[7], где исследовались свойства тотально проективных р-групп. 

Вскоре после этого Хилл дал формулировку теоремы Ульма для тотальнс: 
проективных р-групп [НШ Р., Мойсез Атег. Май. 5ос., 14 (1967), 940]. Его 
работа [24] [еще неопубликованная, но за которой сразу же последовала книга 
Гриффита [10]] основывается на рассмотрении хороших систем и тонком анализе- 
продолжений изоморфизмов. Идя в другом направлении, Кроули и Хэйлс [1, 21 
выявили класс просто представленных р-групп [они называли их Т-группами| 
и показали, что эти группы также можно классифицировать с помощью инвари- 
антов Ульма — Капланского. Замечание, что для тотальной проективности 
достаточно существования одного хорошего композиционного ряда, по-видимому, 
является новым. 

Мы в этой книге пытались вкратце исследовать различные аспекты теории 
тотально проективных р-групп и, чтобы быстрее продвинуться к цели, не прово- 
дили более глубокого изучения сильных технических методов. Но мы должны 
отослать читателя к оригинальным работам для ознакомления с дополнительным 
материалом. 

Недавно Уорфилду [5] удалось распространить основные результаты, касаю- 
щиеся тотально проективных р-групп, на смешанные модули над кольцом дискрет- 
ного нормирования, просто представленные в смысле $ 83. Если отметить тот’ 
простой факт, что просто представленные группы без кручения — это в точности‘ 
вполне разложимые группы [которые тоже описываются с помощью кардиналь- 
ных инвариантов], то можно поставить вопрос, какова та более широкая теория, 
которая охватывает все эти частные случаи. Для модулей М Уорфилд ввел новые: 

б 0+1 | 
инварианты, а именно ранги групп роМ/(р°”`М - То) [где То — периодическая 
часть модуля рб М] для предельных порядковых чисел ос, и показал, что р-группьр 
немного более широкого класса можно классифицировать с помощью их инва- 
риантов Ульма — Капланского и этих новых инвариантов, взятых для предель- 
ных порядковых чисел о, не кофинальных с ®. Кроме тотально проективных 


р-групн, этот класс включает в себя все р°А-высоки подгруппы тотально про- 
ективных р-групп А для предельных порядковых чисел о. 

Существуют различные другие важные аспекты теории р-групп, которые: 
нами совсем не затрагивались. Среди них особенно интересен обобщенный кри- 
терий Куликова, полученный Меджиббеном [9], а также его обобщение теории 
базисных подгрупп (ср. Меджиббен [12]). Последняя теория недавно была рас- 
пространена Кроули на р-группы любой предельной длины Л, где А кофинально- 
с ®. Что касается некоторых топологических аспектов теории, отошлем читателя 
к работам П. Дюбуа [1], Майнса [1] и Уоллера [1]. Обобщение финального ранга» 
р-групн ввели Катлер и П. Дюбуа [1]. Свойства периодических групп, выражае- 
мые в терминах некоторых инфинитарных языков, исследовали Барвайз и Эклоф: 
[Ваг\1зе УТ. ап ЕКоЁР., Апп. Май. Говчс, 2 (1970—1971), 25—68]. 


Проблема 59. Охарактеризовать р-группы, которые вклады- 
ваются в прямые суммы счетных редуцированных р-групп [или, более 
общо, в тотально проективные р-группы]. 


Проблема 60. Пусть С — вполне характеристическая под- 
группа р-группы А. Найти критерии, при которых не уменьшающий 
высоту гомоморфизм С — А индуцируется эндоморфизмом группы А. 


Проблема 61. Исследовать р-группы, любые два (конечных} 
прямых разложения которых имеют изоморфные продолжения. 


Проблема 62. Какая подгруппа группы Ехё (С, А) соответ- 
ствует расширениям, в которых А — хорошая подгруппа? 
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Проблема 63. По аналогии с определением сервантно полных 
ф-групп назовем р-группу А изотипно полной, если всякий подцоколь 
группы А, служащий носителем изотипной подгруппы некоторой 
р-группы, содержащей А в качестве изотипной подгруппы, служит 


такжз носителем изотипной подгруппы группы А. Исследовать изо- 
типно полные р-группы. 


Проблема 64. Найти полную систему инвариантов для р-групп 


конечного ульмовского типа, ульмовские факторы которых являются 
периодически полными. 


Ричмен [3] рассматривал эту проблему в случае, когда первая ульмовская 
подгруппа — элементарная р-группа. 


Проблема 65. Каковы компактные абелевы группы, двойствен- 
ными к которым являются тотально проективные р-группы? 





Глава ХИ 
ГРУППЫ БЕЗ НРУЧЕНИЯ 


Существуют весьма широкие классы периодических групп, поддающихся 
довольно хорошему описанию с помощью инвариантов, однако классы групп без 
кручения с достаточно разработанной структурной теорией немногочисленны 
и относительно невелики. Речь идет о группах без кручения ранга один и о пря- 
мых суммах этих групп — но не больше; даже для групп без кручения конечного 
ранга не известно никакой удобной полной системы инвариантов. Можно, конеч- 
но, найти некоторые схемы для построения групп без кручения, которые дают 
какую-то информацию об их структуре, но известные к настоящему моменту 
схемы не дают приемлемого решения основной проблемы: когда две группы, 
полученные по разным схемам, изоморфны. 

Наиболее глубокое различие между периодическими группами и группами 
без кручения заключено, пожалуй, в том, как ведут себя эти группы при прямых 
разложениях. В то время как неразложимая периодическая группа должна быть 
группой ранга один, имеется столько же неразложимых групп без кручения 
ранга Ш, сколько вообще существует групп без кручения этого ранга. Это 
справедливо для всех кардинальных чисел, меньших первого сильно недостижи- 
мого кардинального числа. Более того, даже в случае групп без кручения конеч- 
ного ранга разложения в прямую сумму неразложимых групп могут быть удиви- 
тельно разнообразными. 

Мы познакомим читателя с несколькими результатами, касающимися прямых 
произведений групп без кручения ранга 1, а также их подгрупп, включая некото- 


рые интересные факты, полученные лишь недавно. Будет также рассмотрена 
красивая теория узких групп. 


$ 85. Группы без кручения ранга 1 


Для групп без кручения крайне важно понятие, соответствующее 
понятию высоты, — с его помощью можно различать элементы группы. 
С этого понятия мы и начинаем наши рассмотрения. 

В настоящем параграфе р:, р., ..., рп, ... — последовательность 
простых чисел, для определенности упорядоченных по возрастанию. 

При данном простом числе р максимальное целое число К, для 
которого в группе без кручения А выполняется условие р” | а, где 
аЕ А, называется р-высотой В„(а) элемента а; если такого числа 
не существует, мы полагаем Йр (а) = со [см. $ 1]. Последовательность 
р-высот 


Хх (а) = (Вр, (а), ..., Пр, (а), ...) 


называется характеристикой или высотной последовательностью эле- 
мента а; поскольку характеристика зависит от группы А, мы будем 
иногда писать у_ (а), чтобы подчеркнуть роль А. Итак, характеристи- 


130 Гл. ХИГ. Группы без кручения 


кой является упорядоченная последовательность неотрицательных 
целых чисел и символов со. Две характеристики (|, ...,К,, ...) 
и (1,....1,...) равны тогда и только тогда, когда равенство 
К, = [ выполнено для всех п. 

Следующие замечания очевидным образом следуют из определения: 

а) у (—а) = хх (а) для всехаЕА. 

6) Если Хх (а) = (К, ..., РЁ, ...), то элемент а делится на целое 


число т = ри... ру" тогда и только тогда, когда [; < А; для{ =1,.. 
а. 

в). Вели ХХ @] = бу. В...) О Уфа. д. 

‚„ Кт-ь Е +1, Ем, ...) мы полагаем со - | = о]. 

г) Всякая последовательность (Ё,, ..., №, ...) неотрицательных 
целых чисел и символов со является характеристикой, а именно харак- 
теристика элемента | в подгруппе Ю группы @, порожденной всеми 


—[ :: 
элементами вида р„ ”, где [1 < К, при всех п, совпадает с этой после- 
довательностью. Если Ю — указанная подгруппа группы @, то при 
аЕА ихд (а) = (:,...,Ё,, ...) мы будем писать Юа = «а),. 


Положим. (1, с Рысь а) = (у чен Цу. ебли В. = Ё длЯ 
всех п. Тогда множество всех характеристик превратится в [полную 
дедекиндову] структуру относительно покомпонентных операций: 


Крео Ро аа ааа Прод 

= (пил (®., [),..., п (@, В), ...), 
а для операции |) нужно «пип» всюду заменить на «тах». В этой 
структуре (0, ..., 0, ...) является наименьшим, а (со, ..., со, ...) — 


наибольшим элементом. Для группы без кручения А, очевидно, имеем 


д) Хс (с) < ХА (С) для всех элементов с подгруппы С группы А; 
равенство для всех с имеет место тогда и только тогда, когда под- 
группа С сервантна в группе А. 

е) у (6 - с) > Х(Ь) ПХ (с) для всех В, СсЕА. 

ж) Если А = В ФСиЬБЕВ, СЕС, тох (6 | с) =х (5) Пх(). 

3) Для всякого гомоморфизма @а: А —— В и для произвольного 
аЕА имеет место неравенство ул (а) < Ув (аа). 

и) Если С — сервантная подгруппа группы А и а“ — смежный 
класс по подгруппе С, то 


ХА/с (а*) = О Ха (а). 


Из определения характеристики возникает понятие, являющееся 
для групп без кручения основным, — понятие типа. Две характери- 
стики (1, ..., К, ..-)и(Ц, ..., [, ...) будем считать эквивалент- 
ными, если №, == [1 имеет место лишь для конечного числа номеров п 
и только тогда, когда №, и [ конечны. Другими словами, сумма 


о |2, —[, | должна быть конечной [мы полагаем здесь со — со = 0]. 
п 
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Класс эквивалентности в множестве характеристик называется типом. 
Если Хх (а) принадлежит типу +, мы говорим, что элемент а имеет тип 
ф и пишем + (а) = Ф или {, (а) = %, если необходимо указать, что тип 
элемента а вычисляется в группе А. 

Тип + мы будем представлять характеристикой, принадлежащей 
этому типу. Другими словами, мы будем писать ф = (К,, ..., К», ...), 
но помнить при этом, что характеристику (к!, ..., К,, ...) можно 
заменить на эквивалентную. Поскольку отношение эквивалентности 
в множестве характеристик согласовано со структурными операциями, 
введенными выше, множество типов также является (дистрибутивной) 
структурой. Таким образом, для типов ф и $ по определению имеет 
место неравенство {> $, если существуют такие характеристики 
(Ру -.., К -:.:) и (Ц,....[, ...), принадлежащие типам фи $ 
соответственно, что (,..., №, ...) > (Ц, ....Ё, ...-). 


А) Если а и Ь — зависимые элементы в группе А [т. е. та = 6 
для Целых т, г = 0], то & (а) = + (65). 

Б) + (6 -- с) = 1(5) П + (©) для всех В, сЕА. 

В) Если А = В ФС и БСВ, СЕС, то (В - с) = (5) П (с). 

Г) Для гомоморфизма @а: А — В и элемента аЕ А имеет место 
неравенство # (а) < { (аа). 


Произвольному типу { можно поставить в соответствие две вполне 
характеристические подгруппы группы без кручения А, весьма полез- 
ные для развиваемой теории. В силу Б) множество А ({) всех элемен- 
тов а Е А, типы которых удовлетворяют неравенству ф (а) >> +, является 
подгруппой группы А, заведомо сервантной, благодаря свойству А). 
Далее, элементы а типов + (а) > + порождают подгруппу группы А, 
которую мы обозначим через А*({). Включение 


А* (И =А (4 


очевидно. 

Группа без кручения А, в которой все ненулевые элементы имеют 
один и тот же тип +, называется однородной. В этом случае А ({) = А 
и 4* ({) =0. Произвольная группа без кручения ранга 1, очевидно, 
является однородной. 

Изучение групп без кручения до некоторой степени опирается 
на наши сведения о группах ранга 1 Оставшаяся часть параграфа 
посвящена этим группам. 

Из $ 24 мы знаем, что любая группа без кручения ^ ранга |[ изо- 
морфна некоторой подгруппе группы @. Другими словами, группа без 
кручения ранга | обязательно является рациональной группой. 

Поскольку группа Ю однородна, мы связываем с ней тип +, общий 
тип всех ненулевых элементов из Ю. Изоморфным группам, очевидно, 
соответствуют одинаковые типы. Теперь мы покажем, что если Ю и 5 
являются группами без кручения ранга | одного и того же типа +, 
то они обязательно изоморфны: 
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ТеорвмА 85.1 (Бэр [6]). Две группы без кручения ранга 1 изоморфны 
тогда и только тогда, когда они имеют один и тот же тип. Каждый 
тип является типом некоторой рациональной группы. 


Пустьа с Ки БЕ 5 — произвольные ненулевые элементы, и пусть 


Х (а) = (Е, ..., №, ...), Х (6) = (1,... 4, ...). Если эти харак- 
теристики принадлежат одному и тому же типу +, то найдется Лишь 
конечное число индексов, скажем и;, ..., Па, для которых Ки, 5 [,.. 


Такие Ав, и [, суть неотрицательные целые числа, и, поделив элемент 
а на р а рта, а элемент Ь на риа а р мы получим эле- 
п. п; п. ^ в. 

менты СЕ Ю и 4Е5, в характеристиках которых на местах с номе- 
рами 1:1, ..., п; стоят нули. Очевидно, что Хх (с) = (а). Следова- 
тельно, уравнение тх = пс разрешимо в группе Ю тогда и только 
тогда, когда уравнение ту = п разрешимо в группе 5. Такие урав- 
нения в группах без кручения имеют не более одного решения. Сле- 
довательно, сопоставление х = и задает взаимно однозначное соответ- 
ствие между группами ^Ю и 5, которое, как сразу видно, сохраняет 
операцию сложения. 

Второе утверждение теоремы непосредственно следует из п. г). в 


Итак, мы установили взаимно однозначное соответствие между 
группами без кручения ранга [ и типами. Поскольку типы описываются 
в терминах последовательностей неотрицательных целых чисел и сим- 
волов со и легко можно выяснить, равны ли два типа, теорема 85.1 
дает достаточно полное представление о структуре групп без кручения 
ранга 1. 


Пример 1. Очевидно, # (7) = (0, о ‚..., 00). Кроме 
( 


( 
того, # (Ор) = (©,..., ©, 0, ©, ...), ое О ь 9 50; ОЭ тде 
фи со соответственно стоят на м-м месте, если рт = р. 


Пример 2. Группа рациональных чисел со знаменателями, свободными 
от квадратов, имеет тип (1, 1,...,1,...). 

СЛЕДСТВИЕ 85.2. Множество всех неизоморфных групп без кручения 
ранга | имеет мощность континуума. 


Множество всех характеристик имеет мощность 2*°, а множество 
типов не может иметь большую мощность. С другой стороны, мощ- 


ность множества типов не меньше, чем 2*°, так как разные характе- 
ристики, состоящие лишь из нулей и символов со, принадлежат раз- 
ным типам. По теореме 85.1 каждый тип является типом некоторой 
группы ранга 1, тем самым следствие доказано. а 


Если Хх = (1, ... АР, ...) и = (Ц,...,[, -..) — харак- 
теристики, то их произведение определим как характеристику 
ЕЕ Кель ВЕ Цао 


где, естественно, со плюс нечто есть со. Характеристика х идемпо- 
тентна [т. е. у? = у] в том и только в том случае, когда для каж- 
дого и либо К, = 0, либо К, = со. Умножение характеристик согла- 
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совано с отношением эквивалентности, введенным выше, и можно 
говорить о произведении 4 типов +, +, а также об идемпотентном 
типе { = В. 

Частное 1 : 2 двух характеристик %: > ух. определим как наиболь- 
шую характеристику у, для которой ух. < У.. Легко видеть, что 
такая характеристика )Х существует и удовлетворяет следующему 
условию: неравенство х’х. < У. эквивалентно неравенству У’ = Хх. 
Частное типов определяется аналогично. 

В заключение приведем два элементарных результата. 


ПрРеЕдложениЕ 85.3. Если А и С — группы без кручения ранга 1, 
то А ® С — группа без кручения ранга 1, причем 


1А® С =Е(А).+ (С). 


С помощью теоремы 60.6 мы получаем, что группа А ® С является 
подгруппой группы О ® О = Ои, следовательно, имеет ранг 1. Пусть 
Х (4%) = (1, -.., К, ...) их (6) = (1, .... Ц, ...) для некоторых 
ненулевых элементов а, Е ДА, с, Е С. Тогда элемент ау ® с, из группы 
Д ® С, очевидно, делится на р" прит<Ю-+Ь, п=1,2,.... 
Значит, Хх (4% ® с) >Х (4) Хх (6). 

Для таких рациональных чисел ги $, что га, Е А, $6 Е С, рас- 
смотрим отображение ге’ © $с, =->!з из группы А Хх С в рациональ- 
ную группу Ю, в которой хв (Г) = Х (40)-% (5). Так как это отобра- 
жение билинейно, то по определению тензорного произведения мы полу- 
чаем, что строгое неравенство У (5 ® си) >> Ув (Г) невозможно. щ 


Предложение 85.4. Пусть А и С — группы без кручения ранга 1. 
Если неравенство 1 (А) < (С) не имеет места, то Нот (А, С) = 0. 
Если же + (А) < {(С), то Нот (А, С) является группой без кручения 
рачга |1 и имеет тип ® (С): (А). 


По свойству Г) получаем, что Нот (А, С) =- 0 только тогда, когда 
1 (4) < {(С). В этом случае выберем такие ненулевые элементы а 6 А 
исЕС, что х (а) < Хх (5). Заметим, что существует и притом единствен- 
ный гомоморфизм 1: А — С, для которого ча = с. Легко получить, 
что этот гомоморфизм \ имеет характеристику Х (с) : Хх (а), а всякий 
другой гомоморфизм из А в С есть рациональное кратное 1. в 


Упражнения 


1. Пусть аЕА, где А — группа без кручения. Множество $ (а) 
всех натуральных чисел п, которые делят элемент а, удовлетворяет 
следующим условиям: 

(1) ТЕФ (а); 

(2) если ПЕФ (а) ит |1, то тЕЗ (а); 

(3) если т, ПЕ5 (а), то т, ШЕ$ (а). 

Показать, что при а, БЕА равенство $ (а) = 5 (6) выполняется 
тогда и только тогда, когда %, (а) = х (6). 

2. Для каждого типа $ 52 (<, ..., со, ...) найдется счетное число 

характеристик, принадлежащих типу 1. 
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3. Если { = (К, ..., К, ...), то подгруппа А () совпадает с сер- 
вантной подгруппой группы А, порожденной пересечением Г] р””А. 
п 


4. Если подгруппа С сервантна в группе А, то подгруппа С (4) 
сервантна в группе Д ({). 

5. Привести пример, когда 

(а) множество элементов, типы которых строго болыше типа %, 
не является подгруппой; 

(6) подгруппа А* ({) не является сервантной в группе 4; 

(в) группа А содержит элементы типа ф и Д* ({) =Д (). 

6. Если группа А содержит элементы типа $ то подгруппа А (4) 
порождается всеми такими элементами. 

7. Пусть А и В — группы без кручения ранга 1. Группы А и В 
не изоморфны в том и только в том случае, когда существует такое 
бесконечное множество © степеней р" простых чисел, что одна из под- 
групп Пр Аи п р"В равна нулю, а другая — нет. 

РЕЯ р`Е® 

8. (а) Пусть А и В — группы без кручения ранга 1. Группа В 
изоморфна некоторой подгруппе группы А в том и только в том слу- 
чае, когда + (В) < + (А 

(6) Попарно неизоморфные подгруппы данной группы без круче- 
ния ранга | образуют либо конечное, либо континуальноз семейство. 

9. Охарактеризовать р-адические и 7-адические пополнения групп 
без кручения ранга 1. 

10 (Бэр [6]). Если группа без кручения А имеет конечный ранг, 
то множество типов {# (а) |аЕ А} удовлетворяет как условию макси- 
мальности, так и условию минимальности. [Указание: рассмотреть 
ранги подгрупп А ($).] 

И (Бэр [6]). Существует такая группа без кручения А ранга 2, 
что множество типов {+ (а) |аЕ А} бесконечно. [Указание: в группе 
Ча Ф ОБ выбрать такую подгруппу А, что для каждого простого 
числа р, выполняется равенство дд (а- р»б) = (0, ..., 0, оо, 0, ...), 
ГДе со стоит на п-м месте.] 

12. Множество неизоморфных групп без кручения конечного ранга 
имеет мощность континуума. 

13. Описать факторгруппы групп без кручения ранга 1. 


$ 86. Вполне разложимые группы 


Существует совсем немного классов групп без кручения, изучение 
которых не слишком трудно. Одним из них является класс вполне 
разложимых групп. 

Группа без кручения А называется вполне разложимой, если она 
является прямой суммой групп ранга 1. Свободные и делимые группы 
представляют собой тривиальные примеры вполне разложимых групп. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 86.1 (Бэр [6]). Любые два разложения вполне разло- 
жимой группы в прямую сумму групп ранга 1 изоморфны. 
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Пусть А = Ф А, где А; — рациональные группы. Из леммы 9.3 
11 


легко получить, что для любого типа { подгруппы А ({) ид * ({) совпа- 
дают с прямыми суммами тех групп А;, для которых верны неравен- 
ства + (А;) = и + (А) >> { соответственно. Таким образом, группа 
А, = А (®/А* (4) 
изоморфна прямой сумме тех групп А;, типы которых в точности 
равны {. Мы получаем, что ранг А+, равен числу слагаемых А; типа 4. 
Поскольку определение группы Ак не зависит от прямых разложений 
группы А, наше утверждение сразу следует из единственности ранга. в 


В частности, мы получили, что для вполне разложимых групп А 
ранги т (А.), где { пробегает множество всех типов, образуют полную 
и независимую систему инвариантов. Таким образом вопрос о структуре 
вполне разложимых групп решен полностью. 

Пусть С — сервантная подгруппа группы без кручения А. Эле- 
мент а АЗС назовем собственным относительно С, если 


Х (а) >= х(а-- с) для всех СЕС. 


Это условие равносильно тому, что дл (а) =хдс (а — С). Сервантная 
подгруппа С группы А называется сбалансированной [или регулярной], 
если каждый смежный класс группы А по подгруппе С содержит соб- 
ственный элемент. 


Читатель легко убедится в том, что данное определение сбалансированной 
подгруппы согласуется с соответствующим определением для р-групп, данным 
з $80. [Заметим, что в группах без кручения изотипность эквивалентна сервант- 
ности. ] 


Прямое слагаемое всегда является сбалансированным, но обрат- 
ное неверно [см. упр. 2]. Тем не менее, как показывает следствие 86.3, 
при некоторых дополнительных условиях сбалансированная под- 
группа должна выделяться прямым слагаемым. 


ТЕОРЕМА 86.2. Вполне разложимые группы проективны отно- 
сительно всех сбалансированно точных последовательностей групп без 
кричения. 


Свойство проективности сохраняется при взятии прямой суммы, 
так что утверждение теоремы достаточно доказать для групп ранга 1. 
Рассмотрим диаграмму 


К 
га 


та 
р/ Ф 
и 


их 
0—>С— А—-> 4-0 


в которой все группы являются группами без кручения, подгруппа С 
сбалансирована в группе А, а группа Ю имеет ранг 1. Возьмем про- 
извольный ненулевой элементх Е Ю. В смежном классе ф (х) по под- 
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группе С выберем собственный относительно С элемент а Е АД. В силу 
соотношения % (х) < Х (ф (х)) = Хх (а) соответствие х -> а можно про- 
должить до гомоморфизма 1$: Ю — А, при котором указанная диаграмма 
становится коммутативной. &щ 


Утверждение, обратное теореме 86.2, также верно [см. упр. 16]. 
Теорема 86.2 имеет непосредственное 


СлЕдствиЕ 86.3 (Ляпин [5]). Если С — такая сбалансированная 
подгруппа группы без кручения А, что факторгруппа А/С вполне раз- 
ложима, то С служит для А прямым слагаемым. ш 


Следующая лемма носит технический характер. 


Лемма 86.4 (Бэр [6]). Пусть С — сервантная подгруппа группы 
без кручения А. Если каждый элемент из смежного класса а -- С имеет 
тот же тип в группе А, что и класс а -Е С в группе А/С, то в классе 
а-- С найдется элемент, собственный относительно С. 


В силу соотношений Хх (а) < х (@-+ С) и + (а) = + (а- С) легко 
видеть, что существует конечное число таких элементов а, ..., ак Е 
ба -+ С, для которых Хх (а) |)... Хх (4) = Хх @ - О). Таким обра- 
зом, достаточно доказать, что если а — БЕС и характеристики % (а) 
их (5) эквивалентны, то найдется такой элемент о Е а -| С, чтох (5) = 
хх (а) 0х (5). Поскольку 1 (а) = (5), существуют взаимно про- 
стые целые числа т и п, для которых х (та) = х (пб). Пусть и и — 
такие целые числа, что ти -- по = 1. Тогда для элемента & -= 
= тиа -- п Еа- С, очевидно, выполняется Х (5) > Хх (та) = 
Хх (а) 0% (5). а 

Теперь мы без труда получим следующий полезный результат. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 86.5 (Бэр [6]). Пусть С — сервантная подгруппа 
группы без кручения А, удовлетворяющая следующим условиям: 


а) Факторгруппа А/С является вполне разложимой и однородной 
группой типа $; 

6) все элементы множества А `` С имеют тип 1. 
Тогда С служит прямым слагаемым для А. 


По лемме 86.4 получаем, что С — сбалансированная подгруппа 
в группе А. Остается применить следствие 86.3. в 


Следующий результат обобщает известную теорему о том, что 
подгруппы свободных групп свободны. 


ТЕОРЕМА 86.6 (Бэр [6], Колеттис [3]). Пусть А — вполне разложи- 
мая однородная группа типа +. Если подгруппа С группы А является 
однородной группой типа + [в частности, сервантной в А], то С — 
вполне разложимая группа. 


Мы применяем те же рассуждения, что и в доказательстве тео- 


ремы 14.5. Пусть А = Ф С., где каждое слагаемое С, — рациональ- 
О 
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ная группа типа +, а о пробегает множество порядковых чисел, мень- 
ших некоторого порядкового числа т. 
Положим 


р<б 
Очевидно, что Со = Со-4 Ао, откуда 
С о-+1/Со = (Со! -- Ао) /Ас = Ас-1/ Ас = о. 


Мы утверждаем, что С. — прямое слагаемое в Со-:. Действительно, 
в группе Со: все элементы имеют тип +, и если Сон == С, то тип 
группы С о-1/С с также равен # [эта группа изоморфна подгруппе группь 
Сс ив то же время является эпиморфным образом группы Сон]. 
Благодаря теореме 86.5 отсюда следует, что Сом = С. Ф® Вс для 
некоторой подгруппы В. = С. Подгруппы В. (6 < т) порождают 


прямую сумму Ф В., которая должна совпадать с группой С. в 
о<т 


Обратимся теперь к основному результату этого параграфа. 


ТЕОРЕМА 86.7 (Бэр [6], Куликов [4], Капланский [4]). Прямые 
слагаемые вполне разложимых групп без кручения вполне разложимы. 


Вначале рассмотрим случай групп конечного ранга. Пусть А = 
=Н ФФ... ФН, =В ФС, где каждая группа Н; вполне разло- 
жима, имеет конечный ранг и является однородной группой типа {$;. 
Проведем индукцию пол. Если п == 1, то группа А однородна, и из тео- 
ремы 86.6 следует, что группа В вполне разложима. Допустим, что 
типы #, ..., % (й> |) попарно различны и тип является среди 
них максимальным. Тогда Н, =А(%) и Н =В (6) ФС() 
по лемме 9.3, откуда В = В (+) ФВ' и С=С (,) ®Ф С’ для неко- 
торых подгрупп В’ = Вис’ = С. Таким образом, А = В’ ® С’ ФН, 
иН, Ф... ФН, =В'’ Ф С’. По предположению индукции группы 
В (1,) и В’ являются вполне разложимыми, а значит, и В — вполне 
разложимая группа. 

Для рассмотрения общего случая нам понадобится теорема 87.5 
[в доказательстве которой используется лишь первая часть настоя- 
щего доказательства]. В силу предложения 9.10 всякое прямое сла- 
гаемое С вполне разложимой группы А является прямой суммой 
счетных групп Со. По теореме 87.5 группы Сс сепарабельны и в силу 
теоремы 87.1 вполне разложимы. ва 


В заключение докажем следующую лемму, которая потребуется 
в дальнейшем. 


ЛЕММА 86.8. Пусть А — вполне разложимая однородная группа ко- 
нечного ранга. Тогда всякая сервантная подгруппа группы А служит 
для А прямым слагаемым. 


Группу А можно представить в виде А = Ра Ф...®@ Юа,, где 
Ю — подгруппа группы О. Для такой группы А справедливо следую- 
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щее утверждение, являющееся непосредственным обобщением леммы 
15.3: для взаимно простых целых чисел п, ..., п», найдутся такие 
элементы 6,,..., к ЕЛА, что 
А = ЮФ... ФВЬ,, где БВ =па +... - пьа,. 

Пусть С — сервантная подгруппа ранга 1 группы А. Тогда ее можно 
представить в виде С = Юс, гдес = па +... -+ пла» для некоторых 
взаимно простых целых чисел п., ..., Па. В силу предыдущего утверж- 
дения подгруппа С служит для А прямым слагаемым. Пусть теперь 
С — произвольная сервантная подгруппа группы А и С’ — сервант- 
ная подгруппа ранга | группы С. По доказанному подгруппа С’ — 
прямое слагаемое в группе А, т. е. А = С’Ф А’ для некоторой 
подгруппы А’ < А, иС = С’Ф С", где С” = СП А". По теореме 86.6 
группа А’ снова является вполне разложимой. Так как подгруппа С” 
сервантна в группе А’, то с помощью индукции мы получаем наше 
утверждение. а 


Упражнения 


1 (Хаймо [1]). Пусть В, С — такие сервантные подгруппы группы 
А, что В = С. Доказать следующие утверждения: 


(а) Если подгруппа С сбалансирована в А, то С сбалансирована в В. 

(6) Если подгруппа В сбалансирована в А, то подгруппа В/С 
сбалансирована в А/С. 

(в) Если подгруппа С сбалансирована в А, а подгруппа В/С сба- 
лансирована в А/С, то В — сбалансированная подгруппа группы А. 

2. Пусть ЕЁ — свободная группа и С — такая подгруппа группы К, 
что ЁЕ/@ — однородная группа типа (0, ..., 0, ...), не являющаяся 
свободной. Показать, что подгруппа @ сбалансирована в группе РЁ, 
но не выделяется в Р прямым слагаемым. 

3. (а) Множество {4 (а) |аЕ А} типов элементов вполне разложи- 
мой группы А замкнуто относительно пересечения. 

(6) Найти наименьшую верхнюю грань числа различных типов 
элементов из А, где А пробегает семейство вполне разложимых групп 
фиксированного ранга п. 

4 (Бэр [6]). Пусть С — такая сервантная подгруппа группы А, 
что С* ({) =СПА* ($, и, кроме того, группа А ()/А* ({) вполне 
разложима. Тогда группа С (+) является прямой суммой подгруппы 
С* (Г) и некоторой вполне разложимой группы. 

5*. Сервантная подгруппа вполне разложимой группы конечного 
ранга не обязана быть вполне разложимой. (Указание: рассмотреть 
некоторую сервантную подгруппу ранга 2 группы (рг”а:, р;®а.) Ф 
Ф (р;”а», ра.) Ф (р;”аз, ру®аз), где р:, р›, рз — различные про- 
‘стые числа (обозначения см. в $ 88).] 

6. Если А — вполне разложимая группа конечного ранга 
и В — существенная подгруппа группы А, то группа А/В является 
конечной в том и только в том случае, когда каждый элемент из В имеет 
в В тот же тип, что и в ДА. 
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7 (Фукс, Кертес и Селе [2]). Группа без кручения А обладает тем 
свойством, что всякая сервантная подгруппа служит для нее прямым 
слагаемым, тогда и только тогда, когда редуцированная часть группы А 
является однородной вполне разложимой группой конечного ранга. 
[ Указание: свести рассмотрение к случаю конечного ранга и восполь- 
зоваться леммой 86.8. ] 

8. Для двух произвольных прямых разложений вполне разложи- 
мой группы существуют изоморфные продолжения. 

9 (Гриффит [3]). Произвольная группа без кручения А является 
сервантно существенным расширением некоторой своей вполне раз- 


ложимой подгруппы С, причем |А | < ВС . [Указание: выбрать 
максимальную сервантную вполне разложимую подгруппу.] 

10 (Прохазка [10]). Пусть А — такая вполне разложимая группа, 
что различные типы ее компонент ранга | вполне упорядочены по убы- 
ванию. Тогда сервантные подгруппы группы А также являются вполне 
разложимыми. 

11* (Прохазка [14]). Редуцированная группа без кручения А 
обладает тем свойством, что А —= С Ф А/С для каждой сервантной 
подгруппы С группы А, тогда и только тогда, когда А — вполне раз- 
ложимая группа конечного ранга, причем типы слагаемых ранга 1 
линейно упорядочены. 

12 (Фукс [19]). Для счетных групп доказать теорему 86.7 по сле- 
дующей схеме. Подгруппу А (®) представить в виде А (+) = 4* (И ФАь, 
аналогично представить подгруппы В (@) и С (1). . 

(а) Показать, что А = В ФС, Ф... ФВь ФСь Ф®Ф (9 АД, ) 


для произвольного конечного набора типов &, ..., №. [Указание: 
применить индукцию, начиная с минимального %;.] 


(6) Положив В’=ВП[СиФ... ФСь Ф (ФА:] и аналогично 
+, 


1 
для С’, показать, что А=А, Ф... ФА, ФВ'ФС.. 

(в) Доказать, что В=Хн@...ФХь Ф В’, где Хе = В, и 
Хе, = Ан Я... ФАь.. 

(г) Показать, что, переходя от п кп -- 1, можно брать прежние 
подгруппы Хь,, о 

(д) Группа В — прямая сумма подгрупп Хе. 

13 (Бэр [6]). Следующим образом определим классы Го групп без 
кручения. Пусть Г, — класс всех счетных групп без кручения. Пусть 
теперь о >> 1 — произвольное порядковое число и для всех порядковых 
чисел о < о классы Г, определены. Мы полагаем А Е Г‹, если группа А 
содержит такую сервантную подгруппу С конечного ранга, что А/С 
является прямой суммой групп, каждая из которых принадлежит 
некоторому классу Гь, гдер < о. Доказать, что однородная группа А 
типа { вполне разложима в том и только в том случае, когда для каж- 
дой сервантной подгруппы С конечного ранга группа А/С является 
однородной группой типа + и группа А принадлежит некоторому классу 
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Го. (Указание: достаточность условия доказывается индукцией по о.] 

14. Показать, что прямое произведение бесконечного множества 
циклических групп не принадлежит никакому классу Г. [Указание: 
см. доказательство теоремы 19.2.] 

15. Для произвольной группы без кручения А существуют такая 
вполне разложимая группа С и такой эпиморфизм $: @— А, что 
подгруппа Кег ф сбалансирована в группе С. [Указание: взять такие 
мономорфизмы $ф;: Ю; -— А, что {| ф;} — множество всех сервантных 
подгрупп ранга 1 группы А, и положить С = ФЮ..] 

1 


16. Группа без кручения проективна относительно всех сбаланси- 
рованно точных последовательностей групп без кручения в том и только 
в том случае, когда она вполне разложима. [Указание: теорема 86.2, 
упр. 15 и теорема 86.7.] 


$ 87. Сепарабельные группы 


Перейдем к рассмотрению класса групп без кручения, более широ- 
кого, чем класс вполне разложимых групп. Группы из этого класса 
можно считать «локально» вполне разложимыми в следующем смысле. 

Группа без кручения А называется сепарабельной [см. Бэр [6], 
если каждое конечное подмножество элементов из А содержится 
в некотором вполне разложимом прямом слагаемом группы А. Оче- 
видно, мы можем считать, что это слагаемое имеет конечный ранг. 

Прежде всего приведем следующие элементарные факты: 


а) Группа А сепарабельна тогда и только тогда, когда ее редуци- 
рованная часть сепарабельна. 

6) Прямые суммы сепарабельных групп снова являются сепара- 
бельными. 

в) Если группа А сепарабельна, то для каждого типа # подгруппа 
А* ({) сервантна в группе А. 

г) Всякая вполне характеристическая подгруппа С сепарабельной 
группы А также является сепарабельной. 

Действительно, если с:, ..., Сь Е С, то по определению существует 
такое разложение А =4А ®... ФА, ФА,, что ДА,, ..., А, — 
группы ранга | и с, ..., сы Е А, Ф... ХФ Ав. В силу леммы 9.3 


- <СпФ...Ф СП А„) Ф (СПА), 


где каждая из групп СП А:, ..., СП А, — либо нулевая, либо 
группа ранга 1, а в прямой сумме этих групп лежат все элементы 
С, .-.»› СЬ. 

д) Пусть С — вполне характеристическая сервантная подгруппа 
сепарабельной группы А. Тогда группа А/С сепарабельна. 

По условию А/С — группа без кручения. При заданных элементах 
а-+сС,..., ак + СЕА/ГС найдется такое разложение А = А, Ф... 
... ФА, ФА, чо А,, ..., А, — группы ранга | и @1, ..., ЧЕ 
ЕЛА Ф...ФА,. Путь А.П] С=...=А.П С =09иАюы, 
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.... Ал = С. Тогда 
А/С = (А. + С/С Ф... Ф (Ав, + С/С Ф (А’ + С/С, 


причем прямая сумма первых т слагаемых содержит данные смежные 
классы а + С, ..., ав + С. 


е) Пусть А — сепарабельная группа и № — любой тип. Тогда 
А ({/А* ({) — сепарабельная группа. 
Это сразу же следует из пп. г), в) и д). 


Важные примеры сепарабельных групп без кручения [не являю- 
щихся вполне разложимыми группами] дают некоторые прямые про- 
изведения групп ранга 1. В частности, из доказательства теоремы 19.2 
видно, что прямые произведения бесконечных циклических групп всегда 
сепарабельны. Следующий результат показывает, однако, что лишь 
несчетные сепарабельные группы представляют собой нечто новое. 


Теорема 87.1. (Бэр [6]). Счетная сепарабельная группа без круче- 
ния вполне разложима. 


Пусть Д — такая группа и а, ..., ап, ...— ее система обра- 
зующих. Существует вполне разложимое прямое слагаемое А. группы А, 
имеющее конечный ранг и содержащее элемент а!. Пусть п > Ги уже 
построена такая возрастающая цепочка 4, =... < А, _, вполне раз- 
ложимых прямых слагаемых группы А, что все они имеют конечный 
ранг и элементы 41, ..., а; лежат в подгруппе А; (= |,..., п — 1). 
Тогда найдется вполне разложимое прямое слагаемое А„ группы А, 
имеющее конечный ранг и содержащее как подгруппу А, [или, 
что то же самое, максимальную независимую систему элементов под- 
группы А»„-1|, так и элемент а». Очевидно, объединение возрастающей 
цепочки 4, =... = А, =... есть А. Пусть В, =А, и А, = 


= А, @ В, прил >> 1. Мы получаем, что А = о В», где группы Вл 
и=1 


вполне разложимы как прямые слагаемые групп А»„ [см. первую 
часть доказательства теоремы 86.7]. в 


Ввиду следующих двух результатов однородные сепарабельные 
группы представляют особенный интерес. 


Предложение 87.2 (Бэр [6]). Однородная группа А сепарабельна 
тогда и только тогда, когда каждая ее сервантная подгруппа, имеющая 
конечный ранг, служит для А прямым слагаемым. 


Если А — сепарабельная группа, то ее сервантную подгруппу С 
конечного ранга можно вложить в прямое слагаемое В группы А, 
где В имеет конечный ранг и вполне разложимо. В силу однородности 
группы В из леммы 86.8 следует, что С — прямое слагаемое в В и, зна- 
чит, в А. Обратно, пусть сервантные подгруппы С конечного ранга 
служат для А прямыми слагаемыми. В этом случае всякая сервантная 
в С подгруппа служит для С прямым слагаемым, откуда сразу следует, 
что С — вполне разложимая группа. в 
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Следствие 87.3. Сервантные подгруппы однородных сепарабельных 
групп сепарабельны. 


Пусть С — сервантная подгруппа однородной сепарабельной 
группы А. Если с1,..., сы Е С, то подгруппа (с, ..., ск}, в силу 
предложения 87.2 служит прямым слагаемым для А и, значит, для С. 
Отсюда снова в силу предложения 87.2 следует, что С — сепарабель- 
ная группа. в 


До сих пор не известно никакого удовлетворительного структур- 
ного описания сепарабельных групп без кручения. Следующий резуль- 
тат дает некоторую информацию для однородного случая. 


Предложение 87.4. Однородная группа без кручения типа % 
является сепарабельной в том и только в том случае, когда она изо- 


морфна некоторой сервантной подгруппе группы ( Ю;) ($), где группы 
1 


Ю; имеют ранг 1 и тип %. 


Сначала установим сепарабельность группы @ = ([]Ю;) ($. Оче- 
видно, @ является однородной группой типа +. Группу Пе, запишем 


в виде []Ю,; = |] (Ва;), где Ю — рациональная группа типа +. Эле- 
мент с СС будет иметь при этом вид © = (..., Г;а;, ...), гдег, Е Ю. 
Можно ограничиться рассмотрением таких элементов © ЕС, что 
(с), = Юв. В этом случае знаменатели чисел г; делятся лишь на такие 
простые числа р, что на соответствующем месте в типе # стоит со. 
Мы можем, следовательно, записать г; = $;1;, где $; — рациональное 
число, числитель и знаменатель которого делятся лишь на такие 
простые р = рь, что на /[-м месте в типе $ стоит со, ай; — целое число, 
которое делится только на те р = рь, для которых на /[-м месте в типе $ 
стоит конечное число. Если существует индекс 1, при котором | и; | = 1, 


то к; = Ас ФН, где Н; = || (Ка;). Если такого индекса не суще- 
1] 

ствует, то аналогично тому, как это делалось в доказательстве тео- 

ремы 19.2, мы найдем конечный набор таких элементов И, ..., Аь 


из группы (, что ||, = ЮФ... ® ВА, ФН’, гесЕ РФ... 


... Ф ВИ,, а группа Н’ является прямым произведением почти всех 


групп Ра;. Для элементов 21, ..., 8, Е С, где (6;)„ = Юв;, пользуясь 
индукцией по ип, получим аналогичное разложение группы Пвь при 
котором 5'1,.... Е ЮФ... Ф ЮА.. Поскольку группы АЙ; имеют 


тип {$ [слагаемые типа {< + можно было опустить; в действительности 
таких слагаемых нет — см. предложение 96.2], мы получаем С = 
= (Пю;) ({) = РФ... Ф Юй, Ф Н'(®, откуда и следует сепара- 
бельность группы С@. Остается применить следствие 57.3, и достаточ- 
ность будет доказана. 

Чтобы доказать обратное, возьмем сепарабельную и однородную 
группу А типа +. В силу предложения 87.2 для каждого элемента а == 0 
из группы А подгруппа (а), выделяется в А прямым слагаемым. 
Значит, существует эпиморфизм ла: А —> Ю [где Ю — рациональная 
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группа типа {], причем л.а == 0. Отсюда следует, что А является 
подпрямой суммой рациональных групп Ю; типа +; более того, группа А, 
очевидно, содержится в группе ([1ю;)(%, и ее сервантность в этой груп- 
пе следует из того, что элемент ла имеет ту же характеристику, что 
и элемент а. в 


Следующая теорема представляет собой основной результат о сепа- 
рабельных группах. 


ТЕОРЕМА 87.5 (Фукс [26]). Прямые слагаемые сепарабельных групп 
сепарабельны. 


Пусть А = В Ф С — прямое разложение сепарабельной группы А. 
При заданных элементах 5.,..., Бь С В найдется прямое слагаемое 
С группы А, которое имеет конечный ранг, вполне разложимо и содер- 
жит элементы в,, ..., бь. Пусть А = С Ф Н для некоторого Н = А. 

Группу С представим в виде С =@ Ф... ФС,, где каждое 
С; — вполне разложимая однородная группа типа +;. Сейчас мы про- 
ведем наиболее существенную часть доказательства. Мы убедимся 
в том, что существует такое прямое разложение А = С’Ф НУ, что 
(=О’=(, Ф... Ф С», где каждое С; — вполне разложимая одно- 
родная группа типа и Н’ = (Н’П В) Ф (Н’П С). Воспользуемся 
индукцией по п. 

Пусть пл = 1. В этом случае С — однородная группа, тип которой 
мы обозначим через +. Группы А (#) =С ФН | и.'А ({/А* (® = 
= СФ Н(@/Н* (4) сепарабельны [см. п. г) и е)], здесь черта сверху 
означает образ подгруппы С в группе А({)/А*({) при естественном 
отображении. В силу следствия 87.3 в разложении 


А (1/А* © = В @®/В* ФС (/С* © 


оба слагаемых сепарабельны; следовательно, существуют такие раз- 
ложения 


В (9/В* (0 =В, Ф... ФВ, ФХ 


С (9/С* (0 =С:Ф... ® С, +У, 


что В,, С, —группы ранга 1 и типа ® а группа С содержится 
в группе 


ОВ ВО сб. 


Ввиду предложения 86.5 существуют такие подгруппы В; и С; 


групп В и С соответственно, что г (В;) = г (С) = 1, а группы В; и С; 
являются образами этих подгрупп при естественных отображениях 
В — В/В* (4) и С С/С* (®. Группы В:, ..., В‚, очевидно, содер- 
жатся в прямом слагаемом / группы А, где / — вполне разложимая 
группа конечного ранга. Не нарушая общности, можно считать, 


что /(4) = 1. Так как В, Ф... ® В, — прямое слагаемое в группе 
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А (4)/А* (4 и, значит, в группе ///* (4), то В. Ф... ФВ, Ф.* ($ — 
прямое слагаемое в группе Л. Мы получаем, что В. Ф... ФВ, 
служит прямым слагаемым для А и, значит, для В, т. е. 


В=В ФФ... ФВ, ФВ, для некоторого В. = В. 
Аналогичным образом получаем, что 
С=С®... ФС, Ф С, для некоторого С, = С. 


Существуют такие рациональные группы К.,..., К, типа № что 
С’ =СФКФ...ФК.. Возьмем такие о К, ..., Ка 
ранга 1 группы А, что при отображении А > А/А* ({) их образы 
совпадают с группами К, ..., К, соответственно. Тогда группа 
О =С®ФКо...ФК, будет вполне разложимой подгруппой 
группы А, а ее образ в группе А/А* (4) совпадет с группой С’. 
Мы хотим показать, что 


А =0'’ ФВ ФС... 


Прежде всего, С’-- А* () -=(В. ФФ... ФВ, ФСФ... ФС)- 
—- А* (4). Так как А* (@) = В, Ф С», то подгруппы С’, Ву и Сь вместе 
порождают группу В ФС = А. Далее, пусть ФЕ С’П (В, ® Су. 
Тогда в =а +В + с [где аЕД* (1), БЕВ. ФФ... ФВ,, сСЕСН Ф 
Ф... Ф С}, следовательно, в + с = © — аЕ В‚ ® С.. Отсюда полу- 
чаем, что © — а = бис ЕС’ ГП А* (1) = 0. Итак, подгруппу С мы вло- 
жили в прямое слагаемое С’ группы А, где С’— вполне разложимая 
однородная группа, а дополнительным к ней слагаемым является 
Н’ = Во Ф Су, причем Ву = В, Су = С. 

Пусть пл > 1. Типы &, ..., В можно считать различными. Пусть 
{, — максимальный среди них. По предположению индукции суще- 
ствует прямое разложение А = К’ Ф Г, которое обладает следующими 


свойствами: группа К’ содержит подгруппу К =(; ФФ... ФО, 
и является вполне разложимой группой конечного ранга, причем 
ее слагаемые ранга 1 могут иметь лишь типы 4, ..., в; кроме 


того, [, = (ЁП В) Ф ([П С). Так как А (,) =К’ (%) ФЕ ($) = 
= [, (4„), то С, = Г и, значит, а, — прямое слагаемое в группе Г.. 
Из определения сепарабельности легко получить, что прямое слагаемое 
[. сепарабельной группы А, обладающее дополнением конечного ранга, 
само является сепарабельным. Таким образом, в силу первой части 
доказательства существует разложение [, = С„ Ф Н', где С» — вполне 
разложимая однородная группа конечного ранга. При этом @„ = @ви 


Н' = (Н’ПЕПВ) ®Ф (Н’ПЕПС)=(Н’ПВ) ®Ф (НПО. 


Положив С’ = К’ Ф (,, получим А = С’Ф Н'’ — искомое разло- 
жение группы Д. 

Теперь мы без труда закончим доказательство теоремы 87.5. Заме- 
тим, что из разложения 


1=0(' Ф(Н’ПВ) Ф(Н’ПС) 
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следуют разложения 
В=(Н’'ПВ) ФВ’ и С=(Н'ПСО) ФС’, 
где В’ =[(’ Ф (Н'ПС)]ПВ и С’ =[С’ Ф(Н’ПВ)] ПС. Следовательно, 
А= (Н’П В) Ф (Н’ПС) ФВ'ФС,, 


причем В.,..., бь Е В’. Мы получаем, что группа В” вполне раз- 
ложима в силу изоморфизма С’ == В’ Ф С’ и первой части доказа- 
тельства теоремы 86.7. Таким образом, группа В сепарабельна. п 


Непосредственным обобщением понятия сепарабельности является понятие 
1-сепарабельности, где М — бесконечное кардинальное число. Группа 4 
называется Щ-сепарабельной, если каждое ее подмножество мощности «< щ может 
быть вложено во вполне разложимое прямое слагаемое группы А. Никаких 
серьезных результатов, касающихся этих групп, пока нет. 

Гриффит [5] называет группу А косепарабельной, если при условии, что 

В — конечно порожденная группа, подгруппа В содержит прямое слагаемое С 
группы А, имеющее конечно порожденное дополнение. С помощью этого понятия 
Гриффит изучал У-группы [см. $ 99]. 


Упражнения 


1 (Бэр [6]). Группа без кручения А сепарабельна тогда и только 
тогда, когда выполнены следующие условия: 

(1) каждое конечное подмножество группы А лежит в некотором 
прямом слагаемом, являющемся прямой суммой однородных групп; 

(2) для каждого типа {4 группа А ({)/А* (4) сепарабельна. [Указание: 
прямые слагаемые в условии (1) сепарабельны.] 

2. Всякая сервантная подгруппа конечного ранга служит для А 
прямым слагаемым в том и только в том случае, когда редуцированная 
часть группы А является однородной сепарабельной группой. 

3* (Нунке). Используя обозначения и результаты $ 94, показать, 
что для любого простого числа р группа А = рР -|- $ не является 
сепарабельной. [Указание: так как ( — узкая группа, то для любого 
гомоморфизма ф: А — 0 имеет место ф (р,...,р,...) Е рА.1 

4 (Шарль [8]). Однородная группа А типа (0, ..., 0, ...) сепара- 
бельна тогда и только тогда, когда для каждого простого числа р 
имеет место равенство [Гф-! (р2) = рА, где ф пробегает множество 
всех гомоморфизмов ф: А — 7. [Указание: при доказательстве доста- 
точности показать, что каждая сервантная подгруппа ранга | выде- 
ляется прямым слагаемым.] 


5*. Показать, что группа (А; (Е) из предложения 87.4 не слу- 
46 


жит прямым слагаемым для группы || Ю;, если только эти группы 
1 


не совпадают; предположить, что множество [ имеет неизмеримую 
мощность. [Указание: $ 94, упр. 8.1 

6 (Сонсяда). Существуют неизоморфные сепарабельные группы, 
каждая из которых изоморфна некоторой сервантной подгруппе дру- 


гой. [Указание: |2 и [|2 Ф (© 2).] 
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7. Для всякой группы А группа Нот (А, 2) сепарабельна. [Указа- 
ние: предложение 87.4.] 

8. Тензорное произведение двух сепарабельных групп без круче- 
ния также сепарабельно. 

9 (Бэр [6]). Элемент а А назовем примитивным типа % если 
аЕА (1) А* (4) иа — собственный элемент относительно Д* ({). Мно- 
жество элементов {а.,..., ак} назовем примитивным, если его члены 
тр имитивны и имеют различные типы.!Тусть А — сепарабельная группа. 

огда 


(а) множество {а, ..., ав} примитивно тогда и только тогда, 
когда элементы @; имеют различные типы, а сервантная подгруппа, 
порожденная этим множеством, служит для А прямым слагаемым, 


причем (а:,..., ак), = (а), Ф... ® 4); 

(6) пусть имеются два примитивных множества {а, ..., @»} 
и {5.,..., 6%}; автоморфизм фЕ АцЁ А, удовлетворяющий условию 
фа; =; 1=1,..., Е, существует в том и только в том случае, 
когда Хх (а;) =х (6;), =1,..., Д. 


$ 88. Неразложимые группы 


Группа называется неразложимой, если она обладает лишь три- 
виальными прямыми слагаемыми. Среди периодических групп только 
коциклические группы неразложимы. Никакая смешанная группа 
не является неразложимой [см. следствие 27.4]. Цель настоящего 
параграфа — получить информацию о неразложимых группах без 
кручения. 

Прежде всего, естественно, возникает вопрос, какими кардиналь- 
ными числами могут быть ранги неразложимых групп. Основной 
результат [см. следующий параграф] покажет, что существуют нераз- 
ложимые группы любого ранга т, меньшего первого сильно недости- 
жимого кардинального числа. 

Неразложимые группы ранга т < 2“° легче всего строить с помо- 
щью целых р-адических чисел. 

ТеорЕМА 88.1 (Бэр [6]). р-сервантные подгруппы группы целых 
р-адических чисел неразложимы. 

Пусть А = 0 — сервантная подгруппа группы Ур, и пусть 0 5 ЛЕ 
ЕА. Если п = $ р* -- ар" |... ($, 52 0) — канонический вид 
числа л, то в силу р-сервантности $» -- р |+ ...ЕА. Таким 
образом, группа А содержит р-адическую единицу и, следовательно, 
А -{ р/р = Уь. В силу р-сервантности рА = АГ р/ь, откуда 

А/рА = АГ(А Г р) = <А -+ р/ь /р.ь = ЛТр/р./р == 2 (р). 
Пусть А = В ФС, где В =2 0, С == 0. Поскольку подгруппы Ви С 
также р-сервантны в группе /›, имеем А/рА = В/рВ Ф С/рС = 
— 7 (р) Ф 7 (р). Мы пришли к противоречию, следовательно, группа А 
неразложима. ш 
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Поскольку ранг группы Ур равен 2*, теорема 88.1 показывает, что 


существуют неразложимые группы произвольного ранга т = 9%. 

Следующим этапом наших рассмотрений будет получение приме- 
ров неразложимых групп в более явном виде. В дальнейших построе- 
ниях мы будем использовать те или иные обозначения, руководствуясь 
соображениями удобства. Например, мы будем писать р-®а вместо 
бесконечного множества ра, ..., р`"а, .... Группу А окажется 
удобным строить с помощью векторного пространства У над полем О. 
В пространстве У мы будем брать независимые элементы а» и затем 
описывать в этом пространстве систему образующих группы А. 
Мы также будем строить группу А, беря прямую сумму некоторых 
групп и присоединяя к ней элементы ее делимой оболочки. Буквы 
а», 6, е,, ... будут обозначать независимые элементы некоторого 
векторного пространства над полем О. Во всяком случае наши обозна- 
чения не будут требовать дополнительных разъяснений. 


Пример 1. Произвольная группа без кручения ранга | нераз- 
ложима. 


Пример 2. Рассмотрим некоторое (конечное или бесконечное) 
множество {4, р, ..., р», ...} различных простых чисел и для 
каждого п положим 


Е, =(ру®е) и Сбв=(ру®ер, 4 ‘ер). . 


Тогда подгруппа Ё»„ имеет индекс 4 в группе С„. Группу А [= ® С] 
п 


определим следующим образом: 
А= (ФЕ»; д"! (ее), #39 д (а ем»), .. .). 


Покажем, что группа А неразложима. Допустим, что А = В ® С. 
Заметим, что если п == т, то не существует ненулевых гомоморфизмов 
группы Е» в группу Ст, так как элементы группы Е»„ делятся на любую 
степень числа р», а среди элементов группы Ст таким свойством обла- 
дает лишь нуль. Таким образом, Е„ — вполне характеристические 
подгруппы группы 4 и по лемме 9.3 мы получаем Е„ = (ЕП В) Ф 
Ф (Е, П С). В этом разложении одно из слагаемых равно нулю, 
поскольку группа Е», неразложима как группа ранга 1. Это означает, 
что либо Е» = В, либо Е„ <= С. Предположим, что Е\ = Ви Е = С 
для некоторого и >> 1. Пусть 4! (е, + е,) = В - с, где БЕ В, СЕС. 
Тогда 496 = е, и (с = ев, что невозможно, так как ни один из элементов 
е„ не делится на 4 в группе А. Следовательно, все подгруппы Е» содер 

жатся либо в группе В, либо в группе С. А так как ФЁЕ„ — существен- 


ная подгруппа группы А, то либо В = 0, либо с 0. 
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Пример 3. Предыдущий пример можно модифицировать. Поло- 
ЖИМ 


А= (ФЕ, 9 ® (а Нез), ..., 9 ® (в -Р ел), ...). 
и 
То же доказательство дает неразложимость группы А. 


Пример 4. Легко видеть, что группа 
А=(ФЕ», 9" (+ — ег), я: д! (еп — 4), ...) 


также неразложима. 


В. дальнейших построениях неразложимых групп основным поня- 
тием будет следующее. Множество {(;}+ег ненулевых групп без кру- 
чения называется жесткой системой [см. Фукс [181 если 


некоторая подгруппа Ю =, если 1=], 
0, если 152]. 


Другими словами, для групп из жесткой системы не существует 
эндоморфизмов, кроме умножений на рациональные числа, и не суще- 
ствует нетривиальных гомоморфизмов из одной группы системы в дру- 
гую. В частности, среди эндоморфизмов групп из жесткой системы 
идемпотентами являются лишь нулевые и тождественные эндомор- 
физмы. Следовательно, группы из жесткой системы должны быть 
неразложимыми. Группа С называется жесткой, если одноэлементное 
семейство {С} образует жесткую систему. 

Простейшим примером жесткой системы является семейство групп 
ранга | с несравнимыми типами. Действительно, это сразу следует 
из предложения 85.4. Мощность континуума служит верхней гранью 
для мощностей жестких систем групп ранга 1 [см. следствие 85.2]. 
Более того, имеет место 


Нот (С, @;) = 


ЛвммА 88.2. Существует жесткая система {А; ет групп ранга 1, 
где |Г| = 2%. 


Пусть ра, 41, Ро, 92, .-.› Вл» в» . - . — различные простые числа. 
Рассмотрим всевозможные множества $; = {1 Г, ..., Гл, ...}, где 
для каждого п либо г, = р», либо г, = 9». Очевидно, что # пробегает 
множество индексов / мощности 2*° и никакое множество $; не содер- 
жит множества 5;, если {52 |. Для каждого $; определим группу А; 
как рациональную группу типа &; = (к, ..., Е», ...), где Кл = о, 
если п-е простое число принадлежит множеству $5;, и Е, = 0 в про- 
тивном случае. Типы & попарно несравнимы, следовательно, {А;} — 
жесткая система. в 


Следующая лемма играет существенную роль при доказательстве 
неразложимости некоторых групп. 


ЛЕммА 88.3 (Фукс [18]). Пусть Е’, Е; СЕ Г) — жесткая система 
групи, и пусть р; (Е Г) — [не обязательно различные] простые числа, 
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причем для каждого + Е Г найдутся элементы и; Е Ес ич; Е Е;, которые 
не делятся на р;. Тогда группа 


А = (В Ф ФЕ;; р; (ш-Еэ;) для всех ЕТ) 


неразложима. Это утверждение остается справедливым, если ру’ заме- 


нить на р;” или на пр, где каждое из целых чисел п; > 1 взаимно 
просто как с и;, так и с ц.. 


Из условия следует, что Е,, Е; — вполне характеристические под- 
группы группы Д. Таким образом, если А =В Ф С, то Е; = (Е; [| В) ®Ф 
Ф (Е; П С), где ТЕГ или += 0. Так как Е%з, Е; — неразложимые 
группы, то мы получаем, что каждая из них целиком содержится 
либо в группе В, либо в группе С. Пусть Е, = В и Е; <= С для неко- 
торого | Е Г. Тогда ру? (и; +; = 6 -Е с для некоторых В ЕВ, СЕС 
и оба элемента и;, 9; делятся на р; в группе А. Отсюда сразу следует, 
что элементы иц;, 9; делятся на р; в подгруппе Е Ф Е;. Последнее 


у) 
невозможно, следовательно, все подгруппы Е., Е; лежат в одном 
и том же слагаемом группы А и, таким образом, А — неразложимая 


группа. щ 
С помощью лемм 88.2 и 88.3 легко строятся неразложимые группы 


произвольного ранга м < 2*°. Для этого достаточно выбрать жесткую 
систему, как это делалось в доказательстве леммы 88.2, потребовав 
к тому же, чтобы фиксированное простое число р не встречалось среди 
р», 9п. Далее, в качестве групп Бо, Е; из леммы 88.3 можно взять 
группы А; из доказательства леммы 88.2 и, кроме того, положить 
р; = р для всех ЁЕ Г. 

Построение однородных неразложимых групп ранга м >> 2 не может, 
очевидно, опираться на лемму 88.3. Следует, однако, заметить, что 
с помощью теоремы 88.1 такие группы могут быть построены. Приве- 
дем конкретные примеры. 


Пример 5. Пусть С — вполне разложимая однородная группа 
конечного ранга г > 2 и типа (0, ..., 0, оо, 0, ...), где символ со 
стоит на месте, соответствующем простому числу р. Итак, мы можем 
записать 


@ = О а: Ф...Ф ва Ст. 


Выберем г — | алгебраически независимых [над полем О] р-адических 
единиц л., ..., П‚, и положим л. = 1. Дляп =1, 2,... полагаем 


Хв= р" (4 -- Лапа |... Ёлеа,) Е Ц, (1) 


Где ли =5ю-зир--...-Н $; пр" есть (п—1)-я частичная сумма 
канонического представления 


Л: = 50 + 5нр №... Р5ор’-... (0 <$„ < р). 
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Подгруппу А группы С определим как 
Е ооо о а: Роль ь 


Она имеет ранг г. Мы покажем, что А — жесткая группа. Прежде 
всего заметим, что для каждого и имеет место рхп-л = хп - $2145 
+... - 5=а;. Отсюда следует, что элементы из разности А\\А‹, где 
АД, = (21, ..., а,), имеют вид Вхи - Ва. +... - Ва, гдек, Ё., 
..., Юг — некоторые целые числа, причем р1А, а п — некоторый 
номер. Более того, пусть 


р" (Ех -- Еа.- ... - Ага.) = а--...- ра (Ед). 


Подставляя в это равенство выражение х„ через (1), получим, что коэф- 
фициент при а: должен равняться нулю. Следовательно, & = 0 и под- 
группа (а.,..., а;) является [р-сервантной и, значит] сервантной 
в группе А. Группа А однородна и имеет тип (0, ..., 0, ...). Дей- 
ствительно, допустим, что для всех п имеет место р" (а +... 
...- Кга:) Е А. Тогда 


р-" (ва: +... - Ага, — а р”х,) Е А. 
Подставляя вместо х„ выражение (1) и учитывая сервантность 


подгруппы (а›.,..., аг) в группе А, получим, что р” | К; — Ел 
для всех п. Это означает, что последовательность {#; — Али }» есть 
0-последовательность, т. е. Ё; = Ё1л;, гер = 2, ..., г. Таким обра- 


зом, л; — рациональные числа, что противоречит их алгебраической 
независимости. 

Докажем, наконец, что АД — жесткая группа. Пусть м = 0 — 
эндоморфизм группы А. Не теряя общности, можно считать, что эндо- 
морфизм \ переводит подгруппу Ао в себя [иначе заменим \ некоторым 
тт =2 0]. Эндоморфизм у полностью определяется своими значениями 
на элементах а;. Пусть 


а > а; (Н;Е 2). 
Тогда 
Их =р” 2 лата: = р” 2 (5 Ли ;) а; = 
= Рохв-Р Б-Р... ба 


для некоторых целых чисел Ёл, [5п, .. ‚ (п. Мы получаем 


т 
Ва 
| 


р" >» 


г т 
[> Ло; — Раб] а; с (аз, ..., ат}. 
90 .9==1 
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При этом коэффициенты в квадратных скобках делятся на р". При 
п — со ДЛЯ каждого | =2,..., г имеем равенство 


т 


я 
У ли, кл, =0, где 2 лИи =. 
1= 


1= 


В силу алгебраической независимости р-адических чисел л; отсюда 
следует, что #;; = Виа, в то время как {;; = 0 при # =— 1. Эндоморфизм п 
действует, таким образом, как умножение на целое число &1, и 2 
является кольцом эндоморфизмов группы А. 


, 


Пусть л., ..., Л. Л, ... ЛП: — алгебраически независимые 
р-адические единицы. Построим группу А, как это делалось выше, 
и аналогично построим группу 4’, используя пл: = |, П., ..., Па. 
Произвольный гомоморфизм: А — А’ должен быть нулевым — в этом 
можно убедиться, дословно повторив предыдущие рассуждения. Заме- 
тим, что множество алгебраически независимых р-адических единиц 
имеет мощность континуума. Мы можем, таким образом, построить 
жесткую систему однородных групп типа (0, ..., 0, ...), имеющих 


конечные ранги г > 2, причем мощность этой системы будет р. 
Этот результат выделим как теорему. 


ТЕОРЕМА 88.4. Существует жесткая система {Аст групп А,, 
имеющих всевозможные конечные ранги г >> 2 и являющихся однородными 
группами типа (0,...,0,...). При этом | Г| = 9%. 

Следующее свойство значительно сильнее неразложимости. Группу 
А назовем сервантно неразложимой, если всякая сервантная подгруппа 
группы А неразложима. Теорема 88.1 показывает, что сервантные 
подгруппы группы целых р-адических чисел сервантно неразложимы. 


Следующая теорема дает достаточно полную информацию о сервантно 
неразложимых группах. 


ТеоРЕМА 88.5 (Гриффит [1]). Всякая редуцированная сервантно 
неразложимая группа без кручения изоморфна некоторой подгруппе 


группы 7 = [| Гр. В частности, мощность ее не превосходит мощности 
р 
континуума. 


Пусть А — редуцированная сервантно неразложимая группа без 
кручения и а == 0 — элемент из А. Группа А хаусдорфова в своей 
7-адической топологии. Следовательно, группу А можно рассматри- 


вать как сервантную подгруппу ее -адического пополнения А [см. 6 39]. 
В силу предложения 40.1 можно записать А = =П А», где каждый 


сомножитель д — модуль над кольшом целых р ра чисел. 


Соответственно а = (..., ар, ...), где ар Е Ар. Если ар = 0, то эле- 
мент а» содержится в некотором сервантном О$-подмодуле Ср = Ур 


модуля Ар. В силу алгебраической компактности подмодуль Ср слу- 
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жит для Ар прямым слагаемым. Можно, таким образом, считать, что 

элемент а содержится в слагаемом С = П Ср группы А [где С, =0, 
С р 

если а» = 0]. Пусть А = С Ф Ш. Так как подгруппа А Г] С сервантна 

в группе С, а подгруппа А] р — в группе О, то подгруппа @ = 


= (АП С) Ф (АПР) сервантна в группе А и, значит, в группе А. 
По условию С — неразложимая группа и в силу О5=аЕ СПА 


мы получаем, что О [| А = 0. Таким образом, проекция А — С изо- 
морфно отображает группу А на некоторую подгруппу группы С = 


= Сь. А группа С изоморфна некоторому прямому слагаемому 
р 


группы У. а 


Упражнения. 


1 (а) (Боньяр [1]). Показать, что если р1,..., р, — различные 
нечетные простые числа, то группа 


1 1 1 
{ррзв, ...) Ра ^ап; 5 (@1 - аз), 5 (44 + аз), 5 (аа) 


неразложима. 


(6) Это неверно, если одно из чисел р:, ..., р» заменить на 2. 
2 (де Гроот [2]). Если р, р, ..., р» — различные простые числа, 
то группа 
(ра, ..., рута, р (и... Нап), 
неразложима. 


3. Пусть р, 4, г — различные простые числа > 5. Доказать, что 
группа 


А=(р-®а, р-®а-°6, г-°с, 271 (6-Н с), 31 (а- с), 


неразложима. [Указание: в нетривиальном разложении одним из сла- 
гаемых должна быть подгруппа (6, с),; сравнить координаты элемен- 
тов аи 3" (а- с). 

4. Существует 2“ попарно неизоморфных неразложимых групп 
ранга т < 2*. Сколько таких групп имеет конечный [или счетный} 
ранг? 

5. (а) Группа А из примера 5 останется неразложимой, если ее тен- 
зорно умножить на произвольную группу Ю ранга | со свойством 


рК =2 К. 

(6) Доказать, что для любого типа # = (<, ..., <, ...)и любого 
конечного г > 2 существует неразложимая однородная группа типа # 
и ранга г. 


6. (а) Если подгруппа группы А из примера 5 имеет ранг, не пре- 
восходящий г — |, то она свободна. 

(6) Для любой сервантной подгруппы С этой же группы А из того, 
что г (С) =г— 1, следует, что А/С = @%®. 
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7. (а) (Фукс и Лунстра [2]). Существует группа без кручения С 
ранга 2, обладающая следующими свойствами: 

(1) всякая подгруппа ранга 1 группы С является циклической; 

(2) всякая факторгруппа группы а, являющаяся группой без кру- 
чения ранга |, делима; 

(3) кольцо эндоморфизмов группы С изоморфно С. 

Показать, что для любого п имеет место С/пС = 1 (п). [Указание: 
видоизменить пример 5.] 

(6) * Доказать, что для каждого г > 2 существует группа С@ ранга, 
2’, удовлетворяющая таким условиям: 

(1’) подгруппы группы С, имеющие ранг, не превосходящий г, 
свободны. 

(2) факторгруппа группы С, являющаяся группой без кручения 
ранга, не превосходящего г, делима. 

(3) утверждение (3) предыдущего пункта. 

8 (Корнер). Для данного целого п 2—2 существует группа без: 
кручения А ранга п со следующими свойствами: 

(1) все подгруппы группы А, имеющие ранг п — 1, свободны; 

(2) все факторгруппы группы А, имеющие ранг 1, делимы; 

(3) кольцо эндоморфизмов группы А изоморфно 2. а. 

9 (Прохазка [2]). Найти такую группу без кручения А ранга 2, 
что для любой ее циклической подгруппы С группа А/С является 
смешанной и не расщепляется. 

10. Пусть редуцированная группа А = В Ф С содержит подгруппу 
а = /ь. Тогда либо С = В, либо С [|] В = 0. [Указание: подгруппа 
СП В сервантна в группе С, откуда при (ГП В =-0 следует, что: 
а / (@П В) —делимая группа.] 

11. Пусть А — группа без кручения со следующими свойствами: 
для каждого простого числа р имеет место | А/рА | < р и группа А 
не содержит ни одной подгруппы, которая была бы р-делимой для 
бесконечного множества простых чисел р. Доказать, что А сервантно 
неразложима. [Указание: используя доказательство теоремы 35.2, 
показать, что |С/рС | < р для всякой сервантной подгруппы С(.] 

12. Привести пример сервантно неразложимой группы, которая. 


не изоморфна никакой сервантной подгруппе группы У = И: 
р 


13 (де Гроот [2]). (а) Группа без кручения А сервантно неразло- 
жима, если любые два независимых элемента из А имеют несравнимые 
ТИПЫ. 

(6) Пусть У — векторное пространство над полем О с базисом; 
{а,..., а», ...}. Линейные комбинации вида 6 = Ка» -... 

-- К`@т где п <...<.п,, целые числа А; отличны от нуля, 
Е >0и (&1,..., Е,) =1, упорядочим в последовательность {5,}-. 
Припишем члену 6; этой последовательности характеристику (0, ... 
..., 0, со, 0,...), где символ со стоит только на ]-м месте, и построим 
таким образом подгруппу А в У. Доказать, что группа А сервантно 
неразложима. 
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14. (а) С помощью леммы 88.2 и упражнения 13 (6) получить 
труппы А вплоть до мощности континуума, в которых любые две 
изоморфные сервантные подгруппы совпадают. 


(6) Показать, что группа мощности т >> 2% не может обладать 
<войством, указанным в п. (а). 


15. (Гриффит [1]). Показать, что существует 22^° неизоморфных 
сервантно неразложимых групп. [Указание: упр. 14 (а)]. 

16* (Гриффит [1]). Пусть А — такая редуцированная группа без 
кручения, что ее р-базисные подгруппы изоморфны либо 7, либо 0. 
Тогда группа А сервантно неразложима в том и только в том случае, 
когда ненулевые эндоморфизмы сервантных подгрупп группы А 
являются мономорфизмами.  [Указание: А — прямое слагаемое 
труппы ..] 

17 (Д. Дюбуа [1]). Группу без кручения А назовем связной, если 
для всякой ненулевой сервантной подгруппы С группы А факторгруппа 
А/С делима. Доказать: 

(а) сервантные подгруппы группы целых р-адических чисел связны; 

(6) редуцированная связная группа сервантно неразложима; 

(в) группа А связна в том и только в том случае, когда для любого 
простого числа р группа А либо р-делима, либо изоморфна некоторой 
р-сервантной подгруппе группы /ь. [Указание: если рА =2 А, то суще- 
ствует нетривиальный гомоморфизм А — /,, который должен быть 


мономорфизмом; р-базисные подгруппы группы А должны быть цикли- 
ческими. 
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Проблема построения неразложимых групп больших мощностей — 
предмет исследования настоящего параграфа. Построение опирается 
на трансфинитную индукцию. Идея построения восходит к работе 
Фукса [18]; теоретико-множественное обоснование было проведено Кор- 
нером [8]. Конструкция возможна только для кардинальных чисел, 
меныцпих первого сильно недостижимого кардинального числа. 
Кардинальное число м* >> х, называется сильно недостижимым, если: 


а) Ут: < м*, как только м; < м* для всех 161 и мощность 
ЕТ 


множества индексов [ меньше, чем шм*. 
6) 2 < ш* для всякого кардинального числа и < м*. 


Сильно недостижимые кардинальные числа необычайно велики, их сущее 
ствование не зависит, по-видимому, от стандартных аксиом теории множеств 
В теоремах, касающихся сильно недостижимых кардинальных чисел, иногда 
постулируются дополнительные аксиомы. 


Для построения больших неразложимых групп нам понадобится 
один результат из теории множеств. Пусть т > 1 — порядковое 
число. Регрессивной функцией для т назовем функцию [+ на множестве 
\* (т) ненулевых порядковых чисел, меньших т, со значениями в мно- 
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жестве (<) всех порядковых чисел, меньших т, обладающую таким 
СВОЙСТВОМ: 


[‹ (6) < с для любого СЕШ* (т). 
Докажем следующую лемму о регрессивных функциях. 


ЛЕММА 89.1 (Корнер [8]). Пусть т — такое порядковое число, что 
м. Меньше первого сильно недостижимого кардинального числа. Тогда 
для т существует регрессивная функция |+, удовлетворяющая условию 


|1 (0) |< 2 для всех 9ЕМ (%). (1) 


Доказательство проведем с помощью трансфинитной индукции. 
Если << в, то |т|< ху, и функция [р, где [+ (0) = 0 для всех 
оЕ\”* (т), очевидно, удовлетворяет неравенству (1). Таким образом, 
в дальнейшем мы предполагаем, что т > в, и для каждого порядкового 
числа р < т существует регрессивная функция [ь, удовлетворяющая (1). 

Случай 1. Число т не является предельным. Пусть т = © - 1 для 
некоторого порядкового числа о. Тогда мы можем положить [+ (6) = 
= (0) при О< в<р и [ (5) =0. Полученная функция [‹ — 
регрессивная функция для т требуемого рода. 

Для предельных порядковых чисел мы различаем два подслучая 
в соответствии с тем, сингулярно ли т [т. е. существует ли возрастаю- 
Щая последовательность порядковых чисел 0 (и < 0), где о — неко- 


торое порядковое число, меньшее т, для которой |111 Оа — <] ИЛИ 
(< р 


регулярно [т. е. не сингулярно]. 

Случай 2. т — регулярное предельное число. По условию м. 
не является сильно недостижимым кардинальным числом. Поскольку 
условие а) выполняется для м* = х., должно существовать такое 


порядковое число р < т, что м. < 2%. Так како -- | < т, то по пред- 
положению индукции существует регрессивная функция ]!, удовлет- 
воряющая неравенству (1). И чтобы получить регрессивную функцию [+ 
для т, мы можем положить 


Ге (6) = ры (0) при О<о=<р 


Ё: (6) =р при р<ож<т. 


Функция [., очевидно, удовлетворяет (1). 

Случай 3. т—сингулярное предельное число. Выберем последова- 
тельность ба, как указано выше, и предположим, что О<0<... 
... 30а < 0 <... . В этом случае множество Й (т) является 
теоретико-множественным объединением попарно непересекающихся 
множеств Й (0%), И (09,) \ Й (0%), ..., И (ба)  Й (0), .... Каждое 
из этих множеств вполне упорядочено и, значит, множество Й (ба) \ 
\ Й (0%) изоморфно (как упорядоченное множество) множеству 
Й (0%) для некоторого порядкового числа о.< 0644. Следовательно, 
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по функции [›, мы можем, очевидным образом, построить регрессив- 
ную функцию 5, на множестве Й (0е-+1) \ Й (0). Используя функ- 


ЦИЮ 5, а также функцию |, положим 


бра (0), если 0б%<0< бам, 
6 — ЛР 
[- (с) буш,  @СЛИ б=0и. 
Непосредственно проверяется, что функции 8, а также функция |, 
удовлетворяют неравенству (1). Значит, и функция ]‹ удовлетворяет 
этому неравенству. в 


Теперь мы в состоянии доказать основной результат о неразложи- 
мых группах болыпих мощностей. 


ТЕОРЕМА 89.2. Для любого бесконечного кардинального числа т, 
меньшего первого сильно недостижимого кардинального числа, суще- 
ствует жесткая система, состоящая из 2№ групп, каждая из которых 
имеет мощность щ а. 


В силу леммы 88.2 наше утверждение верно для случая М = мо. 
Таким образом, можно считать, что щ >> м.. Пусть Р (м) обозначает 
систему групп {В; ег, обладающую следующими свойствами: 

1) |'В; | = м для каждого [Е Г 

2) 11| = 2%; 

3) для каждого [Е [ выделены элемент 6; 6 В; 2В; и сервантная 
подгруппа В; < В;, причем подгруппа, порожденная в В; подгруп- 
пами В; (&) [гдеф = (<, 0,...,0,...), (6; }и В», является их пря- 
мой суммой; кроме того, |В; / ЗВ; | =; 

4) для групп В#=(В;, 2-®6;, 2-®В;) имеет место изоморфизм 


0 при &=2], 


Нот (В;, В;) = | о 
подгруппа группы @ при #== {. 
Трансфинитной индукцией по индексу т, где м = х., мы устано- 
вим существование такой системы Р (м) для каждого кардинального 
числа м (-> х,), меньшего первого сильно недостижимого кардиналь- 
ного числа. Этого будет достаточно, поскольку Р (м), очевидно, 
является жесткой системой. 


1°. Первый шаг состоит в построении системы Р (т) для м = х,. 
Рассуждая, как в доказательстве леммы 88.2, легко построить такую 
жесткую систему групп А» ранга 1, что 2А, => А» =2 ЗА»,, где Е про- 
бегает множество индексов К мощности м.. Образуем подмножества 
К; (ЕТ) множества К, подчиняющиеся следующим условиям: 


(«) | К; | =м,; 
(В) 11| = 2“; 
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(у) некоторый фиксированный, но произвольно выбранный индекс 
Ро т всем подмножествам К; ; 
(0) К; = К; влечет за собой { = ]. 


Это легко можно сделать с помощью стандартных теоретико-мно- 
жественных рассуждений. Для каждого К Е К выберем а, Е А, ЗАь, 
а для каждого [Е [Г положим 


В; =( Ф Ак, 2-е (аи -- ав) при всех К = К ИЗ К}. 
РЕК; 


Тогда | В; /2В; | = к, и, значит, можно выбрать 6; и В; так, как 
это требуется в условии 3). Покажем теперь, что система {В; } ет 
удовлетворяет также и условию 4). Пусть дан гомоморфизм п: В; — 
— ВТ. Если 1 = ], то найдется индекс А., лежащий в К;, но не в К; 
Поскольку группа В? не содержит ненулевых элементов типа { > 
—>1{(Ав.),: обязательно имеем А», = 0. Но в этом случае элемент 
1 (4 -- ак.) = та» имеет тип { > {(Ав) и в то же время делится 
на любые степени числа 3, а значит, он равен нулю: ча = 0. Анало- 
гичным образом теперь легко получить, что ча» = 0 для всех К ЕК;. 
Это означает, что гомоморфизм \ принимает нулевые значения на мак- 
симальной независимой системе группы В;, следовательно, \ = 0. 
Пусть теперь # = 7. Поскольку Ак — вполне характеристические под- 
группы группы В;, для каждого К Е К; мы получаем па» = гьаь, где 
г’, — некоторое рациональное число. Так как элемент т (ав, + а») = 
— гьо(ав, -— а») -- (’ь — ть) а делится на любые степени числа 3, 
то элемент (к — Гьо) ав © В? должен, очевидно, равняться нулю. Сле- 
довательно Г»к = /к, — константа, и гомоморфизм ' — не что иное 
как умножение на эту константу. 

2. На втором этапе доказательства мы покажем, как получить 
систему Р (ип) из системы Р (м), где п — такое кардинальное число, 


чт ш< и 2. Пусть {В; ег — система Р (м). Возьмем какой- 
нибудь индекс & © Ги образуем подмножества [, множества /, где | 
пробегает множество /, которые удовлетворяют условиям, аналогичным 
условиям (% ) — (65), где х, нужно заменить на п. С помощью подмно- 
жеств /; ЕЛ) определим 


С,=(ФВ,, 2-® (щ%-6,;) для всех 152 из Г). 
ЕТ, 


В соответствии со свойством 3) системы {В;} выберем с; ЕВ, < ЗВь, 
а в качестве С; возьмем прямую сумму подгрупп В; (1 [,;), пропустив 


при этом Вх. Тогда система {С;}, очевидно, будет обладать свойст- 
вами |) — 3). 
Докажем 4). Пусть дан гомоморфизм 1: С; — СР=<Сь 2-®4, 
-° (71). Если | = Ги тЕГ; \ Г, то ТВи = СР = Ф В+. Отсюда в силу 
ЕТ, 
свойства 4) системы {В;} следует, что \Ви=0. Таким образом, эле- 
мент 1 (6% -- 6») =1б» имеет тип > &. Очевидно, гомоморфизм 1 
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отображает группу В» в группу Ву, значит, 16, =, для некото- 
рого рационального числа г. Но для типа & элемента гб, в группе 
СТ неравенство & > &% возможно только в случае, когда г=0. Сле- 
довательно, 1В, =0. Аналогичным образом получаем, что В; =0 
для всех {ЕГ,, т.е. ч=0. Если ]1=[ то на каждой из групп В; 
гомоморфизм 1 должен действовать как умножение на рациональное 
число г;, в частности 16; =г;6; для всех [СГ,;. Так как 1 (4 -НВ;) = 
= 7% (6% -Н5;) + (г; —гь)6:, то элемент (г; —гь)б; имеет тип >, 
откуда следует, что г; =г;. Таким образом гомоморфизм \ действует 
как умножение на число Гц. 

3. Заключительным и наиболее трудным этапом доказательства 
является построение системы Р (м) для предельного кардинального 
числа т. Допустим, что м = м. и для каждого о <т мы уже 

д о 
построили систему Р (*‹) групп В;, обладающую свойствами 1) — 4). 
Более того, мы можем считать, что группы В?** из системы Р’ (мо+1) 
построены с помощью групп В1, как показано в п. 2° [в частности, 
с с о 

В; < ВУ! для индексов #, |, выбранных подходящим образом]. 
Мы также можем считать, что для предельного порядкового числа 
0 < т каждая группа из системы Р (х‹) является объединением воз- 
растающей цепочки групп 


Деве. 


где р<о, причем А, —группа ранга 1, а каждая группа В! лежит 
в системе Р (%.). 

Группы Вш системы Р(*.) будут построены как объединения 
трансфинитных последовательностей 


Акс В?<... с Вс... при < т, (2) 


где группы В3 лежат в системах Р (*.), о < т. Заметим, что различ- 
ные последовательности могут давать одну и ту же группу Вы [напри- 
мер, если две последовательности совпадают, начиная с некоторого 
номера]. Одна и та же группа А» также по-разному может быть вло- 
жена в группу Ви. Если группа А» рассматривается как подгруппа 
объединения Вт цепочки (2), то, подчеркивая это, вместо Ак мы можем 
писать Ак;у...1.... 

Прежде всего покажем, как выбирать элемент би Вт и подгруп- 
пу Вис Ви, чтобы выполнялось условие 3). Пусть |+ == {— регрес- 
сивная функция для т, удовлетворяющая условию (1). Ради удобства 
мы примем обобщенную гипотезу континуума, т. е. будем считать, 
что Ор = Мо [однако, как будет отмечено ниже, без этого легко 
можно обойтись]. 

Функция [ удовлетворяет неравенству |[* (0) | <хо-+1 для каждого 
о < т. Следовательно, мы можем определить отображение Айс множе- 
ства таких предельных порядковых чисел от, что | (0) =ов, в мно- 
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жество индексов [Г МОЩНОСТИ мо+4, ГДЕ Йо (6) 5- Из (©), ее о5Е 0’. 
Базис {47!'} группы ВЁ!/2В%+" [где а — ооо ] заиндек- 
сируем множеством Ё., причем будем считать, что элемент с;, где с;— 

выбранный в п. 2° элемент, лежит в этом базисе, но ему не припи- 
сано никакого индекса. Специально условимся, что для предельных 


порядковых чисел р << т элементы 69 Е Ве выбраны следующим обра- 


зом: при эпиморфизме В+! -> ВР! /2 В?!" элемент 5 переходит в не- 


который элемент о ы причем порядковое число р переводится при 
отображении № в индекс [. В соответствии с этим правилом выберем, 


также элемент 8%. Наконец, определим подгруппу ВЕ как объеди- 


нение цепочки подгрупп В <... с В <... (<?) отвечающей 
цепочке (2). При этом мы оговариваем, что 1521, ]52р, ..., 


и гарантируем тем самым, что подгруппа В* имеет нулевое пересе- 
чение с подгруппой В (®). 


Теперь ясно, что в определении системы {В; } элементы 65; из условия 3) были 
введены для того, чтобы использовать их для получения последующей системы 


из предыдущей [см. п. 2°]. Очевидно, подгруппы В° с отмеченными индексами 
: = и нужны для того, чтобы с их помощью выбирать элементы 6 при предель- 
ном порядковом числе р, в то время как остальные подгруппы В% служат для 
построения подгруппы В8 при ббльших р. 


Убедимся теперь, что система {Ви}, построенная указанным спо- 
собом, обладает свойствами 1) —4). Поскольку в цепочке (2) для 


каждого о выполняется | В |= мо, легко видеть, что | Ви | = У мо= 
с<т 


=х.. Таким образом, условие 1) выполнено. Из построения непос- 
редственно следует, что условие 3) также выполняется. Докажем 


4). Пусть дан а 1: В& —> Ва. Очевидно, каждую под- 
группу Ав; = В» гомоморфизм 1 отображает либо в нуль, либо 


на подгруппу ео В", изоморфную группе А». Если на У 
пе Дь:;...1... гомоморфизм "1 нетривиален, то Дьёу...1... = Ав}... 
влечет за собой Р=К’, 1=7,....[=[,.... Действительно, иначе 
для первой пары различных индексов [5 мы получили бы нетри- 


виальный гомоморфизм т: В! > В». Противоречие. Таким образом, 
если 1520, то т=п и подгруппа Аь;...1... отображается при гомо- 
морфизме 1 в себя. Теперь легко получить, что гомоморфизм 1 дей- 
ствует как умножение на рациональное число. 

Чтобы доказать свойство 2), поступим следующим образом. Сна- 
чала разобьем семейство групп А, (К = №) на 2*1 попарно непересе- 
кающихся подсемейств, каждое из которых имеет мощность 2*:. Будем 
рассматривать только такие группы В?, что их подгруппы А» (Ё=2 №} 
лежат в одном и том же подсемействе. Этот процесс повторим для 
отобранных групп В”. А именно, всякое множество групп В? (1=2 й), 
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построенных с помощью подгрупп А» из одного и того же под- 
‹емейства, разобъем на 2*2 попарно непересекающихся подмножеств, 


каждое мощности 2*2. Для о>.2 построим только такие группы Вт, 
что их подгруппы В?” (1=2 и) лежат в одном и том же подмножестве, 


и т. д. Пусть группы Виш и Вл таковы, что при некотором порядко- 


вом числе в «т подгруппа В" [< Вю] построена с помощью групп 


В}, не встречающихся в построении группы Ву. Ясно, что в этом 


случае группы Вы и В» не могут быть изоморфными. Строя указан- 
ным способом группы из Р (*.), мы можем выбирать группы А» из 
2*: попарно непересекающихся подсемейств, затем группы В? — из 
‘2х2 попарно непересекающихся подсемейств, и т. д. Отсюда следует, 


что существует по крайней мере [2% = 22% № — 2% неизоморфных 
с 


трупп Ви. Поскольку неизомофрных групп мощности м. не может 
быть больше, чем 9, свойство 92) доказано. в 


Замечание. В последней части доказательства мы приняли 
обобщенную гипотезу континуума. Этого легко можно избежать, если 
от построения системы Р (и) сразу переходить к построению системы 


Р (2"). При этом рассуждения п. 3° останутся теми же. 


С помощью больших жестких систем для каждого бесконечного карди- 
нального числа М, меньшего первого сильно недостижимого кардинального чис- 


ла, можно построить группу без кручения мощности м, которая имеет 2% р 
но неизоморфных неразложимых прямых слагаемых мощности щ [см. Фукс [28]]. 


Упражнения 


1. Показать, что в формулировке теоремы 89.2 можно дополни- 
тельно потребовать, чтобы кольцо эндоморфизмов каждой из групп В; 
было изоморфно 2. 

2. Пользуясь рассуждениями, приведенными перед теоремой 88.4, 
получить систему Р (*,) групп В;, которые, помимо свойств 1) — 4), 
являются однородными группами типа (0, ..., 0, ...). (Указание: 
строить группы В}, как в п. 1°, применяя при этом методику примера 5 
из $ 88, чтобы избавиться от элементов 37” (а -- ав).] 

3*. Доказать, что теорема 89.2 останется верной, даже если потре- 
‘бовать, чтобы группы В; были однородными группами типа (0, ... 


‚4* (Корнер). Доказать утверждение, аналогичное упр. 3, для 
любого типа #52 (<, <, ..., ©,...). 

5*. Пусть А; (Е Г) — жесткая система узких групп [см. $ 94]. 

При этом 2А; == А;, :Е Г. Выберем элементы а; Е А; \\2А;, ЕЕ Г, и поло- 


жим А =<П Д;, 5 (а: + а;) при &, |6 г) . Показать, что группа А 


неразложима. | Указание: как прямая сумма групп А;, так и элементы 
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] 
5 (а; -- а;) лежат в одном и том же слагаемом; применить упр. 8 


из $ 94. | 


6. Пусть д; (ГЕ Г) — такие элементы неразложимой группы @, что 
{с; | 2@}:ег — независимая система элементов группы (/24. Пусть 
Н — такая группа без кручения, что Нот (@, Н) = 0, и, кроме того, 
й; (ГЕ Г) — такие элементы группы Н, что {1; {+ 2Н}ег — незави- 
симая система элементов группы Н/2Н. Если все ненулевые слагаемые 


группы Н : 5 (ГЕ п) имеют ненулевые пересечения с подгруппой 
{1; СЕГ)), то группа 


А=(бФН, >= (а: №) при всех ГЕГ) 


неразложима. | Указание: если ДА =Х ФУ, то группа @ лежит в одном 

из слагаемых, например в Х; если при этом в группе А/С элемент 
] 

(У пи, ) +5 лежит в У, то обратить внимание на элемент 


1 
5 Уп (в: №). | 

7 (Сонсяда [3]). (а) Пусть группа С, а также множество индексов / 
из упр. 6 имеют мощность м. В качестве Н возьмем прямое про- 
изведение 1 групп, изоморфных подходящей рациональной группе ^Ю. 
Используя упр. 8 из$ 94, показать, что группа А будет неразложимой 


ь п 
группой мощности 2’. 

(6)* С помощью п. (а) и трансфинитной индукции получить нераз- 
ложимые группы произвольной МОЩНОСТИ И < хи.. 
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С точки зрения прямых разложений существование больших нераз- 
ложимых групп без кручения является главным отличием групп без 
кручения от периодических групп. Но еще удивительней, быть может, 
то, что при прямых разложениях абелевых групп без кручения даже 
в случае групп конечного ранга возможны разнообразные неожидан- 
ности. Некоторые из них будут рассмотрены в этом параграфе. 

Группа без кручения А конечного ранга может, очевидно, разла- 
гаться в прямую сумму лишь конечного числа неразложимых групп. 
Возникает вопрос: нет ли в каком-нибудь смысле изоморфизма или 
единственности разложений группы А на неразложимые слагаемые? 
В силу доказанных в этом параграфе результатов нашим ответом на 
этот вопрос будет определенное «нет». 

Первый из приводимых ниже результатов показывает, что в таких 
разложениях даже число прямых слагаемых может быть различным. 
[В дальнейшем «слагаемое» означает «ненулевое слагаемое».] 
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ТЕОРЕМА 90.1. Для любого натурального числа п > 2 существует 
группа конечного ранга, обладающая прямыми разложениями как 
на 2, так и на п неразложимых слагаемых. 

Пусть р, 4, Ра, --., риа — различные простые числа и п > 3. 
Положим 


А=(р; <а!) Ф...® ‘Ра ро Ф (р: <, о. р р. —. (+), - 
‚р КИ (На 5), 


где а, ..., ал, 61, ..., бил — независимые элементы. Первые 
п — | слагаемых группы А имеют ранг 1. Из леммы 88.3 следует 
неразложимость последнего слагаемого. Пусть $, # — такие целые числа, 
что р$ — 4 = 1. Возьмем с; = ра; + №; и 4; = ва; + $%6;, [= 1, 

.. П— 1. Положим 

С = (рр ”са, ..., ры спа, В (са -[ сз), .. „р (1 Сп), 

Р= (ра, ее р; ап, й- (4 - >), вы д! (4 - 4,1}. 
Группы С и О являются подгруппами группы А. Очевидно, что они 
неразложимы. Все образующие группы А лежат в С Ф О, это сразу 
следует из равенств а; = $; — @ь В; = ра; — 94; и Ы-РЬ, = 
= р (а, + а4;) — 4 (с, - с;). Таким образом, А = С ФО. ав 

Если требовать, чтобы в прямом разложении число неразложимых 


слагаемых было фиксированным, то изоморфизма все равно не воз- 
никает. Это видно из следующего поразительного результата. 


ТеоРЕмА 90.2. (Корнер [1]) Пусть даны натуральные числа п и Е, 
причем п > Е. Существует группа без кручения А ранга п со следую- 
щим свойством. Для любого разбиения числа п на Е натуральных слагае- 
мых г 21 п=п-...-- ть, найдется прямое разложение 


А= А, Ф ... ФА», 
где А; — неразложимая группа ранга г; (=1,..., ^). 

Пусть р, ра, .--, Роль, 9, :.., 9п-в-— Различные простые числа. 
Для независимых элементов Ил, ..., Шь, №, ..., Ап-ль ПОЛОЖИМ 
А={р®щ, ..., Рик, рр, «.., рп, 

—1 -1 
91 (и хи), ...) Оп-в (и Хп-в). 
Нокажем, что группа А обладает указанным свойством. Пусть п = 
= -... - гк — разбиение числа п, где г; > 1. Заметим, что если 
$, ... 5, — Такие целые числа, что $, +... -Р 5 = 1, то опреде- 
литель системы 
$4 4-5 9 ... 5 =, 
—и 9 — Ш, 
— 91 = 
с неизвестными 91, ..., 9» равен 1. Отсюда следует, что эта система 
имеет решение 9.,..., к Е А, причем такое, что (9, ..., в) = 
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= (и1, ..., Ик). Для полученных 9; положим 
А; =р-®ч:, р;®ху, 4 (их) при |=6-1,..., Вы), 


где {4 =О0ийё= (7—1)... + (7; —1) для 1=2,..., К. В силу 
равенства 


мех = (НХ аи ... зна (%— По - ...- $9 


мы заключаем, что числа $1, ..., 5$» выбраны таким образом, что 
4; делит $ —1 при ] = и ева И 
4; делит $; при остальных ]. 
Значит, все группы А; 1 =1,..., К) лежат в группе А и каждый, 
образующий группы А принадлежит сумме 4, |... -- Аь. Отсюда 
сразу следует, что А =4А®... ФА,, причем по построению 
г (А) = г. Неразложимость групп А; следует из леммы 88.3. 
[Числа $; могут быть выбраны, например, следующим образом: 
$1 = Ин аде-а- ... К Ты 4. ., ГДе 9,=9: ... Ф-адна --. дик и 


> т4у=1.] а 
7 

Стараясь получить какого-либо рода единственность, мы можем 
принять дополнительное ограничение и сравнивать лишь разложения 


на неразложимые слагаемые с одним и тем же распределением рангов.. 
Однако И этого недостаточно для существования изоморфизма: 


ТЕОРЕМА 90.3 (Фукс и Лунстра [1]). Пусть дано произвольное нату- 
ральное число т > 2. Существуют две неразложимые группы без кру- 


чения А и С, имеющие ранг 2 и такие, что изоморфизм А Ф... ФА= 
=С®... ФС (п слагаемых) возможен тогда и только тогда, когда 
т делит п. 


Первая часть предыдущего доказательства дает наводящие сообра- 
жения для получения искомых групп. Прежде всего возьмем два непе- 
ресекающихся бесконечных множества Р, и Р. простых чисел. При 
этом предположим, что р &Р, |) Р., где простое число р будет выбрано 


впоследствии надлежащим образом. Построим следующие группы 
ранга 1: 


Х:=(рих, |4 ЕР1), У; = (ру: | ЕР) при {=1,..., п. 
Имеем р 1х; в группе Х; и р | и; в группе У,, следовательно, 
группы 

А; =(Х; ФУ,, р (ж-и,)) (=1, ...,у п) 
неразложимы. Заметим, что эти группы изоморфны. Возьмем группы 
И; — Х; И у; = У; (1 ква п). Пусть ИН; => Х,, 9; =>Ц; (и; Е 
ЕО,, и; Е\У,) при некоторых фиксированных изоморфизмах. Выбрав 


произвольное А =1,..., р—|1, мы можем построить изоморфные 
группы 


С: = «0; Ф у, | (и; Е Ао;)) ((=1, ..°’ п), 
которые также неразложимы. 
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Допустим, что существует изоморфизм 
ф: А=АФ... ФА. —-С=С(С.Ф ... ФС,. 


Указанный выбор групп Х; и У; гарантирует, что группы Х = 
=ХФ...Ф Хи У=У\У,Ф...Ф Ум отображаются при изо- 
морфизме ф на группы И = И ®...ФОИки\У=У\ 3... ФФ", 
соответственно. Таким образом, имеем 


т т 
ф: ее пи и > > 5:0}. (1) 
7= 


При этом числа г;;, $:; должны быть такими, чтобы матрицы [и;;] 
и [5:] были обратимы, т. е. 


Чет [7; = 1, а@ [5:7 —= +]. (2) 


Элемент, делящийся на р, изоморфизм переводит в элемент с тем же 
свойством. Следовательно, из 


ф: ми: а паз (иу-Н ви, 2 ($:1— АГ; 9, (3) 


а также из независимости элементов и; получаем 
$; == Кг;; (то4 р) для всех [, ]. (4) 


С другой стороны, соотношения (4) вместе с равенствами (2) пока- 
зывают, что изоморфизм ф: А — С полностью определяется соотноше- 
ниями (1) [а именно, еслир | х; -- и; в группе А для всех &, тор | и; | 
-- Ко; в группе С для всех |, и обратно]. 

Наша цель состоит в таком выборе матриц [г;;|, [$;;] и целого 
числа А, чтобы изоморфизм А, Ф... ФА. =С®... Ф С, имел 
место при п = т и не имел места при т {1 п. С помощью соотношений 
(2) и (4) мы получаем, что р делит Е" - 1 или К" — 1. Во избежание 
изоморфизма при п < т выберем А таким образом, чтобы выполнялись 
условия 


Е" = 1 (по р), но К" = | (то4 р) 
для п=|... т. (5) 


[Мы опускаем случай, когда К" == | (то4 р), так как это возможно 
лишь для нечетных т, если учесть второе из условий (5).] Подобрав р, 
найдем Ё, удовлетворяющее условиям (5). Пусть р — такое простое 
число, что 2т | р — 1. Согласно теореме Дирихле о простых числах 
в арифметических прогрессиях, простое число с таким свойством суще- 
ствует. Пусть Ё — представитель первообразного корня по модулю р. 
р-1 
Тогда Ё =# 2т удовлетворяет условиям (5). Заметим, что в силу (5) 
условие К” == | (то р) выполняется тогда и только тогда, когда 


т делит п. 
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С помощью полученного Ё построим матрицы [и; | и [$; ] следующим 
образом. Поскольку К" == —1 (по4 р), определители в соотношениях (2) 
должны иметь разные знаки. Пусть / — такое целое число, что Ё[ == 
= 1 (п1о4 р). Определим [";;] как нижнюю треугольную т Хх т-мат- 


рицу 


На главной диагонали стоят единицы, за исключением правого нижнего 
угла, под диагональю в первом столбце стоят по очереди [и 0, а в осталь- 
ных столбцах под днагональю [ и 1. Таким образом, 4её [и;;] = —1. 
Чтобы получить матрицу, определитель которой равен 1, мы в соот- 
ветствии с условием (4) умножаем полученную матрицу [/;;] на число # 
и все элементы заменяем на сравнимые с ними по модулю р: 


г РАЯ 

|] Р 

ОТ Е 

т 121 
ОГ ОТАТЕ 
а 1 Е 
ПОС | № рек 

Матрицу [5:1 мы получили из матрицы [“: Л, заменив везде | нари{ 
на | и поместив А’ = (—1)"*1 (&” -- 1) в правый верхний угол. Итак, 


числа Г;;, $:; и К могут быть выбраны таким образом, что выполняются 
условия (2), (4) и (5), следовательно, группы А и С обладают требуе- 
МЫМ СВОЙСТВОМ. в 


Последняя попытка получить единственность связана со свойством 
сокращения. Будем говорить, что группа В обладает свойством сокра- 
щения, если для любых групп Н и К из изоморфизма В ФН=ВвВФК 
следует изоморфизм Н = К. Данному определению эквивалентно сле- 
дующее. Для любых групп Н и К из равенства ВФ Н=СсС®9КкК 
при условии В = С следует изоморфизм Н = К. Следующий резуль- 
тат показывает, что даже группы ранга | не обязаны обладать свойством 
сокращения. 


ТЕОРЕМА 90.4 (Фукс и Лунстра [1]). Пусть т > 2 — натуральное 
число. Существует группа без кручения А ранга 3, обладающая прямыми 
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разложениями 

А=ВвВ ФС; (=1,..., т), 
где В:,..., Виш — изоморфные группы ранга 1, а С, ..., Сп — 
попарно неизоморфные неразложимые группы ранга 2. 


Так же как в доказательстве теоремы 90.3, начнем с того, что возь- 
мем непересекающиеся бесконечные множества Р: и Р. простых чисел 
и простое число р, не лежащее ни в одном из этих множеств. Положим 


В: =(рго| ЕР), Х=(рих|рЕР), У=(ру|рзЕР.). 


Тогда С, = (Х ФУ, р"! (х - и)) будет неразложимой группой ранга 
2. Положим 


А — В: ОФ Ст 
Пусть ;:, Г;, $;, & — такие целые числа, что Ч; —- /;$; —= 1; положим 
р: — Ч:6 - $;:х, Хх; = г;б + Ых (1 ей. т). 


Тогда для сервантных подгрупп В; = (5;)„ иХ; = (х;),, изоморфных 
группе В., имеет место В; Ф Х; = В, Ф Хх. Мы хотим выбрать такие 
подгруппы В; и Х;, чтобы для некоторых целых чисел А; (1< Е; < р) 
имели место равенства 


А =В;, ФС; С; = (Х, ФУ, р" (вх: РУ, (6) 
где С; — неразложимая группа. В этом случае элемент 
Ех у =: - хх (и-Уу 
должен делиться на р, следовательно, выполняются условия 
р| юг; и р: — 1. (7) 


При данных Ё;, где | < Е; < р, мы можем взять числа г; = р, 
4: = К;, а затем числа $;, &;, для которых 4; — г;5$; = 1. Тогда имеют 
место условия (7), а значит, и равенства (6). 

Теперь мы позаботимся о том, чтобы группы С; были попарно 
неизоморфными. Заметим что изоморфизм $: С; —> С; должен отобра- 
жать подгруппу Х; на подгруппу Х ;, а подгруппу У — на себя, причем 
х;: => — хлиун> -- у [единственными автоморфизмами групп Х; и У 
являются умножения на 1]. Следовательно, элемент К:х; -- у пере- 
ходит в элемент --(А;х; - у). Благодаря сохранению делимости 


Е; == - К; (то4 р). Итак, если взять [№ = 1], № =2,..., Ёп =т 
ир> ат — 1, тоА; = А; (то4 р), и, значит, никакие две из групп 
С, ..., Сп не являются изоморфными. ав 


Заметим, что теорема 90.4 показывает также следующее. Для любого 
ранга г > 3 и любого натурального числа т существует группа без 
кручения ранга г, имеющая по крайней мере т попарно неизоморфных 
разложений на неразложимые слагаемые. Возникает естественный вопрос, 
существуют ли группы конечного ранга с бесконечным числом прямых 
разложений. 
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Упражнения 


1. Пусть т > п >22. Существует группа конечного ранга, разла- 
гающаяся в прямые суммы как т, так и п неразложимых слагаемых. 


2. Пусть, ..., Га — натуральные числа их = м... -+ "рф. 
Существует такая группа А ранга 2 г, что А =А ФФ... ФА, ® 
ФА, = В ФС, где каждое А; — неразложимая группа ранга 
п (1=1,...Е— 1) в то время как А,, В, С — неразложимые 


группы рангах. [Указание: в доказательстве теоремы 90.1 заменить 
группы ранга 1 группами из подходящей жесткой системы.] 

3 (Корнер [1]). Показать, что при любом прямом разложении 
группы АД, определенной в доказательстве теоремы 90.2, на неразло- 
жимые группы число ненулевых компонент в точности равно К. 

4. Пустьл, К, г — такие натуральные числа, что Аг < п. Построить 
группу А ранга п со следующим свойством. Для разбиения п = 


= +... -Р ть, где г; > 1, разложение группы А на неразложимые 
слагаемые рангов г; найдется в том и только в том случае, когда 
г >гт=р..., Е. [Указание: в доказательстве теоремы 90.2 


группу (р-®и) заменить подходящей жесткой группой ранга г.] 

5. Показать, что не существует группы А ранга 4, которая разла- 
галась бы в прямую сумму двух групп ранга | и группы ранга 2, 
а также в прямую сумму группы ранга | и неразложимой группы 
ранга 3. [Указание: обратить внимание на типы подгрупп ранга 1.] 

6. (Фукс и Лунстра [1]). Для любого т > 2 существуют такие 
попарно неизоморфные группы В, С\1,..., Сп ранга 2, что ВФ... 
... Ф®В=С,Ф... Ф Сь (тслагаемых), но прямая сумма п (< т) 
групп, изоморфных группе В, не изоморфна прямой сумме никаких п 
из групп С1, ..., Ст. (Указание: провести рассуждения, аналогичные 
доказательству теоремы 90.3.] 

7. Показать, что теорема 90.3 остается верной, если потребовать, 
чтобы группы А; и С; имели произвольный ранг г > 2. [Указание: 
группы Х;, У; заменить на жесткую систему таких групп, что един- 
ственными их автоморфизмами являются умножения на -1.] 

8. Для любого нечетного натурального числа т и любого натураль- 
ного числа { существует # таких групп ранга 2, что любые две из них 
ведут себя так же, как и группы А и С в теореме 90.3. [Указание: 
вместо простого числа р следует использовать произведение простых 
чисел.| 

9. Для любого натурального п существует такая неразложимая 
группа А ранга и, что А Ф В = А Ф® С при некоторых неизоморфных 
неразложимых группах В и С конечного ранга. [Указание: см. 90.4.] 

10 (Сонсяда [7]). Пусть р = 5 илибо 4 = 3, г=2, либо 4 =2, 
г = 3. Положим 


Х; =(р”®х;, т®У:, Г" (+ у;)) 


для 1=|1,..., К. Показать, что всякое неразложимое прямое сла- 
гаемое группы А = Х, Ф... Ф ХУ, изоморфно группе Х1. [Указание: 
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если А = И ФУ, И -- 0, то некоторое п.х, +... - пьхь = ШЕЦ 
(или жел, +... - ПЛьу, = ШЕИ), где (и, ..., пь) = 1; если 
Уи: (х: -- у) = ии, то г — щ есть линейная комбинация 
элементов и; и подгруппа (и, и), служит для И прямым слагаемым.] 

11 (Фукс и Лунстра [2]). Пусть А — группа без кручения ранга 1. 
Будем говорить, что А обладает свойством поднятия, если для каж- 
дого п > 0 автоморфизмы группы А/пА индуцируются автоморфиз- 
мами группы А. 

Доказать, что группа без кручения А ранга 1, не являющаяся цикли- 
ческой, обладает свойством поднятия в том и только в том случае, 
когда для каждого и выполняется следующее условие. Для любой 
группы С и такой подгруппы С@‹ = С, что С/у = 7 (п), все подпря- 
мые суммы групп А и С с ядрами пА и Су изоморфны. [Указание: при 
доказательстве необходимости использовать упр. 7(а) из $ 88 и пока- 
зать, что любой изоморфизм между двумя подпрямыми суммами пере- 
водит подгруппы пА и Су в себя.] 

12* (Фукс и Лунстра [2]). Группа без кручения А ранга 1, не являю- 

щаяся циклической, обладает свойством сокращения, если она обла- 
дает свойством поднятия. [Указание: если А ФН=С®ФК при 
А = С, свести рассмотрение к случаю, когда ни одна из этих групп 
не содержит другую. Пусть В — проекция подгруппы С в группе 
и р = (А ФВ)П К. Тогда В = р = А. Показать, что группы 
и А изоморфны подпрямым суммам групп А и НКН ПК) = 
К/(Н Г К) с ядрами конечного индекса. Ср. упр. 11.] 
13 (а) (Корнер). Пусть А — группа без кручения конечного ранга 
п и В, С — ее изоморфные сервантные подгруппы ранга п — |. 
Доказать, что А/В = А/С. [Указание: рассмотрение свести к случаю 
п =2, В == С, двумя способами исследовать структуру периодиче- 
ской и А/(В- С) и вывести отсюда, что + (А/В): 1(С) = 
= 41 (А/С): &(В).] 

(6) Сокращение на группу без кручения конечного ранга допустимо, 
если дополнительные слагаемые имеют ранг 1. 


| с 
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Обратимся к исследованию прямых разложений групп без круче- 
ния счетного ранга. В отличие от групп конечного ранга счетные 
группы не обязаны быть прямыми суммами неразложимых групп. 
Некоторые парадоксальные примеры таких групп появятся в теоре- 
мах 91.5 и 91.6. Но сначала мы подробно рассмотрим случай групп, 
которые ведут себя не так плохо и допускают прямые разложения 
на неразложимые группы. Ввиду наших сведений о группах конечного 
ранга нет ничего удивительного в том, что в случае групп счетного ранга 
возникают почти все осложнения, которые можно себе представить. 

Так же, как и раньше, рассмотрим прежде всего вопрос о числе 
слагаемых. 
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ТеорЕмА 91.1 (Корнер [1]). Существует группа А, имеющая два 

прямых разложения 
А —= В О С = Ф И 
П—=-— со 

где В, С — неразложимые группы ранга *,] а Е’ — неразложимые 
группы ранга 2. 

Пусть {р}, {9%} и {7%} — три попарно непересекающихся 
бесконечных множества простых чисел, гдеп = 0, 1, 2, .... 
Для независимых В, и с, Положим 


В=(р:°Ьь, 49. (6,4) при всех п), 
С = (Р» ”Сп, т. (Сп ро Сп+1) при всех п). 

Группы В и С имеют ранг хо и по лемме 88.3 неразложимы. Возь- 
мем целые числа А,„ [позднее будет указано, какие] и с помощью эле- 
ментов 

ив = (1-Е Е) 6, — Кс, = Е бь- (1 — Ра) сп 
определим 
ВНЕ (рт°ит, Рлт п, 7. (Мп -- Опа), ге п=0, +1,.... 
Группы Е»„ имеют ранг 2 и неразложимы. Очевидно, что прямая сумма 


подгрупп (В), и (С„), совпадает с прямой суммой подгрупп (и»)„ 
и (9,),. Из равенства 


Ип ее Оп = (Б, не Ви) Е | (6, г Сп) - (Ата т 1) (Вл а Сп) 


видно, что для выполнения условия дп | Ив -- Ол Целые числа К„ необ- 
ходимо выбрать так, чтобы д» | Ёп и 9ь | Е, — 1. Аналогично, в силу 
равенства 


И -Е бла = (Сп - Спа) Е (1 - ®) (6, — с») -- Ро (бл — бп) 
получаем, что в случае, когда 7, | И» -- 9-1, Числа Е, должны удовлет- 
ворять условиям Г» | Ел и Г, |2, 1. Таким образом, если 


Ягига | 
Фп-—1 | Е, — 1, 
тп | Ев ЕТ, 


то Е, — подгруппы группы А = В Ф С. Но если числа Е, выбраны 
указанным образом, то из условия 91 | И» - 9„.. будет следовать 
условие д. | В,» -- Вин, а из условия Г» | ив - и .1 — условие и» | си - 
-- си. в группе ФЕ,. Следовательно, А = ФЕ.. в 


Из теоремы 91.1 мы получаем, в частности, что в отличие от тео- 
ремы 86.7 прямые слагаемые прямых сумм групп конечного ранга не 
обязаны снова быть прямыми суммами групп конечного ранга. 

С некоторыми изменениями метод доказательства теоремы 90.1 
позволяет получить аналогичное утверждение и в случае групп счет- 
ного ранга. 
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ТеоРЕМА 91.2. Существует группа С, которую можно представить 
в виде = А ФВ, а также В = С ФО, где В, С и Р — неразло- 
жимые группы ранга хо, агруппа А вполне разложима и имеет ранг му. 


Пусть р, дир, И =1,2,...) — различные простые числа. Для 
независимых элементов а„, 6, определим группы 


А= о (р; <ап) 


В=(ру”б,, р 1 (6, — 61-4) при всех п). 


Группа А вполне разложима. Рассуждая так же, как в доказательстве 
леммы 88.3, получим неразложимость группы В. Пусть $, { — такие 
целые числа, что р$ — 9 = 1. Для элементов с„ = ра, + № и 4,= 
= да» + $6, положим 

С = (Р» ”Св, р (Сп — Спа) при всех п), 


р= (ра, 91 (4, —4„-4) при всех п). 


Группы С ир неразложимы. Так же как в доказательстве теоремы 90.1, 
получим равенство А ФВ =С ФО. а 


Последнюю конструкцию нетрудно видоизменить таким образом, 
чтобы получить пример, в котором группа А вполне разложима и имеет 
произвольный конечный ранг г > 1. Положим 


А = (рг®аа) о ое о (р; ®аг), 


В=(рг“ы, ..., р;®б,, Х, У, р* (6-х), Ч" (и 

при п=1,..., Г). 
Здесь р, 4, р1, ..., Рг — различные простые числа, а Х, У — такие 
неразложимые группы ранга хо, что группы {р:°61), ..., (рб, », 


Х, У образуют жесткую систему, причем р 1 хЕХ, а 1 УЕУ. Резуль- 
таты $ 88 гарантируют существование таких групп Х, У. Из того 
что Х, У — вполне характеристические подгруппы группы В, следует, 
что группа В неразложима. Пусть $, Ь си, а, обозначают то же, что 
и раньше. Легко видеть, что группы 


С=(рг®а, ..., р;°°с,, Х, р 1(4%.—х) при п=1, ..., Г, 

Р=(рг®а., ..., р;°а,, У, 91(ра,--у) при п=1,..., Г) 
неразложимы и удовлетворяют равенству А ФВ =С®рО. 

Свой аналог в случае групп счетного ранга имеет и теорема 90.2. 


ТЕОРЕМА 91.3 (Корнер [1]). Существует группа А ранга хо со сле- 
дующим свойством. Пусть п, ..., Га, ... — произвольная последо- 
вательность натуральных чисел, в которой бесконечное число членов 
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больше единицы. Тогда найдутся такие подгруппы А„ группы А, что 


оо 
А= ФА, 
п=1 
и каждое слагаемое А’ — неразложимая группа ранга г». 
Пусть /.,...,/, ... обозначают те ’„, которые больше 1. Кроме 
того, пусть р, рт, 9% (И =1,2,...) — различные простые числа 
и и, хи П=1,2,...) — независимые элементы. Положим 


А= Ф В,, где В, =(р-®ик, роохи, д (и, НХ»). 
| 


Как видно из доказательства теоремы 90.2, прямая сумма т таких 
групп В„ разлагается в прямую сумму неразложимой группы ранга 
т — 1 [того же вида, что и группы А; в доказательстве теоремы 90.2] 
и т — 1 групп ранга 1 [вида (р-®о). Разложим указанным способом 
группы С„ = В+ +1 ФФ... Ф ВЕ где ‚& =0 & =мш—ПО-+... 
... - (72.-2 — 1). Мы получаем разложение группы ДА на неразло- 
жимые слагаемые, бесконечное число которых имеет ранг |, а осталь- 
ные имеют ранги и! - 7, — 1, ..., Г2т-1 -- 72 — 1, .... Все эти сла- 
гаемые являются группами того же вида, что и группы А; в доказа- 
тельстве теоремы 90.2. Применяя метод доказательства теоремы 90.2, 
прямую сумму групп ранга 75-4 -- 2. — |1 и ранга | мы можем раз- 
ложить в прямую сумму групп ранга 72.-41 и ранга Гэи. Очевидно, эти 
прямые суммы можно подобрать таким способом, что слагаемых ранга 1 
группы А останется столько же, сколько имеется членов последова- 
тельности {г„}, равных |. в 


Группа А из теоремы 91.3 допускает континуальное множество 
прямых разложений на неразложимые слагаемые. Действительно, 
множество подмножеств множества натуральных чисел г > 2 имеет 
мощность континуума. Благодаря теореме 91.3 каждое такое подмно- 
жество дает прямое разложение группы 4 на неразложимые слагаемые, 
ранги которых составляют в точности это подмножество. Следующая 
теорема дает пример счетной группы, имеющей континуум неизоморф- 
ных неразложимых прямых слагаемых. 


ТеорЕМА 91.4. (Фукс [28]). Существует такая групла А ранга *з» 
что равенство 


А=В, О С» где В; =С,, 
имеет место для континуального семейства попарно неизоморфных 
неразложимых групп В. 


Пусть Р:, ...,Рь..., В, ... @ь...— попарно непересе- 
кающиеся бесконечные множества простых чисел и р, 4, г — нечетные 
простые числа, не лежащие в объединении этих множеств. Взяв неза- 
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висимые элементы а;, В;, с;, 4(1=1,2,...), определим группы 
В=(Рга;,, Чгь:, р (а, Ра), 9 (6-Е Ва), г* (а,--5:) при всех 0, 
С=(Рис,, ЧГа:, р" (сл), 91 (а, ана), г* (с. а;:) при всех 0), 
где Р;’а обозначает множество {рта при всех р; Е Р;}. Группы ВиС 
изоморфны и неразложимы. Положим А = В ФС. Для каждого 1 


выберем целое число А; [позднее будет указано, какое именно] и поло- 
ЖИМ 


и, =а;, и; = 6: -- (1—1) а, 
ж=ва-с, = Юа;,. 


Наша цель теперь — выбрать числа А; таким образом, чтобы 
выполнялось А = И @Ф Х, где 


И=(Рги;, ФГ, рии), 91 (о), 

р (и К;) при всех Г), 
Х=(Рих, Фи, р-на), Ч (и-РиА), 

1 (х.--К;у:) при всех 0). 
Исследуя делимость на простые числа р, 4 иг и пользуясь привычной 
техникой доказательства, мы получаем, что равенство А = И ФХ 


имеет место в том и только в том случае, когда числа К; удовлетворяют 
условиям 


К; == К; 1 (1о4 р) и #№==1(то4г) при всех {[. (1) 
Возьмем такое целое число [, что [ ==| (то4 рд) и [== —1 (то4 х). 
При А; = | или Ё; = [ последовательность {;} удовлетворяет усло- 


виям (1), имы получаем разложение А = И ® Хх, где 0, Х — изоморф- 
ные неразложимые группы. 

Положим №! = [| и покажем, что если последовательности Ко, 
... Ар... И В,.... В ... различны, то соответствующие 
им группы И и И” не изоморфны. Пусть ф: И — И’ — изоморфизм. 
Он может действовать на образующие только следующим образом: 
и; => и 9; => +9:. В силу 


ри ина => = (Ш-иь, 
Чо ина => = (1 41), 
г м-н Е (м9!) 


мы заключаем, что знаки при элементах и; и и; должны быть одни 
и те же, скажем +1. Так как и; ни: ид; => и, тог | и; -- Ею; == 
- и; -- Ехо; для каждого 1. Не может быть, чтобы одно из чисел К;, К; 
равнялось [, а другое [, поскольку [ = 1 то4 г. Для завершения доказа- 
тельства нам остается лишь заметить, что семейство последователь- 
ностей А.,... К, ... имеет мощность континуума. а 
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До сих пор нам не встретилось ни одной счетной группы, которая 
не была бы прямой суммой неразложимых групп. Следующий резуль- 
тат дает нам пример такой группы. Более того, оказывается верным 
весьма замечательный факт: существуют группы, у которых вовсе нет 
неразложимых слагаемых. 


ТЕОРЕМА 91.5 (Корнер [3]). Существует счетная группа, не 
имеющая ни одного ненулевого неразложимого прямого слагаемого. 


Доказательство основывается на теореме 110.1 о существовании 
кольца эндоморфизмов. Поэтому сначала мы зададимся кольцом КЮ, 
а затем определим А как группу, кольцо эндоморфизмов которой 
есть В. 


Пусть А— полугруппа с элементами А. Индекс г пробегает мно- 
жество неотрицательных рациональных чисел, а умножение в полу- 
группе ЛА подчинено закону 


ЛА 5 Атах (г, $) 


Пусть В — полугрупповое кольцо полугруппы Л над кольцом 2. 
целых чисел. В этом случае В — счетное [коммутативное] кольцо 
с единицей №, причем его аддитивная группа свободно порождается 
элементами /;. По теореме 110.1 существует счетная группа без кру- 
чения Д, кольцо эндоморфизмов которой изоморфно В. 
Пусть элемент 8 = ПА, ...- Пь№ где0 == п; Ебим <... 
. < г», является идемпотентом кольца КВ. Имеем 


#2 — 7 п; (24 -- са 274 п) А! 


9= 


Приравнивая о получаем, что 27, +... - 274 
+”; =1 при | = 1, ‚ К. Отсюда следует, р п; = Бе -* при 
1=1, СЁ и, значит, в = Ан. — А +... + (№. Если 


> 1, 9 такие рациональные числа $ и # ЧТО Г, < $ 2 < " 
[если Ё = 1, то последнее неравенство не имеет смысла], и положим 
Е = Л, —,. Этот элемент является идемпотентом кольца Ю, причем 
Е = ЕЁ = Ё-2 в. Итак, для всякого идемпотента # 52 0 кольца В 
найдется такой ненулевой идемпотент & С Ю, что & = &ё = Ёв 52 в. 
Покажем, что группа А не имеет ненулевых неразложимых сла- 
гаемых. Пусть В == 0 — прямое слагаемое группы А и 8: А— В — 
соответствующая проекция. Тогда С = А — ненулевое прямое сла- 
гаемое группы А, которое в силу #& = & содержится в подгруппе В. 
Мы получаем В = С Ф (=& — &) В, где оба слагаемых ненулевые. в 


Следующая теорема свидетельствует об еще одном интересном 
явлении. 


ТЕОРЕМА 91.6 (Корнер 1[4]). Пусть т — натуральное число. 
Существует счетная группа без кручения А со следующим свойством: 
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прямая сумма п. групп, изоморфных А, изоморфна прямой сумме п» 
грипп, изоморфных А, тогда и только тогда, когда т | п. — по. 


Заметим сразу же, что в этом случае А =АФ... ФА для 
т -- 1 слагаемых, но не для меньшего числа (2) слагаемых. Обратно, 
если группа А обладает этим свойством, то она удовлетворяет условию 
теоремы 91.6. Действительно, чтобы это доказать, достаточно доба- 
вить необходимое количество групп, изоморфных А, по обе стороны 
от знака изоморфизма и заменить прямые суммы т -- 1 слагаемых 
А на одну группу А. 

Построение искомой группы А снова опирается на теорему 110.1. 
Поэтому вначале мы определим кольшо ВЮ, аддитивная группа кото- 
рого является счетной свободной группой. 

Пусть ЛА — полугруппа с 1, порожденная символами о0;, 0; (1 = 
=0, |,..., т), подчиняющимися следующим соотношениям: 


у | при 1=] 

9; = р 

р: О при 15, 
Пусть $ — полугрупповое кольцо полугруппы А над кольцом 7, 
причем нуль полугруппы А отождествлен с нулем кольца Э. Адди- 
тивная группа кольца $3 свободна. Действительно, различные нену- 


левые произведения символов о; и с; образуют базис. Каждое такое 
произведение имеет вид 


04,01, ... ба бл +. рб, (2) 

гдек, [ > 0, а индексы {, | принимают одно из значений 0, 1,..., т. 

Главный идеал | кольца $, порожденный элементом т = | — 
— 004 —...-— бтжОш, аддитивно порождается элементами вида 

0.0... . б,тру, +. быбя› (3) 


поскольку р;т = 0 = та; для всех #. Легко видеть, что если базисные 
элементы вида (2), где А, [>21 и п=ё=0, заменить элементами 
вида (3), то новая система элементов по-прежнему будет аддитивным 
базисом для кольца $. Следовательно, аддитивная группа кольца 
Ю = 5/1 свободна, причем кольцо ЕЮ, очевидно, счетно. 

Следующим шагом является построение группового гомоморфиз- 
ма1р: $ —- 7 (т), который переводит идеал 1 в нуль и удовлетворяет 
условиям 


ф(1] = и (8) = (8) для всех 6, ЧЕ$. 
Пусть ф действует на образующие вида (2) следующим образом: 
р (0,04, ... бабу ... р;„ 6х.) = 
\„,› если Е =Ёи й= р для всех Г, 
-| 0 в противном случае. 


Такой гомоморфизм р, очевидно, переводит в нуль элементы вида (3), 
кроме случая В = [ий = р =1,..., Р). В последнем случае его 
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значением является [м — (т -- 1) |», что также равно нулю в группе 
7 (т). Остается проверить, что ф (1) = (18), где Ё имеет вид (2), 
а — либо р;, либо в;. Эта проверка предоставляется читателю в виде 
упражнения. 

По теореме 110.1 существует счетная группа без кручения А, 
кольцо эндоморфизмов которой изоморфно определенному выше коль- 
цу В. Отождествим кольцо В с кольшом эндоморфизмов группы 


А. Тогда ор; =в; (=0,1,..., т) — попарно ортогональные 
идемпотенты, сумма которых равна 1. Следовательно, А = #4 Ф 
Ф =&А Ф...Ф =. Но из равенств 0;0; = &; и 0;0; = 1 вытекает, 


что 8;А = А [см. 5 106, п. ж)]. Значит, группа А изоморфна прямой 
сумме т -—- 1 групп, изоморфных А. Если же группа А изоморфна 
прямой сумме пл -| | групп, изоморфных А (0<л=< м), то ввиду 
п. ж) из $ 106 это означает существование таких двух эндоморфизмов 
я и В группы А, что «В = Ти Ва = &-+... - &. Но равенство 
]т = 4 (аВ) = (В%) = т (& +...- а) = (п -- 1) 1ь невозможно 


ни для какого И при О < я < и, что и завершает доказательство. щ 


Упражнения 


1. Показать, что теорема 91.1 остается верной, если потребовать, 
чтобы группы Е» имели произвольный конечн или счетный ранг 


г > 2. [Указание: заменить группы (рь”Ь») подходящей жесткой 
системой групп.] 

2. Доказать, что теорема 91.2 остается верной, если вместо полной 
разложимости группы А потребовать, чтобы группа А была прямой 
суммой неразложимых групп заданных рангов #1, Го, ..., т, ... - 

3 (Корнер [1]). (а) Пусть А — прямая сумма бесконечного мно- 
жества неразложимых групп конечного ранга. Если почти все эти 
группы имеют ранг |, то при любом разложении группы А на нераз- 
ложимые слагаемые почти все компоненты должны быть группами 
ранга 1. [Указание: А/В — вполне разложимая группа, где В — 
некоторая подгруппа конечного ранга. | 

(6) Доказать, что в теореме 91.3 требование, чтобы бесконечно 
много чисел г, были больше единицы, может быть опущено. 

(в) Показать, что утверждение (а) неверно, если не все компоненты 
имеют конечный ранг. 

4. Обобщить теорему 91.4 на случай т > 2 изоморфных компо- 
нент, используя идеи доказательства теоремы 90.3. 

5. Доказать существование счетной группы А, обладающей кон- 
тинуальным семейством разложений А = В; ФС,, где В, С; — 
неразложимые группы и все В; изоморфны друг другу. [Указание: 
применить метод доказательства теоремы 90.4. 

6. Показать, что любое слагаемое группы А из доказательства 
теоремы 91.5 является вполне характеристической подгруппой. 

7 (Корнер [4]). Существуют такие счетные группы без кручения 
А, В, С, что А = В ФС, В =А Ф С, но группы А и В не изоморф- 
ны. [Указание: в теореме 91.6 принять т = 2.] 
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8 (Корнер [4]). Пусть т > 2 — произвольное натуральное число. 
Существуют такие счетные группы без кручения А и В, что прямая 
сумма п групп, изоморфных А, изоморфна прямой сумме п групп, изо- 
морфных В, тогда и только тогда, когда т | п. 

9 (Корнер [4]). Существует счетная группа без кручения Д со сле- 
дующим свойством: группа А изоморфна прямой сумме произвольного 
конечного числа групп, изоморфных А, но не изоморфна никакой пря- 
мой сумме бесконечного множества групп, изоморфных А. [Указание: 
мощность множества эндоморфизмов прямой суммы бесконечного мно- 
жества групп, изоморфных А, не меныпше мощности континуума.] 

10* (Фукс [28]). Пусть м — произвольное бесконечное карди- 
нальное число, меньшее первого сильно недостижимого кардиналь- 
ного числа. Доказать аналог теоремы 91.4 для группы мощности 


с 2" неизоморфными слагаемыми В;. [Указание: теорема 89.2.] 

11. Для любого бесконечного кардинального числа 1 существует 
группа ранга м, не имеющая неразложимых прямых слагаемых. 
Указание: рассмотреть прямые суммы групп из доказательства тео- 
ремы 91.5; доказать утверждение для суммы конечного числа групп, 
затем — для счетного числа и применить предложение 9.10.] 
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Результаты предыдущего параграфа показывают, что при изучении 
прямых разложений групп без кручения на получение какого-либо 
рода единственности в традиционном смысле надеяться не приходится. 
Йонсон [2] предложил радикально новую идею и показал, что она 
приводит к теореме единственности в несколько ослабленном смысле. 

Идея состоит в замене понятия изоморфизма более слабым понятием 
квазиизоморфизма. Пусть А, С — группы без кручения конечного 
ранга и группа А содержится в делимой оболочке Р группы С [мы 
для удобства считаем, что все рассматриваемые группы лежат в данной 
делимой группе]. Группу А в этом случае назовем квазивложенной 
в группу С [обозначение: 4 < С], если для некоторого натурального 
числа л имеет место включение пА = С. Группа А квазиравна груп- 
пе С, ДА = С, если А < СиС < А. Как сразу видно, квазиравенство 
означает просто, что подгруппа А [|] С имеет конечный индекс как 
в А, так ив С. 

Далее, группы А и С называются квазиизоморфными [обозначение: 
А — С], если они изоморфны квазиравным подгруппам некоторой 
делимой группы ДО. 

Понятие квазиизоморфизма для групп без кручения произвольного 
ранга будет введено во второй части этого параграфа. 

Всякая подгруппа конечного индекса группы А ранга | изоморфна 
группе А. Таким образом, для групп ранга 1 из квазиизоморфизма сле- 
дует изоморфизм. В более общем случае имеет место 


ПрндложениЕ 92.1 (Прохазка [12]). Пусть А — такая группа без 
кручения конечного рачга, что для каждого простого числа р имеет 
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место неравенство | АГрА | < р. Если группа без кручения С квази- 
изоморфна группе А, то С = А. 


Изоморфизм С == А достаточно доказать для подгруппы С груп- 
пы А, имеющей в А простой индекс р. В этом случае рА == А ирА = 
<= С. Следовательно, по условию С = рА. Поскольку рА = А, тре- 
буемое утверждение очевидно. а 


Пусть С!,..., Са — подгруппы делимой оболочки О группы А. 
Группу А назовем квазипрямой суммой этих подгрупп, если имеет 
место квазиравенство А = С, Ф... Ф С,. В этом случае мы будем 
говорить также о квазипрямом разложении группы А, а группы С; 
называть квазипрямыми слагаемыми группы А. Непосредственно 
проверяются следующие утверждения: 


а) А ФВ^>А ФС влечет за собой В — С; 
6) сли А ВФСи В<Х<А, т ХВ (ПС). 


Группа, имеющая лишь тривиальные квазипрямые разложения, 
называется сильно неразложимой. 


Пример 1. Группа А из примера 2 в $ 88 квазиравна прямой сумме 
ФЕ,, но это неверно для группы А из примера 5. Последняя группа сильно 
п 


неразложима. 


Пример 2; Жесткие группы сильно неразложимы. 


Пусть А — группа без кручения конечного ранга’и ОР — делимая 
оболочка группы А. Эндоморфизм ф группы О называется квазиэндо- 
морфизмом группы А, если имеет место квазивложение 


ФА < А. 


Квазиэндоморфизмы группы А образуют подкольцо Е (А) кольца 


всех эндоморфизмов группы О. Обратимые элементы кольца Е (А) 
называются квазиазтоморфизмами группы А. Отметим, что верны 
следующие утверждения. 


в) Кольцо Е. (А) является О-алгеброй с единицей и произвольный 
левый идеал кольца Е. (А) — векторное пространство над полем О. 


Поскольку ясно, что деление на целое число п==0 является квазиэндо- 
морфизмом, утверждение очевидно. 


г) В кольце Е (А) выполнено условие минимальности для левых 
[и для правых] идеалов. Это следует из п. в) и того, что размерность р 
конечна. 

д) Для лю50г0 идемпотента & ЕЕ (А) имеет место квазипрямое 
разложгние А = & А Ф (1 — =) А. Обратно, ели АВ ФС, то 
найдется такой идемпотент &ЕЕ (А), что В = Аи С — (1 — 8) А. 


Доказательство этого утверждения можно провести непосредственно, 
что и представляется читателю. 
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Следующая лемма имеет место для любых конечных разложений. 
Мы ограничимся рассмотрением случая двух слагаемых. 


Лемма 92.2 (Рейд Дж. Д. [1]). Соответствие 
А =: А Ф =,4-> Е (А) =Е (4). ФЕ (4) г, 
между квазипрямыми разложениями группы без кручения А конечного 
ранга и разложениями кольца Е (А) в прямую сумму левых идеалов 


является взаимно однозначным. Здесь 81, в. = 1 — 8 — идемпотент- 
ные квазиэндоморфизмы группы А. 


Доказательство аналогично доказательству п. д) из 65 106. а 


Давно известно, что артиново кольцо с единицей не имеет разло- 
жений в прямую сумму ненулевых левых идеалов в том и только в том 
случае, когда оно является локальным кольцом [т. е. его необрати- 
мые элементы образуют идеал]. Таким образом, из п. г) и последней 
леммы легко получить следующее важное 


Предложение 92.3 (Рейд Дж. Д. [2]). Кольцо квазиэндоморфизмов 
группы без кручения А конечного ранга локально в том и только в том 
случае, когда А — сильно неразложимая группа. в 


Следующая лемма играет центральную роль в нашем исследовании 
квазипрямых разложений. В ней говорится о свойстве группы, оче- 
видно, аналогичном свойству замены в $ 72. 


Лемма 92.4. Сильно неразложимая группа А конечного ранга обла- 


дает следующим свойством: пусть В, С1,..., Ст — группы без кру- 
чения конечного ранга. При условии, что 
С.А СФ... ФС, (1) 


найдутся такой индекс Г и такая подгруппа С; = Сь что 
С ИФ'САФ.. ФС; ®.. 4 С». 


Пусть 8, ли 09; — идемпотентные квазиэндоморфизмы группы С, 
соответствующие квазипрямым разложениям (1). Тогда ограничение 
квазиэндоморфизма = = #0, |... - =0и на подгруппу А является 


квазиавтоморфизмом группы А. В силу предложения 92.3 отсюда 
следует, что один из квазиэндоморфизмов =#60;, скажем #61, является 
квазиавтоморфизмом группы А [мы для удобства пишем 9; вместо 
0; | А]. Таким образом, группа 0.А квазиизоморфна группе А. [1о- 
скольку квазиэндоморфизм = отображает группу 0:А на группу, 
квазиравную группе А, мы получаем С = 9,А ФВ. Следовательно, 
С. = 6.А @Ф С,, где С, = С, П В. Но квазиэндоморфизм 0, изоморфно 
отображает группу А на группу 60,А, значит, @ = А ФС ФС. ®... 


... Ф Си: а 


Всякая группа без кручения конечного ранга, очевидно, квази- 
равна некоторой конечной прямой сумме сильно неразложимых групп. 
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В отличие от теоремы 90.3 для квазипрямых разложений такого рода 
имеет место единственность, как показывает следующий основной 
результат о квазипрямых разложениях. 


Теорема 92.5 (Йонсон [2]). Пусть А — группа без кручения конеч- 
ного ранга и выполняются квазиравенства 


АА... ФА, =С.Ф...ФС,, 
где все группы А; и С; сильно неразложимы. Тогда т = п и при подхо- 
дящей перенумерации А; — С; для всех 1. 


Поскольку все группы С; сильно неразложимы, из леммы 92.4 
сразу следует, что в квазипрямом разложении группы А одну из 
групп С;, скажем С,, можно заменить на группу А+, т.е. А = А, Ф 


ФС, Ф... Ф С,. Отсюда и из п. а) следует квазиизоморфизм А! — 
— С!. Мы заключаем также, что ДА, Ф... ФА, -С.®...ФС,, 
или ДА. Ф... ФА, = С. Ф... ФС,, где С; — С; 1=1,..., п). 


Пользуясь индукцией, завершаем наше доказательство. & 


Пример 3. Все группы, встречающиеся в доказательствах $ 90, квази 
изоморфны вполне разложимым группам. 


Теперь рассмотрим случай групп бесконечного ранга. Пусть 
А, С — группы без кручения произвольного ранга. Группу А назовем 
квазивложенной в группу С, А = С, если А содержится в делимой обо- 
лочке 2) группы С, причем для каждого слагаемого Е группы ДР, 
имеющего конечный ранг, выполняется А [|] Е < С.П Е в прежнем 
смысле. Ясно, как определить понятия квазиравенства, квазиизомор- 
физма и т. д. в общем случае. [Такое определение квазиизоморфизма 
для групп без кручения бесконечного ранга отличается от определений 
этого понятия, используемых разными авторами, например Рей- 


дом Дж. Д. [4].] 


Пример 4. Группа А из теоремы 91.1 квазиизоморфна некоторой вполне 
разложимой группе. Это неверно, однако, для группы 


В = “ро ”Ь,, 91°(В, -- 6+1) при всех целых числах п). 


При распространении предыдущих результатов на общий случай 
неизбежно возникает необходимость наложить определенное ограни- 
чение на прямые суммы. Разложение А <= В ФС будем называть 
допустимым квазипрямым разложением группы А [обозначение: Д д; 


^— В Ф (|, если для проекций л и р делимой оболочки группы А на 
делимые оболочки групп В и С соответственно имеют место вложения 
плА = В, пВ = А для некоторого п == 0 и тоА = С, тС = А для 
некоторого т == 0. Бесконечная квазипрямая сумма Аш ФА, 
ЕТ 
по определению допустима, если аналогичное условие выполняется для 
каждой проекции л;. В этом случае мы пишем А = ФА;. Читатель 
ЕТ 

легко может убедиться в том, что все квазипрямые разложения группы 
конечного ранга обязательно допустимы. 
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Следующие утверждения легко следуют из определений. 


а’) Если Х = АФВи Х>АФС, то В-С. 

6’) Если А=ВФСи В<Х <А, где группа Х имеет конечный 
ранг, то Х В Ф (ХП О). 

в’) Если А; С; для всех 16[, то для прямой суммы А= ФД, 

ЕТ 
выполняется А ^ ФС,. 
4Е1 

В оставшейся части параграфа мы построим теорию квазипрямых 
разложений, аналогичную тем разделам теории прямых разложений, 
которые рассмотрены в $ 86 и 87. Для достижения разумной общности 
мы будем рассматривать группы произвольного конечного ранга в тех 
ситуациях, в которых в $ 86 и 87 рассматривались только группы 


ранга 1. 
В соответствии со сказанным, назовем группу А вполне квазираз- 
ложимой, если А = Ф Д,, где каждое слагаемое А; — группа конеч- 


(ЕТ 
ного ранга. Итак, т будем рассматривать только допустимые квази- 
прямые разложения. Не изменяя смысла данного определения, мы 
можем дополнительно считать, что группы А; сильно неразложимы. 
В этом случае мы получаем точный аналог предложения 86.1. 


ТЕОРЕМА 92.6 (Вильоен [2]). Пусть даны два допустимых квази= 
прямых разложения группы А, 


о Г. 
АФФА; и А^ФС,, 

(ЕТ ЕЛ 
где А; и С; — сильно неразложимые группы конечного ранга. Тогда 
найдется такое взаимно однозначное соответствие {| между множе- 


ствами Ги 1, что 


А; — Снь для всех ТЕ. 


Если множество / конечно, то и множество / конечно, и наше утвер- 
ждение сводится к теореме 92.5. Пусть теперь множество [ счетно, 
скажем / = {1,2,...,п,...}. Не теряя общности, можно считать, 
что / = Г. Очевидно, для некоторого т группа А! содержится в дели- 
мой оболочке группы С, Ф... ® С». Отсюда в силу 6’) следует, что 
А, — квазипрямое слагаемое группы С, ®Ф... ® С». По лемме 92.4 
одно из этих С;, скажем С!, можно заменить на А! и получить А = 


> А, Ф Ф С.. В силу а’) отсюда следует, что А, — С,. Положим 


п>2 
Д’= Ф ДА... Заменяя, если понадобится, группы С» на изоморфные, 
п>а 
получаем А’^ Ф С,. Для группы С. проведем те же рассуждения, 


п>2 
что и для группы А., и получим квазиизоморфизм, скажем С, — ДА.. 
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Попеременно рассматривая первую из оставшихся групп А» или С» 
и рассуждая указанным образом, мы найдем требуемое соответствие. 
Если множества индексов /[ и / несчетны, применим метод доказа- 


тельства предложения 9.10. Мы получим разбиения [ = Ч Ци = 
РЕК 
= Ц ЛУ, на попарно непересекающиеся счетные подмножества /ь» 
ВЕК 
множества / и на такие же подмножества /, множества / соответствен- 
но. При этом для каждого К Е К группы Ф А; и Ф С; квазиизоморф- 
ны. Для завершения доказательства остается сослаться на то, что 
в счетном случае утверждение теоремы уже доказано. в 


Группа без кручения А называется квазисепарабельной, если каж- 
дое конечное подмножество {а.,..., ак} группы А содержится в неко- 
тором квазипрямом слагаемом группы А, имеющем конечный ранг 
[или, что эквивалентно, в некотором вполне квазиразложимом квази- 
прямом слагаемом группы А]. Здесь также все рассматриваемые квази- 
прямые суммы допустимы. В качестве легкого упражнения можно дока- 
зать аналог теоремы Бэра 87.1: счетная квазисепарабельная группа 
вполне квазиразложима. Относительно нетрудно установить следую- 
щий результат, аналогичный теореме 87.5. 


ТЕОРЕМА 92.7 (Вильоен [2]). Всякое слагаемое в допустимом квази- 
прямом разложении квазисепарабельной группы также квазисепара- 
бельно. 


Пусть А — квазисепарабельная группа, А = ВФСифЬ, ... 


..., К ЕВ. Тогда В, ..., ВЕ Х для некоторого квазипрямого 
слагаемого Х группы А, имеющего конечный ранг. Пусть А = Х ФУ. 
Запишем Х < Х, ®Ф... Ф® Хью, где Х; — сильно неразложимые груп: 


пы. Легко проверить, что лемма 92.4 остается верной, если не требо- 
вать, чтобы группы В и С; имели конечный ранг. Следовательно, каж- 
дая группа Х; обладает свойством, установленным в лемме 92.4. 
Отсюда мы сразу получаем, что этим свойством обладает и группа Х 
[ср. п. в) из $ 72]. Таким образом, существуют такие подгруппы В’ = В 
и С =<С, что А = Х ®Ф В’ ® С’. Так как В — допустимое квази- 
прямое слагаемое в Д, то легко видеть, что В = В’ Ф (ВП (ХФ С’)]. 
В этой сумме второе квазипрямое слагаемое имеет конечный ранг 
и содержит элементы 61, ..., В». Квазисепарабельность группы В 
установлена. в 


Последний результат дает нам возможность доказать следующий 
аналог теоремы 86.7. 


СЛЕДСТВИЕ 92.8. Квазипрямые слагаемые вполне квазиразложимых 
грипп также вполне квазиразложимы. 


Очевидное видоизменение доказательства предложения 9.10 при- 
водит нас к заключению, что квазипрямое слагаемое квазиизоморфно 
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прямой сумме счетных групп. По теореме 92.7 и замечанию, предше- 
ствовавшему этой теореме, в счетном случае наше утверждение оче- 
ВИДНО. 


В работе Уокера [7] было отмечено, что вместо категории групп без круче- 
ния можно рассматривать ее факторкатегорию по модулю конечных групп. В но- 
вой категории теорема 92.5 эквивалентна теореме единственности, с точностью 
до изоморфизма, прямых разложений объектов на неразложимые объекты. 


Упражнения 


1. Если для группы А выполняются условия предлож-ния 92.1, 
то подгруппами вида пА (п >> 0) исчерпываются все подгруппы конеч- 
ного индекса в группе ДА. 

2. Пусть А — такая неразложимая группа без кручения конеч- 
ного ранга, что для каждого простого числа р выполняется | А/рА | < 
< р. Доказать, что А — сильно неразложимая группа. 

3. Пусть А =4@...ФА, =СФ... ФС,, где А; С; — 
неразложимые группы конечного ранга, удовлетворяющие условию 
упр. 2. Тогда указанные два разложения группы А изоморфны. 

4. Пусть А — группа без кручения конечного ранга и РЁ, Ё’— 
свободные подгруппы группы А, имеющие ранг п. В этом случае 
факторгруппы А/Г и А/ЁР’ изоморфны таким подгруппам группы 


Ф 0/7, что А/Е ФС = А/ГЕ’ Ф С’ для некоторых конечных групп 
1=1 
Сис. 

5. Пусть А — группа без кручения конечного ранга. Если ф — 
изоморфное отображение группы А в себя, то подгруппа фА имеет 
конечный индекс в группе А. [ Указание: если РЕ — свободная подгруп- 
па группы А того же ранга, что и А, то подгруппа РЁ [|] ФЁ имеет конеч- 
ный индекс в группе Р. Рассмотреть подгруппу ФА/(Р Г ФБ) = 
= А(РП ФР) и применить упр. 4, заметив, что А/ЁР = ФА/ФР.] 

6 (Вильоен [2]). Пусть А = «а, (п > 1); р-" (а, - а») при всех п}, 
где р — простое число. Показать, что А < Ф (а, ), но это разложе- 
ние не является допустимым. 

7. Доказать а’) — в’). 

8. Доказать лемму 92.2 для допустимых конечных разложений 


А = &А и. групп А бесконечного ранга. 


9 (Рейд Дж. Д. [2]). Пусть кольцо Е (А) удовлетворяет условию 
минимальности для левых идеалов. 

(а) Произвольное квазипрямое разложение группы А имеет лишь 
конечное число слагаемых. 

(6) Группа А сильно неразложима в том и только в том случае, 


когда кольцо Е (А) локально. 

(в) Для группы А верна лемма 92.4. 

10. (а) Пусть С — группа из теоремы 91.2. Показать, что никакая 
подгруппа Н группы С, для которой факторгруппа С/Н ограниченная, 
не может быть прямой суммой групп конечного ранга. 
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(6) Если называть группу А квазиизоморфной группе С при усло- 
вии, что С = А’ < А, где А/А’ — ограниченная группа, то счетная 
квазисепарабельная группа не обязательно будет вполне квазираз- 
ложимой. 

(Прохазка [12]). Если А и С — квазиизоморфные группы без 
кручения конечного ранга, то Ехй (А, @) = Ех (С, (С) для любой 
группы С. 
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Для групп без кручения ранга т >> | до сих пор не было полу- 
чено никакой удовлетворительной структурной теории. Несмотря 
на то что известно несколько схем для построения групп без круче- 
ния не более чем счетного ранга, с их помощью не удается окончатель- 
но решить проблему изоморфности. А именно, различные построения 
могут приводить к изоморфным группам, а инвариантами служат 
классы эквивалентности матриц или других параметров, для которых 
вопрос о принадлежности одному и тому же классу эквивалентности 
так же труден, как и вопрос об изоморфности групп. Ввиду теорети- 
ческой важности метода мы приводим теорию, разработанную для 
случая групп конечного ранга Курошем [2], Мальцевым [1] и Дъэр- 
ри [1]. 

Основная идея этой теории — локализация, т. е. сведение струк- 
турной проблемы для групп без кручения А к рассмотрению О#-мо- 
дулей /› ® А. Последние легко поддаются изучению, если имеют 
не более чем счетный ранг. 

Введем следующие обозначения. Для группы без кручения А 
положим 


А =, ® А, Ар= Ур ® А, Е=О®А И Ер=Кр ® А, 


где Кр обозначает аддитивную группу поля р-адических чисел. При 
естественном отождествлении группу Е можно считать делимой обо- 
лочкой группы А. Мы также имеем А = Ар = Ар = Еф. Будем запи- 


сывать элементы группы Ар как конечные суммы У а;а;, где а; 6 а» 
и а; ЕДА. 


ЛЕммА 93.1. Если группы Ар рассматривать как подгруппы гриуп- 
пы Е, то А = ПА» 
р 


Пусть ХЕ П Ар. Для некоторого простого числа р запишем х = 
р 


г У д:а;, 9 @Оъ, а: Е А. Существует такое целое число $, взаимно 
простое с р, что $х ЕА. Пусть р1, ..., ри — все простые делители 
числа $. Для простого числа р; выберем такое целое число $;, взаимно 
простое с р;, что $х ЕЛ, | =1, ..., т. Поскольку целые числа $,. 
5, ..., 5т Взаимно просты, нетрудно установить включение х ЕД. в 


ЛЕММА 93.2 им [1]). Для каждого простого числа р имеет место 
равенство Е [| А = Ар. 
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п 
Элемент х Е Аз запишем в виде х = У, ла, гдел; Е Ориа; ЕДА. 
=! 


Пусть а, ... ак — независимые элементы группы А, а элементы 
0-1, ..., аи зависят от первых А элементов. Тогда без ограничения 
общности мы можем считать, что лпьы, ..., Л» — рациональные 
числа. Пусть х Е Е. Тогда элемент х зависит от максимальной неза- 
висимой системы {а1,..., ав, аку, ...} элементов группы А, скажем 


Е т 
х= > та;-- »У та:, где т, — рациональные числа. 
пе РИ 


При отождествлении | ® а <> а максимальная независимая система 
элементов группы А превращается в максимальную независимую 
систему элементов К›-модуля Е* [где К» — поле р-адических чисел]. 
Следовательно, возможно лишь одно соотношение зависимости эле- 
мента х от указанной системы. Таким образом, л:, ..., Л. — рацио- 
нальные числа и х С Ар. Мы доказали включение ЕЁ [|] А = Д.. в 


Последний вспомогательный результат носит структурный 
характер. 


ЛЕммА 93.3 (Прюфер [3]). Редуцированный счетно порожденный 
Ох-модуль без кручения свободен. 


Оз-модуль без кручения ранга | является либо циклическим, 
либо инъективным модулем, так как все Ох-модули, заключенные 
между Ур и Кр и не совпадающие с Кр, изоморфны Ур. Поскольку 
модуль У» алгебраически компактен, мы легко получаем, что Оз-мо- 
дули без кручения ранга | выделяются прямыми слагаемыми везде, 
где они сервантны. Таким образом, конечно порожденные Оз-модули 
без кручения свободны. Это же верно для редуцированных О?-мо- 
дулей конечного ранга. Оставшаяся часть доказательства проводится 
аналогично тому, как доказывалась теорема 19.1. а 


С этого места и до конца параграфа мы будем считать, что ранг г 
группы А не более чем счетен. Символ {а;} будет обозначать макси- 
мальную независимую систему элементов в группе Е [или в группе 4]. 
Здесь {1 =1,..., Г или =], 2,... в соответствии с тем, конечен 
ранг г или нет. 

О*-модуль А* также имеет ранг г, и в силу леммы 93.3 его реду- 
цированная часть свободна. Следовательно, существуют такие эле- 
менты 9„, &’„ Е Аз, что имеет место разложение 


Ао Ф К рол ФФ Озот, (1) 


где д и т пробегают множества индексов мощностей, скажем, Ари [5 
соответственно и при этом Ё» -| [, = г. [Для упрощения обозначений 
мы не указываем на зависимость элементов и, и и» от простого чис- 
ла р.| Итак, мы можем записать 


а; —= 2 пп -- 2 ти (бт, В:%Е Кр), (2) 
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где для фиксированного индекса { почти все коэффициенты и, В;т 
равны нулю. [Если а; Е А, то В; м Е О*.] Мы получаем таким образом 
г х г-матрицу 


1 ... 04 от ео: В Е 


М» = Е к (ат, Ви ЕК»), (3} 


0:4... Ят ... В; гие Беня 


Ар 1, 


в которой каждая строка содержит лишь конечное число элементов, 
отличных от нуля [такая матрица называется конечно-строчной]. 
Поскольку система {0„, ши} также является максимальной незави- 
симой над К», системой в модуле А», эта матрица обратима над Кр. 
Итак, мы получили соответствие 


А > (М., М.,..., М», ...), (4) 


где для каждого простого числа р матрица М» состоит из р-адических 
чисел, обратима и конечно-строчна. 

Соответствие (4) зависит не только от выбора системы {а;}, но 
также от выбора системы {9„, ии} для каждого простого числа р. 
Мы намерены выяснить теперь, как изменяется матрица (3) при пере- 
ходе к новой максимальной независимой системе {а;} и новой системе 
{9„, Шт}. Из соображений простоты г-мерные вектор-столбцы с коор- 
динатами а; и а; соответственно мы обозначим через а иа’. Мы также 


{ 
у у 
обозначим через м И м вектор-столбцы с координатами 9, 


но, ит соответственно. 
Существует обратимая конечно-строчная г Х г-матрица В, состоя- 
щая из рациональных чисел, которая переводит а ва’, т. е. 


а’ — Ва. 


Аналогично, для некоторой г Х г-матрицы Ср, состоящей из р-ади- 
ческих чисел, обратимой и строчно-конечной, имеем 


[+ [м 


Эта матрица С, должна иметь обратную матрицу, удовлетворяю- 
щую аналогичному равенству. Следовательно, матрица С, имеет вид 


сом 0 
ве № и. (о) 


Здесь \, \/.— матрицы над О* размеров Арх Ёр и № х/ь соответ- 
ственно, обладающие обратными матрицами, элементы которых также 
лежат в Ор, а \/, есть [р Хх Ер-матрица над Кр. Каждая из матриц У, 
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У\/:, \/, является конечно-строчной. Матрицы С, вида (5) образуют 
группу Гр(ЁЕр, (р) относительно умножения матриц. 


У 
Очевидно, вектор а = М, м переходит в вектор а’ = Ва = 


| 


у’ 
— ВМ,С, м Соответствие (4) принимает вид А „> {М,, ... 


..., М, ...}, где М» = ВМ,С, для всех простых р. Ввиду ска- 
занного две последовательности матриц {М.,..., М,,...} и 
{М,,..., М, ...} назовем эквивалентными, если существуют такая 


обратимая конечно-строчная г Х г-матрица В с рациональными эле- 
ментами и такие матрицы С} Е ГЬ (Ёр, [,), где р пробегает все простые 
числа, что для каждого простого числа р имеет место равенство 


М, =ВМ,С.. 


Это понятие эквивалентности дает нам возможность получить 
следующий результат. 


ТЕОРЕМА 93.4. Ранги Ер и [, [удовлетворяющие равенству р -- [, = 
= г (А)], где р пробегает все простые числа, а также класс эквивалент- 
ности последовательностей матриц из соответствия (4) образуют 
полную систему инвариантов для счетных групп без кручения А. 


Из предыдущих рассмотрений очевидным образом следует инва- 
риантность рангов Кр и [», а также класса эквивалентности последо- 
вательностей матриц из соответствия (4). Итак, нам остается доказать, 
что группы А и А’ изоморфны, если они для каждого простого числа р 
имеют одинаковые ранги Ар и [», а соответствующие последователь- 
ности матриц {М,,..., М, ...} и {М ..., М, ...} эквива- 
лентны. Более того, достаточно рассмотреть случай, когда эти после- 
довательности совпадают. Для группы А’ образуем группы Ар, Ар», 
Е’, Е». Из определений видно, что группы Е и Е’ имеют максималь- 
ные независимые системы {а;} и {а;} соответственно, а для групп 
Ари А’ имеют место разложения вида (1). При этом для соответствую- 


7 
У у 
щих векторов выполняются равенства а = М, М а’ = М» | 


Соответствие а; =>а; (при всех 1) можно продолжить единствен- 
ным образом до изоморфизма ф: Е —> Е’. Этот изоморфизм в свою 
очередь индуцирует единственный Ор>-изоморфизм Ффь: Е’ > Ер.. 


У 
Поскольку матрицы перехода от вектора ы к вектору а и от век- 
} 


У 
тора р к вектору а’ одинаковы, изоморфизм ф» переводит элемент 


о, в элемент и», а элемент хи в элемент т. Отсюда следует, что фр | А 
является изоморфизмом между Аж и Ар’. Следовательно, фр, а зна- 
чит, и ф, изоморфно отображает группу А, = Е Г] Ар на группу 
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А, = Е'Г] Ар" [см. лемму 93.2]. Мы получаем, что ф изоморфно ото- 
бражает группу Д/‹== п Ар на группу А’ = п Ар [см. лемму 93.1]. ш 


Решая обратную задачу, можно задаться вопросом: каковы после- 
довательности матриц, соответствующие счетным группам без кру- 
чения. Следующая теорема дает ответ на этот вопрос. 


Теорема 93.5 (Курош [2]). Пусть для каждого простого числа р 
даны конечные или счетные кардинальные числа Ер и [,, причем сумма 
Е» - [ = г не зависит от р. Пусть {М., ..., М», ...} — после- 
довательность матриц вида (3). Эта последовательность соответ- 
ствует некоторой счетной группе без кручения А в том и только в том 
случае, когда она эквивалентна последовательности {№., ..., Мь,...}, 
для которой при каждом простом числе р элементы В:;т в последних 
[› столбцах матрицы М, являются целыми р-адическими числами. 


При соответствующем выборе системы {а;} в группе А получаем 
необходимость условий теоремы. Докажем достаточность. Пусть даны 
числа К, [,› и последовательность {М,,..., М, ...}, где М, — 
матрицы вида (3), причем В;„ Е Оз. Сначала возьмем делимую группу 
- = Ф Ча; ранга г. Для каждого простого числа р образуем группу 

= Ар ® Е = Ф К»а;. Группу Е можно рассматривать как под- 
к группы Е%. Матрица М» обратима и конечно-строчна. Сле- 
довательно, существуют Ар- и [»-мерные векторы У и \ соответственно, 


У 
для которых а = М, и |› Ге а — вектор-столбец из элементов а;. 


С помощью координат векторов У и м определим группу Ар в соэтвет- 
ствии с равенством (1). Положим А, = Е [| Аь. Покажем, что группа 
А = ПА» обладает требуемыми свойствами. 


р 

Благодаря условию на матрицу М» имзем а; Е Ар. Отсюда следует, 
что а; Е А, группа А имеет рангг и Е — делимая оболочка группы А. 
Таким образом, включение /› ® А <= А? очевидно. В силу Ч» ® А = 
=Еи (р ® © А =.» ®А мы получаем также Ч» ® А = ЕП Ар = 
—= А». Покажем, что, последнее включение на самом деле — равенство. 
Элемент БЕЛ» запишем в виде В = р ‘и-1а, где (п, р) =ТиавеА. 
Если В > > 0, то6 ЕО» ® А, так как п- ео. Если К < 0, то ра СА, 
так как р па Аа для всех простых чисел д = ри р" а = пьЕАД,. 
Итак, БЕО» ® А, следовательно, О, ® А =А,. Для завершения 
доказательства теоремы 93.5 нам остается оказать включение Ар == 


т 
=, ®А. Элемент; сЕАь представим в виде с = 2 о;а;, гдер; 6 
5—1 


СК,. Пусть о; = р75; + в;, где $; — целое рациональное число, 
а о; — целое р-адическое число. Тогда с — р" № за; = У аа, Е 
ЕЛ, ® А = А*. Отсюда следует, что р]? У за, Е ААП Е = А, = 


|П 


/› ® А, и мы получаем СЕ, ® А. а 
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Пример. Пусть А — вполне разложимая группа конечного ранга г, 
А=А‚, Ф...ФА,, гдег (А;) = 1. В этом случае группа А* является прямой 
суммой Ар групп, изоморфных группе Кр, и ф = г — Ёр групп, изоморфных 
группе /. Здесь Ар — число тех А;, для которых рА; = А;. Пусть {а1,...,а,}, 
где а; Е А;, — максимальная независимая система. В соотношении (1) выберем 
в качестве каждого 9, некоторое а;, а каждого ш»„ — некоторое р-ва; [где 
е = йр (а;)]. В этом случае матрица Мр диагональна и ее ненулевыми элементами 


являются либо единицы, либо степени числа р. Г1о этим степеням можно опреде- 
лить типы групп А;. 


В заключение мы снова хотим подчеркнуть следующее: в том, что 
касается структурных вопросов, теория имеет невысокую практиче- 
скую ценность. Из этой теории не удается извлечь удобного способа, 
с помощью которого можно было бы решить, изоморфны ли две счет- 
ные группы без кручения. В действительности, даже для случая 
групп ранга 2 приведенные результаты не удовлетворительны. 


Упражнения 


1. Пусть А — группа конечного ранга и В, — ее р-базисная под- 
группа. Показать, что [, = г (В) и Е» = г (А/В,). 

2. Описать последовательности (4) матриц, которые соответствуют 
группам из $ 88. 

3. Пусть С — подгруппа счетной группы без кручения А. Тогда 
Ку (С) < Е, (А) для каждого простого числа р. Аналогичное нера- 
венство справедливо для [»,, если подгруппа С сервантна в группе Д. 

4. Группа А конечного ранга разлагается в нетривиальную прямую 
сумму групп в том и только в том случае, когда в соответствующем 
ей классе эквивалентности последовательностей матриц найдется 
последовательность {М.,..., Мь, ...} со следующим свойством: 
все матрицы №» с помощью одинаковых перестановок строк и столб- 
цов можно привести к виду 


ь №, © 
ао’, | 


где №, и Ё, — квадратные матрицы порядка т и г — т соответствен- 
но, причем 0 < т < ги эти порядки не зависят от р. 

5 (Курош [2]). (а) Пусть А — группа конечного ранга ги №» = 
=и— 1, [, =1 для некоторого простого числа р. Если группа А 
разлагается в прямую сумму групп, то в подходящем базисе матрица 
М, будет иметь вид, указанный в упр. 4. В любой матрице, эквива- 
лентной матрице М,, столбец из элементов В содержит не более чем 
г — т рационально независимых р-адических чисел. 

(6) Вывести из этого существование неразложимых групп без 
кручения произвольного конечного ранга. 

6. Кардинальные числа Ё› и [› инвариантны относительно квази- 
изоморфизмов. 

7 (Ротман [4]). Пусть А — группа без кручения конечного ранга п 
и 0=АсА<с...С А, = А — такая последовательность сер- 
вантных подгрупп группы А, что все факторы этой последователь- 
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ности имеют ранг 1. Тогда для каждого простого числа р число р-дели- 
мых факторов — инвариант группы А. 


8 (Чекереш [1]). Подполе поля К,, полученное присоединением 
к полю О чисел В;„ из последних [, столбцов матрицы М»,— инва- 
риант группы А. 
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Лось открыл замечательный класс групп без кручения. Это класс 
узких групп. 

Пусть Р обозначает прямое произведение счетного числа бесконеч- 
ных циклических групп, 


р П (е,), где о(е)= оо. 
п=1 


оо 


Положим $ = Ф (е»). Элементы х группы Р мы будем записывать 
1 


и — 


либо в виде бесконечномерных векторов х-== (164, ..., Юте, ...), где 
ео 


Е, ‘либо как формальные бесконечные суммы х= » Рле, где 


1=1 
К.Е Г. 

Группа без кручения С называется узкой, если при любом гомомор- 
физме п: Р—= С для почти всех л выполняется равенство 12, = 0. 
Из определения очевидным образом вытекают следующие утвержде- 
НИЯ: 


а) Подгруппы узких групп узкие. 

6) Группа @ рациональных чисел не является узкой. 

в) Группа Р не является узкой. 

г) Группа У» целых р-адических чисел не является узкой. Дей- 
ствительно, для свободной группы $ существует такой гомоморфизм 
ф: 5 —Уь, что фе, == 0 при всех я. Поскольку $ — сервантная под- 
группа группы Р, а Л» — сервантно инъективная группа, гомомор- 
физм ф можно продолжить до гомоморфизма п: Р — Д.. 

д) ‘Узкая группа не может содержать никакой подгруппы, изоморф- 
ной (9, Р или Тр». В частности, узкая группа не содержит никакой 
ненулевой алгебраически компактной группы [см. следствие 40.4]. 


В силу последнего замечания справэдлив следующий результат — 
частный случай теоремы 94.4. 


е) Пусть  — такой гомоморфизм группы Р в узкую группу (Ц, 
что 15 = 0. Тогда и = 0. Следовательно, любой эпиморфный образ 
гриппы Р в узкой группе Ц конечно порожден. 


Пусть 15 = 0. Тогда Пи является эпиморфным образом алгеб- 
раически компактной группы Р/$ [см. следствие 42.2]. Таким образом, 
[п в силу предложения 54.1 — копериодическая группа. По след- 
ствию 54.5 копериодическая группа без кручения алгебраически 
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компактна, ив силу пи 0( справедливо равенство Шп \ = 0. Поль- 
зуясь определением узкой группы, второе утверждение получаем 
как простое следствие первого. 


Полезным следствием из п. е) является 


ЛвммА 94.1. Произвольный гомоморфизм 1 из группы Р в некоторую 
узкую группу полностью определяется ограничением т |5. в 


Заметим, что благодаря лемме 94.1 для каждого гомоморфизма 
т: РЦ, где С — узкая группа, можно записать 


т (> Ее») ее > Е (Пе). 


В правой части этого равенства почти все слагаемые равны нулю. 
С помощью следующего результата можно построить довольно 
много узких групп. 


ПРЕдложеЕНИЕ 94.2 (Сонсяда [4]). Счетная группа [точнее, группа, 
мощность которой меньше мощности континуума] является узкой 
в том и только в том случае, когда она редуцированная. 


Необходимость условий очевидна. Докажем достаточность. 

Пусть С — редуцированная группа мощности т < 2 и\: Р— 
—- С — такой гомоморфизм, что для бесконечного числа номеров п 
имеет место условие це, == 0. Опуская те циклические группы (е„ ), 
для которых пе, = 0, мы можем считать, что це» == 0 для всех п. 

В силу редуцированности группы @ имеем Г] та = 0. Следова- 


т 
тельно, существует такая последовательность целых чисел | = 
=А<...<№ц<..., что 1 (®!е,) 6 Е, -Аа при п = 1, 2, 
Множество таких элементов (51, ..., би, ...)ЕР, что при каждом п 


либо 2, = 0, либо 0, =К,! е„, имеет мощность континуума. Значит, 
в этом множестве найдутся два различных элемента из Р, образы 
которых при гомоморфизме\ совпадают. Пустьа = (#1, ...,В,,...)— 
разность этих элементов. Тогда при каждом п либо И, = 0, либо 
й, = К !е, и, очевидно, ча = 0. Это невозможно. Действительно, 
пусть /1 — наименыпий индекс, для которого И = 0. Тогда чйи 6 
ЕКт.1С и в то же время 


Йт =та— 1 (0, ..., 0, Яша, ...)= 
— —1 (0, ва 0, Иа о .) е Киа С. в 
Следующий результат позволяет строить узкие группы произ- 
вольно больших мощностей. 
ТЕОРЕМА 94.3 (Фукс [16]). Прямые суммы узких групп узки. 
Пусть Ц; (ГЕ Г) — узкие группы и С = ® (,. Через л; обозна- 
{ЕТ 
чим Гю координатную проекцию @-» (;. Пусть дан гомоморфизм 
т: Р-> (С. Из п. е) следует, что лмР — конечно порожденные свобод- 
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ные подгруппы группы @. Кроме того, Пт = ® пмР. Группа Пт т 


конечно порожденная, иначе существовал бы эпиморфизм группы Р 
на свободную группу счетного ранга, что противоречит предложе- 
нию 94.2. Отсюда следует, что ли] = 0 для почти всех [Е [, им мож- 
но рассматривать как гомоморфизм группы Р в прямую сумму конеч- 
ного числа групп С;, скажем Ц, Ф... Ф О». Так как почти все эле- 
менты л\ме»,, ..., пище, (п =1,2,...) равны нулю, то ще, = 0 
для почти всех п. Итак, мы доказали, что С — узкая группа. а 


Из последней теоремы сразу следует, что подгруппы прямых сумм 
счетных редуцированных групп узки. 

Для множества индексов [ мощности х. обозначим через Рси $. 
прямое произведение и прямую сумму соответственно групп без кру- 
чения АД;, где [Е [. 

Напомним, что кардинальное число м называется измеримым, 
если множество Х мощности м допускает счетно аддитивную меру ц, 
принимающую лишь два значения 0 и | и такую, что 


и (Х) = 1, в (х) =0 для всех хЕХ. 


Из определения измеримости следует, что если кардинальное число неизме- 
римо, то и все кардинальные числа, меньшие, чем оно, также неизмеримы. Таким 
образом, если измеримые кардинальные числа вообще существуют, то среди них 
есть наименьшее и все большие его измеримы. Пока не известно, выводимо или 
нет существование измеримых кардинальных чисел из обычных аксиом теории 
множеств. Допустив существование сильно недостижимых кардинальных чисел, 
можно показать, что многие из них неизмеримы. [См. Куратовский К. и Мосто- 
вский А., Теория множеств, М., «Мир», 1970.] 


Следующая теорема является основным результатом 0б узких 
группах. 


ТЕОРЕМА 94.4 (Лось). Пусть дан гомоморфизм 1: Ре. —(, где 
Ч — узкая группа. Справедливы следующие утверждения: 

1) Равенство ТА; = О имеет место для почти всех 1. 

2) Если х. — неизмеримое кардинальное число и 15. = 0, то 


= 


Докажем пересе утверждение. Допустим, что для бесконечного 
множества индексов 1, скажем 1=й,..., й,..., выполняется 
ИА; 52 0. Выберем такие элементы е„ Е Аз, что це» => 0. Тогда огра- 


пичение гомоморфизма 1 на подгруппу Р’= | (е„) окажется таким 
—1 


гомоморфизмом группы Р’ в (, которого не " может быть. 

Второе утверждение также доказывается от противного, но гораздо 
более изошренным способом. Допустим, что 15. = 0 и существует 
такой элемент аЕ Р., что ца == 0. На подмножествах множества / 
следующим образом введем меру у со значениями в группе @. Для 
подмножества / множества / положим % (Г) = тах, где |-е координаты 
элемента ах совпадают с ]|-ми координатами элемента а при ГЕУ, 
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а остальные координаты элемента а; равны нулю. Для попарно непе- 
ресекающихся подмножеств /Л., ..., /„ множества [ имеем 


УИ 0 ани = 
= (аи... ал) =у(Л) +... (Л). 


Значит, мера у аддитивна. Покажем, что она счетно аддитивна [Т. е. 
©-аддитивна]. Пусть Л, ..., /ь, ... — счетное семейство попарно 
непересекающихся подмножеств множества /[, Лу — дополнение к объе- 


динению этого семейства в множестве [. Тогда Р, = П о ре 
=) 
подгруппа группы Р.. Мы заключаем, что почти все элементы чал, = 


—= \ (/») равны нулю, и в силу леммы 94.|1 должно выполняться равен- 
со 


ство па = > пал, Следовательно, мера у счетно аддитивна. 
А=0 


Рассмотрим все такие подмножества / множества [, что м (/'’) =0 
для всех подмножеств Л’ множества /. Эти подмножества / образуют 
счетно аддитивный идеал {1 в булевой алгебре В всех подмножеств 


множества /. Мера \ индуцирует счетно аддитивную меру % на фактор- 
алгебре В/Т со значениями в группе С. Пусть Г, — попарно непере- 
секающиеся элементы из ВЛ. Выберем подмножества 7; множеств 
/», для которых % (Л) -2 0, затем в множестве / выберем такие пред- 


ставители /;, множеств Ук, что Ур по- прежнему являются попарно 
непересекающимися. Как было показано выше, условие у (Л) = 0 
может выполняться Лишь для конечного множества индексов К. Дру- 
гими словами, В/1 — конечная булева алгебра. Она имеет, таким 


образом, лишь конечное число атомов. На этих атомах мера % при- 


нимает ненулевые значения. Из меры у получим двузначную меру в 
на алгебре ВЛ: отметим некоторый атом в алгебре ВЛ и положим 


и (Л) равным 1 или 0 в соответствии с тем, содержит или нет множе- 


ство / отмеченный атом. Мера в, очевидным образом дает меру и на 
алгебре В, т. е. множество индексов [ измеримо. Это противоречит 
нашим условиям, следовательно, второе утверждение доказано. щ 


Замечание. Отметим, что утверждение 2) — наилучший из возможных 
результатов в том смысле, что для измеримого кардинального числа Хо из условия 
1$с = 0 уже не следует \ = 0. Покажем это. га измеримого множества индек- 


сов / построим г эпиморфизм группы Р”’ == — 71 на группу 7, переводящий в Нуль 
подгруппу 5’ = @ А. Пусть и — счетно аддитивная двузначная мера на множе- 
стве /. Для каждого элемента а = (..., п;е;, ..) ЕР’ положим Х,) (а) = 
= (Е Г] п; = п}. Тогда Х» (а) — попарно непересекающиеся подмножества 
множества /, а их объединение совпадает с /. Отсюда следует, что в точности одно 
из них, скажем Х», (а), имеет меру [. Мы полагаем ца = т. Из свойств меры и 
сразу следует, что отображение 1] сохраняет сложение и 15’ = 


Последняя теорема имеет многочисленные следствия. Мы приведем 
здесь некоторые из них. 
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СледствиЕ 94.5. Пусть С — узкая группа и А; (ЕЕ Г) — группы без 
кручения, причем множество [ неизмеримо. Существует естественный 
изоморфизм 


Нот (][А,, С) = Ф Ном (А,, 0). 
ЕТ ЕТ 


Благодаря теореме 94.4 мы знаем, что любой гомоморфизм т: ДА; 
— С обязательно является гомоморфизмом А, Ф... ФА, >С для 
некоторого [зависящего от 1] конечного подмножества {1,..., п} 
множества /[. а 


СлЕдствиЕ 94.6 (Зиман [1]). Пусть Г — неизмеримое множество. 
Тогда существуют естественные изоморфизмы 


Нот (© 7, 2) = [] 2, 
461 481 

Нот (|2, 2) = Ф 2. 
ЕТ ЕТ 


Существование указанных изоморфизмов следует из теорем 43.1 
и 94.5 соответственно. в 


В заключение приведем результат, отражающий замечательную 
двойственность между прямыми произведениями и прямыми суммами 
бесконечных циклических групп. 


СледствиЕ 94.7. Пусть С; (ГЕ Г) — группы без кручения и множе- 
ство [ неизмеримо. Всякое узкое слагаемое группы П Ч; изоморфно 
{ЕТ 


некоторому слагаемому прямой суммы конечного числа групп (;. 
Пусть Н — узкое слагаемое группы @ = [ 4; = Н ФК. Тогда 
ЕТ 


по теореме 94.4 проекция л: @ — Н переводит в нуль почти все ком- 
поненты С;, а также прямое произведение этих компонент. Это произ- 
ведение содержится, таким образом, в группе К. Если мы профакто- 
ризуем по нему группу @, то получим Н Ф К’ = С. Ф... Ф +, 
для некоторой подгруппы К’ = К и некоторого конечного подмно- 
жества {1,... Ш} = Г. а 


Упражнения 


1 (Г. Э. Рейд [1]). Группа без кручения С узка в том и только в том 
случае, когда для любого гомоморфизма 1: Р — @ группа [тт 
является конечно порожденной. [Указание: конечно порожденные 
группы узки.] 

2. Показать, что группа С узка, когда сервантная подгруппа Н = 
<= (С, а также факторгруппа С/Н узки. 

3. Используя лишь редуцированные группы, построить классы 
групп аналогично построению классов Го в $ 86, упр. 13. Показать, 
что все группы в этих классах узки. 
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4 (Нунке [2]). Доказать, что группа /› неузкая. Для этого пока- 
зать, что соответствие 


р" 


1 


(Ре1, сажа тер, = .) => 


18 


является гомоморфизмом группы Р в группу Фр. 

5 (Иен). Пусть Р’— такая подгруппа группы Р, что Р’/$ — мак- 
симальная делимая подгруппа группы Р/5. Группа С узка в том 
и только в том случае, когда для каждого гомоморфизма тп: Р’-— 4 
для почти всех п выполняется равенство пе» = 0. [Указание: соответ- 
ствие (а, ..., а», ...) =>» (а, ..., Па», ...) является мономор- 
физмом группы Р в группу Р”.] 

6. Доказать, что следствие 94.5 [изоморфизм — естественный!] не 
имеет места, если группа С не является узкой. 

7. Доказать п. е) следующим образом. Выбрать некоторый элемент 
Х1 = (К1е1, ..., Кё, ...) ЕР, для которого лх. = 0. Показать, что 
гомоморфизм \ индуцирует запрещенный гомоморфизм из группы 
(„> в группу @, где х. = — Ве, —... -— В, чел. 

8 (Лось).| Пусть @; (ГЕ Г)— узкие группы, а множество Г[ неизме- 
римо. Тогда группа 0, не имеет истинных слагаемых, содержащих 
подгруппу Ф С;. [Указание: рассуждение то же, что и в доказательстве 
следствия 94.7.] 


9*. Пусть о — неизмеримое кардинальное число. Допустим, что 


х 
2 ° = мо.1. Установить существование хо.1-сервантных подгрупп, 


и 
Не являющихся хо-+2-Сервантными. [Указание: пусть Фра 2, где 
К 


К — идеал всех подмножеств мощности И < Ш=Мо+4; применить упр. 8.] 
10 (Корнер [2]). Пусть м, и — бесконечные кардинальные числа, 


п т 
для которых и < м < 2. Показать, что группа 2 обладает под- 
группой ранга и, не содержащейся ни в каком собственном слагаемом. 


11. (а) Пусть Р’ = 7", где шо зи — неизмеримое кардиналь- 
ное число. Показать, что каждое слагаемое группы Р” снова является 
прямым произведением бесконечных циклических групп. 

(6) В произвольном прямом разложении группы Р’ имеется лишь 
конечное число ненулевых слагаемых, и одно из них должно быть 
изоморфно группе Р’. [Указание: следствие 94.6.] 

12 (Рейд Г. Э. [1]). Рассмотреть класс групп вида Нот (А, 2), 
где множество элементов группы А неизмеримо. Показать, что 
этот класс замкнут относительно взятия прямых сумм и прямых 
произведений. 


13 (Рейд Г. Э. [1]). Пусть А = 7*/Ф 2, где К — идеал всех счет- 
К 


ных подмножеств множества мощности м*,. Показать, что группа А 
является м,!-свободной и удовлетворяет равенству Нот (А, 2) = 0. 
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14. (а) (Лось [1]) Прямое произведение счетных групп без кручения 
разлагается в прямую сумму счетных групп в том и только в том слу- 
чае, когда почти все компоненты делимы. [Указание: редуцированная 
часть должна быть узкой. ] 

(6) Прямое произведение бесконечного числа ненулевых групп без 
кручения не может быть вложено в прямую сумму счетных редуци- 
рованных групп без кручения. 

15 (Сонсяда [7]). Пусть р, 4 и г — такие же, как в упр. 10 $ 90. 
Показать, что если Х; = (р-°®х;, 9-®у;, г" (Ни) (1=1,2,...), 

со 


то всякое счетное слагаемое группы | Х; изоморфно некоторой конеч- 
1 


ной сумме ® Х;. [Указание: следствие 94.7 и упр. 10 из $ 90.] 


16 неа [7]). Пусть АФВ=СсСФЬ, где А, В, С, О — 
неразложимые группы рангов 1, 3, 2 и 2 соответственно. Допустим, 
что любое неразложимое слагаемое группы С ®... Ф С [с произволь- 
ным конечным числом слагаемых] изоморфно группе С, и то же верно 
для О. [Такой группой, например, является группа Х; из упр. 10 


$ 90.] При С; = Сир; =р положим б = Па® Фр: и Н= 


—=@ ФА. Показать, что каждая из групп С и Н и. некоторо- 
му слагаемому другой, но сами они не изоморфны. [Указание: запи- 
шем || С; Ф ФО; = П С; Ф ФР; ФА. Из того что группа Ф О; Ф 
ФА узкая, вывести, что для некоторого п имеет место равенство 


ФС; Ф ФР; =КФ ФО:ФА, 
+1 =! +=1 


где К — счетное прямое слагаемое группы || С:. Применить упр. 15 
к группе К и получить, что г(К) — четное натуральное число и КФ 
т 


п 

ФЕ ФА = ФС; ФФО;; здесь ранг г (Г.) четен, что дает проти- 
4=1 )=1 

воречие. | 
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Настоящий параграф посвящен интересной характеризации узких 
групп. В своей работе [2] Нунке обнаружил, что среди всех групп 
без кручения узкие группы и только они не содержат @, Р или Ур 
ни для какого простого числа р. Доказательство этого факта осно- 
вано на описании эпиморфных образов прямого произведения Р = 


со 


—=]] (е») бесконечных циклических групп <е» }. 
п—=1 
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чит 


Заметим следующее. Пусть х„ (п = 1, 2,...) — элементы груп- 
пы Р. Тогда бесконечная сумма 
х= > 5, (%Е 7) (1) 


имеет смысл в Р в том и только в том случае, когда для каждого нату- 

рального числа т у почти всех элементов $„х„ координата с номером т 

равна нулю. Если для каждого т у почти всех элементов х„ коорди- 

ната с номером т равна нулю, то сумма (1) имеет смысл при любом 

выборе коэффициентов 5$, Е 2. В последнем случае подгруппу Х, 
со 


состоящую из всех таких сумм, мы можем обозначить через |] (х»). 
4=1 
Будем говорить, что Х — произведение в группе Р. 


ЛЕммА 95.1. Пусть Х — произведение в группе Р. Существуют 
элементы а, ЕР и целые числа Е, (п=1, 2,...), для которых 


Р= Д (ап) и А= [ (пап), 
П==1 п=1 
где Ки |Юи:, если К, 5 0 при всех п, [> 1. 


Если Х — произведение конечного числа циклических групп, 
то в силу теоремы 19.2 и леммы 15.4 утверждение очевидно. Пусть Х — 
бесконечное произведение. Если у всех элементов из Х первая коор- 
дината равна нулю, положим а, = е, ик, == 0. Если это не так, пусть 
х = (Це, ..., Бе, ...} ЕХ — такой элемент, что среди всех эле- 
ментов из Х он обладает наименьшим наибольшим общим делителем 
[> 0 своих координат [. Тогда при некотором т имеем [ = (1, 


..., шт). В силу леммы 15.3 найдутся такие элементы е|, ..., ет 
ЕР, что (,)Ф...Ф т) = (1) Ф... Ф в), причем [е, = 
—= [е, +...- [.ет. Таким образом, в представлении х = (Це, 

., 1е,,...) [Где е, =е, при п > т] первая координата есть 4. 


Так же как в доказательстве леммы 15.4, мы получаем, что все коор- 

динаты (относительно новых элементов е„) элементов из Х делятся на 

число [. Положив а: = (е, 1.171е5, ..., Ш е,...) и Е = Ь полу- 

чим Р = (0) ФР’и Х = а) ФХ, где Х’ — произведение 
оо 


в группе Р’ = [ (е„). Выберем тем же способом элемент а, ЕР” 
п=2 

и число А. Е 7 для групп Р’и Х’. Бесконечно продолжая этот про- 

цесс, найдем требуемые элементы а, ЕР и числа К, Е 2. ш 


Из доказанного результата теперь легко получить описание эпи- 
морфных образов группы Р. 


Предложение 95.2 (Нунке [2]). Произвольный эпиморфный образ 


группы Р является прямой суммой копериодической группы и прямого 
произведения [не более чем счетного числа] бесконечных циклических 


групп. 
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Пусть К — подгруппа группы Р. Для каждого п выберем такой 
элемент 


Ап — (0, 55 0, Зп@п» Зпы@п» .. .) Е К, 


что $, делит Ё, для всех элементов а = (0, ..., 0, Ве, ле, ...)Е 
СК. Если В = 0 для всех таких элементов а Е К, то положим х»„ = 0. 


[*,®) 
Теперь мы можем построить Х = |] (х. > — произведение в группе Р, 
п—=1 


содержащее подгруппу К. Выберем элементы а„ ЕР и числа К, Е 2, 
как указано в лемме 95.1. Пусть Р, — прямое произведение групп 
(а» ), где п пробегает все значения, для которых А, == 0, аР, — произ- 
ведение остальных групп (а„). Тогда Р = Р, Ф Ро, причем Х = Р.. 
Остается доказать, что группа Р./К копериодическая. Из леммы 95.1 


видно, что Р./Х = ПД 7 (#,), следовательно, Р;/Х — алгебраически 
компактная группа. "Поскольку Ф (х„› = К, факторгруппа Х/К 


является копериодической как эпиморфный образ алгебраически ком- 
пактной группы [см. следствие 42.2 и предложение 54.1]. По п. Г) 
из $ 54 получаем, что Р./К — копериодическая группа. в 


Отсюда мы получим характеризацию узких групп, обещанную 
в начале параграфа. 


Теорема 95.3 (Нунке [2]). Группа без кручения узка в том и только 
в том случае, когда она не содержит никакой подгруппы, изоморфной 
одной из групп ©, Р или Ур, где р — произвольное простое число. 


Необходимость условий очевидна. Допустим, что никакая под- 
группа группы С не изоморфна ни одной из групп ©, Р или У». Пусть 
дан гомоморфизм 1: Р — С. В силу предложения 95.2 и следствия 54.5 
мы получаем, что Ип\ — прямая сумма алгебраически компактной 
группы без кручения и прямого произведения бесконечных цикли- 
ческих групп. Так как подгруппы, изоморфные (@ или /ь, отсутствуют, 
то первое слагаемое в этой сумме равно нулю [см. следствие 40.4]. 
А так как нет подгрупп, изоморфных Р, то Пт — свободная группа 
конечного ранга. Такая группа узка по предложению 94.2. Следова- 
тельно, равенство це, = О имеет место для почти всех п. в 


Достойно упоминания и такое следствие из предложения 95.2. 


СЛЕДСТВИЕ 95.4. Если группа без кручения А содержит такую узкую 
подгруппу (@, что А/С — редуцированная периодическая группа, то 
она сама является узкой группой. 


Пусть дан гомоморфизм п: Р — А, аф: А —> А/С — естественный 
эпиморфизм. Из предложения 95.2 следует, что п фи — копериоди- 
ческая группа. Если копериодическая группа является редуцированной 
периодической, то она ограничена [см. следствие 54.4]. Отсюда следует, 
что найдется такое целое число ий, что п является гомоморфизмом 
группы Р в группу @. Ввиду того что @ — узкая группа, мы сразу 
получаем наше утверждение. а 
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Упражнения 


1 (Нунке [4]). Каждая подгруппа группы Р, имеющая бесконечный 
ра изоморфна некоторой подгруппе, содержащей подгруппу $. 
2 (Нунке [4]). Введем в группе 7 дискретную топологию, а в груп- 

пе Р — соответствующую топологию произведения. 

(а) Каждый гомоморфизм Р -— 7 непрерывен. 

(6) Эндоморфизмы группы Р непрерывны. 

(в) Топология в группе Р не зависит от способа представления 
группы Р в виде прямого произведения бесконечных циклических 
Групп. 

3 (Рейд Г. Э. [1]. Показать, что в условии теоремы 93.5 ни одна из 
групп ©, Р, Гр не может быть опущена. [Указание: включение /› = Р 
невозможно, поскольку группа Р является х,-свободной. Следующим 
образом доказать, что не существует мономорфизма А: Р-— Л.: (1) по- 
казать, что для каждого п при почти всех А выполняется Ае» Е р”/ь; 
(2) выбрать такие последовательности А, < А. <... ип<п.<..., 


что А (т:ев,) — ры Е оч. › при подходящих т; Е 7; (3) найти целые 
числа [;, для которых А (У [те = 0.] 
4 (Шпекер [1]). Элемент а = У тье, ЕР назовем монотонным, 


если О<т<...<т‚, <... . Будем говорить, что подгруппа 
Т = Р монотонна, если (1) У тье» ЕТ влечет за собой У! пьеь ЕТ, 
где п: = шах (1, | пи |, ..., | Мь |) и (2) если У пе ЕТ и 09< 


< т, < п, при всех К, то У тьек Е Г. 
(а) Показать, что для рационального числа г > 0 множество всех 


элементов а = У Пкек, где |п; | < 5’ при некоторой константе 
$ > 0, зависящей от а, является монотонной подгруппой Т, группы Р. 


(6) Всякая монотонная подгруппа содержит элемент а = »} тье,, 
где ея >0и т, | ть для всех Р. 
5 (РейдГ.Э. [1]). Произвольная монотонная собственная подгруппа Т 


группы Р является узкой. [Указание: выбрать элемент а = »! тие, & Т 


и найти такой элемент Ь = У "ие, ЕР, где {т; } — подпоследова- 
тельность последовательности {ть}, что его образ лежит вне Т. 

6 (Фукс [27]). (а) Монотонная подгруппа Т группы Р, отличная 
от подгруппы Ту [элементов, координаты которых ограничены в сово- 
купности], удовлетворяет следующему условию. Если @ — узкая 


группа мощности м т < 2%, то каждый гомоморфизм ч: Т -—> С пере- 
водит в нуль почти все элементы ек. [Указание: то же рассуждение, что 
и в доказательстве предложения 94.2.] 

(6)* Всякий такой гомоморфизм \ полностью определяется огра- 
ничением т |5. 

7 (Шпекер [1]). Произвольная монотонная подгруппа Т, отличная 
от подгруппы То, содержит подгруппу мощности х,, не являющуюся 
свободной. [Указание: рассмотреть сервантную подгруппу, порожден- 


ную элементами е» и некоторым элементом У тье» Е Т, где ть | Ть.] 
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8. (а) (Фукс [27]). Пусть Т,, Т. — монотонные подгруппы груп- 
пы Р их: Т,—Т. — такой гомоморфизм, что $ = Ипух. Тогда 
Г, = Т.. 

(6) (Шпекер [1]). Две монотонные подгруппы группы Р изоморфны 
в том и ТОЛЬКО ТОМ случае, когда они совпадают. 

9* (Шпекер [1]). Семейство неизоморфных монотонных подгрупп 


группы Р имеет мощность 2, где с = 2% | Указание: найти множе- 
ство мощности континуума таких элементов группы Р, что ни один 
из них не содержится в монотонной подгруппе, порожденной осталь- 
ными элементами из этого множеств и.] 

10 (Чейз [4]). Пусть С — такая счетная сервантная подгруппа 
группы Р, что $ <= С. Пусть, кроме того, Х — произвольная счетная 
группа без кручения. Существует такая сервантная подгруппа А 
группы Р, что С = А и А/С = Х. [Указание: Р/С — алгебраически 
компактная группа без кручения той же структуры, что и группа Р/$ 
[см. упр. 7 из 5 42], следовательно, группа Х может быть вложена 
в группу Р как сервантная подгруппа.] 

11 (Чейз [4]). Пусть Хх (6 < ®,) — счетные группы без кручения. 
Существует возрастающая цепочка свободных сервантных подгрупп 
Ас (с < ®1) группы Р со следующими свойствами: 


— 


’ 

(2) А =ЧА., если о — предельное порядковое число; 

р<о 

(3) Ас-1/А‹ = Хо при всех о < в.. 

12 (Гриффит [10]). (а) Пусть А — группа мощности х., являю- 
щаяся прямой суммой счетных групп С;. Пусть А к тому же является 
объединением вполне упорядоченной возрастающей цепочки счетных 
групп А (с < ®:), для которой выполняется условие (2) из упр. 11. 
Тогда для каждого счетного порядкового числа р найдется такое пре- 
дельное порядковое число в > 0, что Ас служит прямым слагаемым 
для А. [Указание: показать, что искомое А является прямой суммой 
некоторого подмножества групп из множества {С;}.] 

(6) Используя идею упр. 11, построить группу без кручения, кото- 
рая не была бы свободной, но была бы объединением возрастающей 
цепочки счетных свободных сервантных подгрупп. 
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Под векторной группой мы будем подразумевать прямое произве- 
дение групп без кручения ранга 1, т. е. группу 


ЕТ 
где Ю; — рациональные группы. Этот параграф посвящен некоторым 


вопросам, касающимся векторных групп. 


Началом наших рассмотрений послужит следующая лемма. 
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Лемма 96.1. Если существует нетривиальный гомоморфизм 
векторной группы У = | Ю; в векторную группу = П э) то 
{ЕТ ЕЛ 


1 (Ю;) <{($;) для некоторых 1ЕГ и 1Е.. 


Если т =2 0, то для некоторого | Е Л композиция гомоморфизмов 
у "-—5; не равна нулю. Следовательно, без потери общности, 
мы можем считать, что И = © — рациональная группа. Если © == ©, 
то доказывать нечего. Пусть $ — узкая группа. Выберем такой эле- 
мент оЕ\У, что то — ненулевой элемент из $. Запишем о = (... 


... бр ...), ГДед; Е Ю,, и соберем в одно слагаемое те Ю;, для кото- 
рых совпадают характеристики ХФ (°;). Пусть Т»= | Ю;. Мы 
%(%;)=Х 


получаем У = ПТ», где Хх пробегает все характеристики Хх > (9). 


[Координате О мы приписываем характеристику (<, ..., ©, ...).] 
Слагаемых Т» в последнем произведении не больше, чем континуум. 
Следовательно, по теореме 94.4 существует конечный набор ху, 

Хк, Для которого образы МТ,,, ..., МТ», не равны нулю, но 


1 (^т,) —= 0 [штрих означает, что Х=Е%.,..., Х»|. Представим 
элемент о в виде и = (..., 9%, ...), где их Е Т». Тогда получим 
равенство то = то, -...- %х,. Гак как "у == 0, то хотя бы одно 
из слагаемых также не равно нулю. Пусть пох, = 0. Из неравенства 
Х (10у.) >Х (%,,) = Х, Мы заключаем, что тип группы © не меньше 
типа, соответствующего характеристике х.. Последний является типом 
любой группы А; из произведения Т».. 


Следующий результат не так очевиден, как кажется на первый 
ВЗГЛЯД. 


ПрРЕдложЕНИЕ 96.2 (Мишина [4]). Произвольное прямое слагаемое 
ранга 1 векторной группы У = | Ю; изоморфно одной из групп КЮ;. 
{ЕТ 


Соберем группы Ю; одного и того же типа { и обозначим их произ- 
ведение через У, = || Ю,. Тогда У = [| Уь и ненулевых групп 
(В.)=% $ 
1 


У, в этом произведении не больше, чем континуум. Пусть У = А ® С, 
где А — группа ранга 1. Тогда для проекции #: У > А найдется 
не более чем конечное число ненулевых образов У, а ЗУ, 
а произведение остальных групп У+ гомоморфизм = переводит в нуль. 
Следовательно, это произведение содержится в подгруппе С и мы 
получаем У. Ф... Ф У = А ФС для некоторой подгруппы С’ = 
= С. В силу леммы 96.1 неравенство 1 (4) > 6 имеет место при всех 
1=1,..., ®. Но максимальный тип элементов из группы У, равен +... 

ОА НО тип группы А не может быть строго больше, ` чем каж- 
дый из типов #1, ..., &.. в 
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Теперь мы установим единственность представления векторной 
группы в виде произведения рациональных групп. 


ТЕОРЕМА 96.3 (Сонсяда [5]). Если 
у= НУ = ПУ, 


где У; и У, — прямые произведения групп ранга | и типа +, а Е про- 
бегает различные типы, то У, = №, для каждого типа +. 


Пусть У, = П Ю;, где Ю; — группы ранга 1 фиксированного 
ЕТ 
типа +. Если к томи же У, = [| 5;, где г (5;) = 1, то все группы $; 
ЕЛ 


имеют тип 1. Более того, при одном из следующих условии: 

1. справедлива обобщенная гипотеза континуума; 

2. группа У, не является делимой, а множество Г неизмеримо, 
выполняется равенство |[Г|= ||. 


Пусть ли: И И, ир+: И — №, — координатные проекции. В си- 
лу леммы 96.1 всякий гомоморфизм группы И+ в группу №., где $. 
не больше и не равно +, тривиален. Таким образом, У, = | М: - 

$>% 
Элемент % Е У», запишем в виде и, = и, | и, где чЕ\ь и Е 
Е [ \.. Снова по лемме 96.1 для последней группы не существует 
$>% 
нетривиального гомоморфизма ни в группу У+, ни в группу №. Сле- 
довательно, ли = 0 = рум. Отсюда получаем 9% = ль = ли 
И \% = рим, = 0+0. Таким образом, композиция гомоморфизмов 


Р+ м 
у, —> У, —> у, 


есть тождественное отображение группы У+. В силу симметрии сразу 
получаем изоморфизм И\ = М.. 
По предложению 96.2 каждая группа $5; имеет тип +. Если мно- 


жество /[ конечно, то | [| = г (Уз) = | 7 |. Допустим, что Г — беско- 

нечное множество. Тогда, если выполняется условие |, из равен- 
1 | 

ства 2111 = ИУ = | следует равенство |[| = |/|. Если выпол- 


няется условие 2, то учитывая, что рациональная группа Ю типа 1 
узкая, мы получаем 


Ношщ (У,, Р) = Ф Нот (Ю;, Ю) = ой (5, Ю) 
Е } 


в силу следствия 94.5. Прямые суммы в этом равенстве имеют ранги 


т 
Ги |У | соответственно. [Заметим, что равенство 2"! = 2171 вле- 
чет за собой неизмеримость множества / при неизмеримом множе- 
стве /[.] в 


Мы переходим к задаче отыскания условий, при которых векторные 
группы сепарабельны. Сначала докажем две вспомогательные леммы; 
полный ответ будет дан в теореме 96.6. 
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ЛЕеммА 96.4. Пусть У = [ ®; — векторная группа, в которой все 
41 
Ю; — рациональные группы одного и того же типа 1. Следующие усло- 
вия эквивалентны: 


а) группа У сепарабельна; 
6) группа У однородна; 
в) мип ф идемпотентен. 


Если У — сепарабельная группа и О-о У, то элемент и содер- 
жится в некотором вполне разложимом прямом слагаемом группы У. 
Рациональные составляющие этого слагаемого должны все иметь 
тип { в силу предложения 96.2. Итак, а) влечет за собой 6). 

Пусть теперь выполняется условие 6). Допустим, что для типа 


1 — (^,,..., Ал, ...) неравенства 0 < А, < с имеют место при 
‘бесконечном числе номеров п! < п. <... . Тогда группа У содер- 
жит элемент о = (..., 9; ...) (%; Е Ю, где р», 1 о:, при различных 
индексах п, .... 1, ...Е Г. Мы получаем $ (5) < +, что противоречит 
условию 6). 


Пусть, наконец, тип { идемпотентен. Тогда произвольный элемент 
< ЕТУ делится на любые степени тех простых чисел, для которых на 
соответствующих им местах в типе # стоит со. Следовательно, И ({) = 
= У, и в силу предложения 87.4 мы сразу получаем условие а). а 


ЛеммА 96.5. Пусть У = В Ю;, где Ю; — рациональные группы раз- 
{ЕТ 


личных типов $. Если группа У сепарабельна, то 

1) множество типов {ет идовлетворяет условию минималь- 
ности; 

2) в множестве типов {Е}ет нет ни одного бесконечного подмно- 
жества несравнимых типов. 

Обратно, если выполняются условия 1) и 2), а типы 4 идемпо- 
пентны, то группа У сепарабельна. 


Пусть дана убывающая цепочка 42...22... и И = 


= [ ю„, где 1(Ю,) = %. Выберем некоторый элемент и = 
П-=1 


=(..., Ш, ...) Е №, где, ЕВ, иш, Е 0 при всех п. Если группа У 

<сепарабельна, то и группа № сепарабельна [см. теорему 87.5]. Таким 
образом, элемент & принадлежит некоторому вполне разложимому 
прямому слагаемому группы И, имеющему конечный ранг. В силу 
предложения 96.2 типы рациональных составляющих этого слагаемого 
должны находиться среди типов ф,. Следовательно, # (и) = ®„ при 
некотором 71. Так как, кроме того, + (&) < +, для всех п, то условие 1) 
выполняется. 


Пусть #, ...,®, ... — несравнимые типы и элемент ФЕ М = 
со 

= [| Ю,, где +(Ю,) =%,, имеет ненулевую координату в каждом 
п=1 


из Во. Тогда Е №’, где У =\’'’ Ф У" и’ — прямая сумма рацио- 
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нальных групп, имеющих типы, скажем, %, ..., . Гак как Ю, — 
вполне характеристические подгруппы группы М, то И’ — вполне 
характеристическая подгруппа группы Й и Ю = \” при п> м. 
Мы получаем противоречие с тем, что л-я проекция У — Ю,‚ переводит 
элемент & Е №’ в ненулевую п-ю координату этого элемента. 

Пусть типы {; идемпотентны и выполняются условия 1) и 2). Чтобы 
доказать сепарабельность группы У, достаточно убедиться в том, что 
для каждого ненулевого элемента о Е У существует вполне разложи- 
мое прямое слагаемое группы У, которое имеет конечный ранг, содержит 
элемент о и обладает дополнением, являющимся прямым произведе- 
нием почти всех групп Ю;. Запишем о = (..., 9; ...), гдеч; Е Ю;. 
В силу леммы 96.4 прямое произведение изоморфных групп ранга 1 
идемпотентного типа сепарабельно. Следовательно, ради простоты 
рассмотрений, мы можем считать, что типы координат о; 52 0 различ- 
ны. Заметим, что среди типов # (9;), где о; == 0, существуют минималь- 
ные типы, причем их конечное число, скажем, 4, ..., №. Мы полу- 
чаем, таким образом, разложение У = У, Ф... Ф И,, в котором каж- 
дое И», есть прямое произведение некоторого подсемейства групп А; 
и о=о --...- 0, где каждое о® Е У, обладает ровно одним 
минимальным типом среди типов своих координат. Мы можем, оче- 
видно, свести задачу к аналогичной задаче для элемента №. Дру- 
гими словами, мы можем без потери общности считать, что для эле- 
мента оС У имеется ровно один минимальный тип среди типов # (9;); 
пусть это будет # (95). Запишем о; = п;а;, где п; ЕР. и для каждого 
простого числа р либо Я» (а:) = 0, либо Ир (а;) = со. Если | Пу | = 1, 
то подгруппу (%),„ в прямом разложении группы [ Ю; можно заме- 
нить на подгруппу (о).. Если | по | >> 1, то с помощью рассуждений, 
аналогичных началу доказательства теоремы 19.2, мы получим тре- 
буемое утверждение, и сепарабельность группы У будет доказана. в 


Теперь мы в состоянии описать сепарабельные векторные группы. 


Теорема 96.6 (Мишина [5], Круль [1]). Векторная группа У = 
— ЦА: [где Ю; — рациональные группы типов %;| сепарабельна в том 
16 


и только в том случае, когда выполняются условия 1) и 2) из леммы 96.5 
и, кроме того, условие 
3) семейство групп Ю;, где 1; — неидемпотентный тип, конечно. 


Допустим, что группа У сепарабельна, но условие 3) не выпол- 
няется. Прежде всего покажем, что не существует бесконечной цепоч- 
ки $ <...<6 <... ., где типы % = *(Ю,) неидемпотентны. Дей- 
ствительно, в противном случае существуют последовательность 
О<т<...<т. <... целых чисел и элементы 9,6 Ю‚,, для 
которых ри! 0, а при & > элемент 9, делится на число рт», 


но не на все его степени. Тогда для элемента и = (и, ..., и, ...) Е 


со 
С | Ю„ выполняется неравенство {+ (9) < &. Очевидно, ни при каком п 
п=1 
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элемент о не может лежать в прямой сумме рациональных групп типов 
оо 


+, ... Ъ. Следовательно, группа || Ю, не является сепарабельной, 
п==1 


и мы пришли к противоречию. Итак, неидемпотентные типы +; должны 
удовлетворять условию максимальности. Частично упорядоченное 
множество, удовлетворяющее как условию минимальности, так и усло- 
вию максимальности, а также не содержащее бесконечного множества 
несравнимых элементов, должно быть конечным. Таким образом, усло- 
вие 3) выполняется. 

Докажем достаточность. Допустим, что выполняются условия 


1) — 3), и запишем У=^,®... ФА,®[] Ю;‚, где множество Г 
ЕТ’ 


содержит только те индексы 1, для которых тип ф (Ю;) идемпотентен. 
В силу леммы 96.5 группа Д Ю; сепарабельна, следовательно, груп- 
СЕТ’. 


па У также сепарабельна. в 
Упражнения 


1. С помощью следствия 94.5 доказать лемму 96.1 для неизмери- 
мого множества индексов. 

2. Показать, что для неизмеримого множества индексов [ пред- 
ложение 96.2 сразу вытекает из следствия 94.7. 

3 (Мишина [1], Лось [1]). Векторная группа вполне разложима тог- 
да и только тогда, когда почти все ее компоненты изоморфны группе @. 


4 (Мишина [4]). Пусть У= П Ю; — векторная группа, где мно- 
(ЕТ 


жество индексов / неизмеримо. Показать, что любое узкое слагаемое 
группы У изоморфно прямой сумме конечного числа некоторых групп 
Ю;. [Указание: следствие 94.7 и теорема 86.7.] 
5. Для рациональной группы АЮ 2= О и неизмеримого множества 
индексов /[ группа Ю7 Ф Ф К не может быть векторной группой, если 
т 


только множество [ не конечно. 
6. Пусть А — неделимая рациональная группа идемпотентного 
типа и м — неизмеримое кардинальное число. Существуют такие 


группы А ранга 2№, что 
Нот (А, Ю) = А. 


7. Никакая редуцированная векторная группа не содержит копе- 
риодических подгрупп, отличных от нуля. [Указание: эпиморфные 
образы группы У, являющиеся группами без кручения и имеющие 
ранг |, делимы. | 


8. Пусть + — идемпотентный тип и У= [| Ю;, где В; — рацис- 
нальные группы типа +. Следующим образом доказать сепарабель- 
ность группы У: на группах Ю; ввести структуру кольца К с единицей 
и затем провести рассуждения для Р-модулей, аналогичные доказа- 
тельству теоремы 19.2. [Заметим, что кольшо В будет кольцом главных 
идеалов: см. теорему 121.1.] 
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9 (Бьюмонт [5]). Пусть Ю; (ГЕ Г) — рациональные группы одного 
и того же типа фи ® — максимальный идемпотентный тип, для кото- 
рого выполняется ® = ф [т. е. ® ={: #. Показать, что если множе- 


ство [ бесконечно, то группа П Ю; содержит элементы любого типа $, 
удовлетворяющего неравенствам ® < $ = +. 

10 (Бальцежик, Бялиницкий-Бируля и Лось [1]). Пусть Ю; ЕЕ Г) — 
семейство редуцированных групп ранга 1, где множество / неизме- 
римо. Допустим, что для любых 1, | Е Глибо Ю; == Ю,, либо для типа 
+= 1 (Ю; : Е (ЮР) неравенство + < + (Ю;) не имеет места. Доказать, что 


(а) Нош ([®,, №; = ФА, где #(Ю?) = (А; :(К,; 
(6) Нот (Ф А, [В,;) = [Ю;; 


(в) каждое слагаемое группы ЦЮ; изоморфно прямому произве- 
$ 


дению некоторого подсемейства групп Л;. 
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Среди векторных групп представляют особый интерес прямые 
произведения изоморфных рациональных групп. Настоящий пара- 
граф посвящен рассмотрению некоторых подгрупп таких векторных 
групп. На самом деле приводимые результаты можно сформулировать 
в более общем виде — для прямых произведений групп, изоморфных 
произвольной группе А. Наиболее важен случай А = 1, к которому 
общий случай сводится без труда. 

Пусть А — произвольная группа и [ — произвольное бесконечное 
множество индексов. Множество всех таких функций |: [> А, что 
[ принимает лишь конечное число различных значений в А, очевидно, 


является абелевой группой А, а именно некоторой подгруппой декар- 


ь 1 — 
товой степени А’ группы А. Легко видеть, что каждая функция [ Е А 
может быть единственным образом представлена в каноническом виде 


где а, ... а, — ненулевые элементы группы А, подмножества 
Х1, ..., Хв множества /Г попарно не пересекаются, а функции Йх 
являются характеристическими функциями подмножеств Х = [: 


, в если ТЕХ; 
Е 0, если [6Х. 


Подгруппа $ группы А называется группой Шпекера (над А), 
если {Е 3 влечет за собой Айх,, ..., Айх, =, т.е. айх., ... 


..› айх, Е 5 для всех а А. Здесь функция | представлена в виде (1). 
Очевидно, всякая группа Шпекера порождается своими подгруппами 
вида Айх для некоторых Х == Г[. 
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Основная наша задача — описать структуру групп Шпекера. 
Будем говорить, что подгруппа Ё группы А обладает характеристиче- 
ским А-базисом, если 

[= Ф Ай,, 
ЕТ 
где й; — некоторые характеристические функции. Основной резуль- 
тат заключается в том, что группа Шпекера над группой А обладает 
характеристическим А-базисом. 

Прежде всего мы это докажем для случая А = #. Следующая лемма 

дает некоторые полезные свойства групп Шпекера над 1. Заметим, что 


1 
Г, а значит, и ( имеют структуру кольца. 


ЛеммА 97.1. Для подгруппы $ группы # = 7 следующие условия 
эквивалентны: 

1) $ — группа Шпекера; 

2) ТЕ влечет за собой Их Е 3, где Х — носитель функции Ё 


3) подгруппа $ сервантна в группе 2 и является подкольцом коль- 
ца 7. 


Так как Их =йх +... - йх,, то условие 1[), очевидно, влечет 
за собой условие 2). Докажем обратное с помощью индукции по #. 
При К = 1 доказывать нечего. Пусть # >| и выполняется условие 2). 
Тогда 

р — пьйх = (п. — п») Им. +... (пы — п») Йх,_,- 


По предложению индукции йх, р ПХ, | Е 5, откуда п‚Йх, Е, 
значит, йх, Е 5. Таким образом, условие 1) выполняется. 


Пусть выполняется условие 1). Сервантность подгруппы $ оче- 
видна. Условие 3) будет выполнено, если мы покажем, что Йх, Пу $ 
влечет за собой Йхйу Е $. Последнее легко получить из того, что 
йхНу = Йхпу, а элемент йх + РуЕ о представим в каноническом 
виде Иду + 2йхру, где Ш = (ХУ) 0 (У\Х). Обратно, пусть 
выполняется условие 3). Функцию [Е $ представим в виде (1). Если 
Е = 1, то йх, Е о благодаря сервантности подгруппы $. Пусть А >> 1. 
Функция 


Р— пьй = (п? — пки) Иж... - + (12, — пьль-) Их, 


имеет канонический вид длины [< Е — 1, следовательно, й! = 
= Их, 0)... 0Х,_, Е 5$ по предположению индукции. Аналогично, й. = 


= Йх,)..их, 65. Итак, Их = + И. — йй. 65, и условие 2) вы- 
полняется. а 


Как видно из доказанной леммы, подгруппы Шпекера группы 2 
являются кольцами, порожденными идемпотентами йх. Перед тем, 
как сформулировать основную теорему 97.3, докажем в общем виде 
вспомогательный результат о коммутативных кольцах, порожденных 
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идемпотентами. Пусть В — коммутативное и ассоциативное кольцо» 
с 1. Допустим, что В порождается как кольцо некоторым множе- 
ством ЕЁ идемпотентов, а аддитивная группа В+ кольца В — группа 
без кручения. Пусть Е* — множество всех конечных произведений 
элементов из Ё. Тогда элементы из Е* снова являются идемпотентами 
[пустое произведение равно 1] и каждый элемент я Е В, очевидно, 


т 
представим в виде © = о п:е;, гей; ЕД, & Е Е*. Более того, эле- 


$—= 
менты #1, ..., 8 ИЗ этого представления можно выбрать таким обра- 
зом, чтобы они образовывали множество ортогональных идемпотентов. 
Действительно, для данного множества 11, ..., Ик идемпотентов 


) 


или {= 1, являются попарно ортогональными идемпотентами. Здесь 
0) __ (1) ЕЕ 
17’ =1— ри 17 =1;. Поскольку п; = х 84...44. 4к ДЛЯ 
каждого |, элемент а является линейной комбинацией таких #;. Далее, 
если п; = п, заменим элемент п;8; | п;#; на элемент й;8, где & = 
—= 8; - &; — идемпотент, ортогональный ко всем в; при 1521, ]. 
т 


(11) (8) Е 
кольца В всевозможные элементы 4..4, = 1 ИВ где п = 0 


В итоге получим представление @& —= п;&; с попарно ортогональными 
1 


{= 
идемпотентами &; Е Е* и различными и; Е Г. Такое представление 
элемента я, очевидно, единственно. Ввиду отсутствия кручения усло- 


вие а Е и имеет место в точности тогда, когда п | п; при всех {. 


ЛЕММА 97.2 (Бергман). Пусть В — коммутативное кольцо с еди- 
ницей 1 и его аддитивная группа Вт — группа без кручения. Если 
К порождается как кольцо множеством Е идемпотентов, то В* 
является свободной абелевой группой, базис которой состоит из конеч- 
ных произведений элементов из Е. 


Каким-либо образом вполне упорядочим множество Е, скажем 
5, ...› 80, ... (0 < 7). Множество Е* всех конечных произведений 
80... 80, (Т > 01 >...>> 0%) элементов из Е упорядочим лекси- 
кографически, читая слева направо. Пустое произведение равно 1 
и является минимальным элементом при таком упорядочении. Мы 
утверждаем, что элементы из Е*, не являющиеся линейными комбина- 
циями меньших в этом порядке элементов из Е*, образуют свободный 
базис группы В*. 

Если т = 0, то множество Е пусто, и, значит, В = 2, или В = 0. 
Проведем индукцию. Пусть т >> 0, и пусть указанное правило дает 
базис для каждого кольца, множество идемпотентов которого вполне 
упорядочено и подобно множеству порядковых чисел, меньших о, 
где о < т. 

Пусть т — предельное порядковое число. Кольцо В в этом слу- 
чае можно представить в виде объединения возрастающей цепочки 
подколец В. (0 < т) кольца №, где каждое В. порождается эле- 
ментами #› Е Е по всем о < о. Тогда правило выбора базиса, сфор- 
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мулированное выше, очевидно, приведет к получению базиса для 
группы В*: 

Пусть т = о + 1иВ. — подкольцо кольца В, порожденное всеми 
элементами &. Е Ё, где в < р. Предположение индукции, безусловно, 
применимо к подкольцу Во. Мы хотим показать, что базис группы В+ 
можно расширить указанным образом до базиса группы В*. Запишем 
&р = #. Идеал В, = #8, очевидно, можно рассматривать как кольцо 
с единицей в. При ЭТОМ #85, ..., 88, ... (@< р) — множество 
идемпотентных образующих кольца &®.. С помощью представления 
элементов © 6 К, о котором шла речь выше, легко получить, что как 
Ко, так и =К, — сервантные подгруппы в В*. Отсюда следует, 
что В. [|] &Ко — сервантный идеал кольца #В.. Таким образом, адди- 


тивная группа кольца В = В /(ВоП Ко) — группа без кручения, 
значит, к кольцу К применимо предположение индукции. Следова- 


тельно, те произведения смежных классов, содержащих 8&° (0 < о), 
которые не являются линейными комбинациями меньших относительно 


лексикографического порядка произведений в колье ВЮ, образуют 


базис группы (Ю)+. Возвращаясь к рассмотрению кольца #В., мы 
замечаем, что произведения соответствующих представителей 88° 
являются в точности теми элементами множества Е*, для которых 
& = &, и которые не могут быть линейными комбинациями меньших 
относительно лексикографического порядка произведений. Очевидно, 
базис группы Ву вместе с этими элементами из Е* образует базис 
группы В*. а . 


Теперь мы можем доказать основную теорему о группах Шпекера 
над 2.. Весьма частный случай этой теоремы был доказан Шпекером 
в его работе [1]. 


ТЕОРЕМА 97.3 (Нёбелинг [1]). Пусть $ и Т — группы Шпекера над 2, 
причем э СТ. Тогда существует свободная подгруппа Е группы Т, 
обладающая характеристическим базисом и такая, что Т =5$ ФЕ. 


Не теряя общности, можно считать, что ИГ Е 5. Действительно, 
допустим, что в случае й; Е 5 теорема доказана. Если функция И; 
не лежит в группе $, ной; Е Т, то применим теорему к группам Шпе- 
кера 5 @ (Й1) иТ и отсюда сразу же получим требуемый результат 
для групп $ и Т. Если й; ЕТ, то, применяя теорему к группам $ Ф 
Ф #;)иТ Ф (1, ), получим Т Ф (й;) = $ Ф (1)) Ф Рдля некоторой 
свободной группы Р = @® \й;). Легко видеть, что для каждого Й; 
либо Й; ЕТ, либо йЙ;, —И, ЕТ. Таким образом, Т = 5 ФР, где РЁ’ 
свободно порождается элементами й;, а каждый Й; совпадает либо 
сй, либо с й; —Й; в зависимости от того, который из них принад- 
лежит группе Т. 

В силу леммы 97.1 группы $ и Т можно рассматривать как кольца, 
порожденные идемпотентами, причем аддитивные группы этих колец — 
группы без кручения. Как мы только что показали, можно также 
считать, что это кольца с единицей. Итак, применима лемма 97.2. 
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На колье Т введем полное упорядочение, при котором идемпотентные 
образующие из 5 предшествуют идемпотентным образующим из Т\\5. 
Теперь наше утверждение легко следует из предложения 97.2. в 


СЛЕДСТВИЕ 97.4. Группа Шпекера над бесконечной циклической 
группой свободна и обладает характеристическим базисом. 


Теперь мы без труда получим следующее обобщение теоремы 97.3. 


Следствие 97.5 (Кауп и Кин [1]). Пусть $ и Т — группы Шпекера 
над произвольной группой А, причем $ < Т. Тогда группа Т содержит 


подгруппу ЁР, обладающую характеристическим А-базисом и такую, 
что Т=5 ФР. 


Если А — циклическая группа порядка 2, то все подгруппы груп- 


пы А" являются как группами Шпекера, так и векторными простран- 
ствами над простым полем характеристики 2. В этом случае утвержде- 
ние тривиально. 

Итак, считаем, что | А | >> 2. Пусть Айх, Айу = $ для некоторых 


подмножеств Х, У = /[. Выберем два различных ненулевых элемента 
а, БЕА. Имеем 


айх -- Бйу = айхху - (@--Ь) Ахлу -- БЙухх, 
отсюда непосредственно следуют включения Айх\у, АйЙхпу, 


Айух = 5. Ввиду леммы 97.1 подгруппа 5’ группы 77, порожденная 
теми функциями йх, для которых Айх = 9, является группой Шпе- 
кера над 7. Учитывая, что группы Шпекера над 2 свободны, мы полу- 
чаем $ = А ® $5’ с помощью стандартных рассуждений. Аналогично, 
Т = АТ, где Т’— группа Шпекера над 7. Пусть Е’ — такая 
свободная группа с характеристическим базисом, что Т’=5' ФР. 
Тогда для группы Е = А ® Г’ имеет место равенство Т = $5 Ф Ё. а 


СледствиЕ 97.6. Группы Шпекера над произвольной группой А 
обладают характеристическим А-базисом и, в частности, являются 
прямыми суммами групп, изоморфных А. а 


Следующий частный случай имеет большое значение. Пусть [ — 
топологическое пространство и группа $ состоит из всех непрерывных 
конечнозначных функций |: [— А [на группе А может быть задана 
произвольная хаусдорфова топология]. Представляя функцию | в ка- 
ноническом виде (1), получаем, что все множества Х; как открыты, 
так и замкнуты. Следовательно, вместе с функцией ] в группе $ содер- 
жатся группы Айх,. Другими словами, 5 — группа Шпекера. Итак, 
имеет место 


СЛЕДСТВИЕ 97.7. Группа всех непрерывных конечнозначных функций 
из топологического пространства Г в произвольную группу А является 
прямой суммой групп, изоморфных А, и обладает характеристическим 
А-базисом {1 х,}, где Х; — открыто-замкнутые подпространства про- 
странства Г[. в 
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Если пространство [ компактно, а на группе А задана дискретная 
топология, то все непрерывные функции [: Г-> А конечнозначны. 
Следовательно, в этом случае группа всех непрерывных функций из [ 
в А изоморфна прямой сумме групп, изоморфных А. 


Упражнения 


1. Показать, что любая группа ограниченных [возможно, транс- 
финитных| последовательностей целых чисел свободна. 
2. Для любого множества индексов / прямая сумма Ф А служит 
ЕТ 
прямым слагаемым группы А (=А”). 
3. (а) Пересечение групп Шпекера является группой Шпекера. 
Вывести отсюда, что существует наименьшая группа Шпекера $р (Н), 


содержащая подмножество Н группы А. 
(6) Минимальная группа Шпекера, содержащая конечное подмно- 


жество группы , является конечно порожденной свободной группой. 
4. Пусть $ — группа Шпекера и йх — характеристическая функ- 
ция. Тогда 


= их = {Их 65} 
также является группой Шпекера. 
5 (Нёбелинг [1]). Пусть Х = ГХ. Для любой группы Шпекера $ 


Хх х 3 
прямая сумма 5“ Ф 5” является группой Шпекера, а 5 является 


подпрямой суммой групп 9. 

6 (Нёбелинг [1]). Пусть $ — группа Шпекера над группой А 
мощности щ_> 2. Пусть, кроме того, Ай; = 9. Тогда минимальная 
группа Шпекера Фр ($, Йх), содержащая 5 и характеристическую 


функцию йх, совпадает с группой 5“ Ф 5%. 

7 (Нёбелинг [1]). Пользуясь трансфинитной индукцией, показать, 
что теорему 97.3 достаточно доказывать лишь для групп Т = 
— 5р ($, йх), где Ййх — некоторая характеристическая функция. 

8 (Нёбелинг [1]). Пусть $ — такая группа Шпекера над А, что 
Ай; = 5, и пусть Йх и Йу — две произвольные характеристические 
функции. Тогда 


ор (5, Йх, Пу’) = [Зр (5, йх) + 5р (5, Йу)] Ф Е, 
где Р — некоторая группа, обладающая характеристическим А-бази- 
сом. [Указание: положив Т = $р ($, Йу), показать, что Ц = В 


+ (ТИП Т) — группа Шпекера, откуда Т = И ФР; убедиться, что 
доказываемое равенство выполняется для полученной группы Р.] 
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Однородную группу мы определили как группу без кручения, все 
ненулевые элементы которой имеют один и тот же тип +. Мы привели 
примеры однородных групп, являющихся вполне разложимыми или 
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сепарабельными, или даже неразложимыми группами. В настоящем 
параграфе мы получим дополнительные результаты, касающиеся одно- 
родных групп, а также их прямых сумм. 

Первый из результатов отвечает на вопрос, в каком случае одно- 
родная группа конечного ранга является вполне разложимой. 


Предложение 98.1 (Бэр [6]). Однородная группа А конечного ранга п 
вполне разложима тогда и только тогда, когда группа А/С конечна для 
любой [или некоторой] подгруппы С, являющейся прямой суммой п 
сервантных подгрупп ранга 1. 


Пусть А =А4А ФФ... ФА,, где А; — группы ранга 1, и пусть 
подгруппа С удовлетворяет условиям предложения. Тогда все эле- 
менты из С имеют тот же тип в подгруппе С, что и в группе А, сле- 
довательно, А; С — подгруппа конечного индекса в группе Д;. 
Поскольку Ф (А; П С) = С, группа А/С, очевидно, конечна. 


$ 

Обратно, допустим, что С = Юс Ф... Ф® Юс», где Юс; — сер- 
вантные подгруппы группы А, а Ю — подгруппа группы © того же 
типа, что и А. Достаточно рассмотреть случай, когда | А : С | — про- 
стое число р. Для элемента аЕ АЗС мы можем записать ра = 
= т! (тс, +... - тс»), где туп; Е Ю. Мы можем считать, что 
в этом равенстве (и, ..., т,) =4 = 1. Действительно, если 
(а, т) = 1, то 4-1ра Е С и элемент а можно заменить на элемент 4—4. 
Обобщив очевидным образом лемму 15.3 на наш случай, получим раз- 
ложение С = ЮБ Ф... Ф КЬ,, где В = тс -+..’. + т‚си. Тогда 
А = Юта Ф КЮ, Ф... ФКЬ.. в 


Для счетных групп имеет место следующий аналог теоремы 19.1: 


ТЕОРЕМА 98.2. Счетная однородная группа без кручения А вполне 
разложима в том и только в том случае, когда каждая подгруппа 
С = А, имеющая конечный ранг и являющаяся прямой суммой сер- 
вантных подгрупп ранга 1, имеет конечный индекс в своей сервантной 
оболочке (С),. 


Если группа А вполне разложима, то в силу теоремы 86.6 группа 
(С), также вполне разложима. Таким образом, из предложения 98.1 
следует необходимость условий теоремы. 

Обратно, пусть группа А удовлетворяет указанному условию. 
Если ранг группы А конечен, то ввиду предложения 98.1 доказывать 
нечего. Пусть а, ..., ал, ...-— Максимальная независимая система 
элементов группы А. Положим С, = (а), ®... ® (а), и В, = 
—= (С„),. В силу предложения 98.1 группа В„ вполне разложима, 
а в силу леммы 86.8 подгруппа В„ служит прямым слагаемым для 
В„-1, скажем В„-, = В, ® А, (И =1, 2, ...). Подгруппа, порож- 
денная подгруппами А, = В,, А.,..., А, ..., очевидно, является 
их прямой суммой и должна совпадать с группой А. в 


Перейдем к однородно разложимым группам. Так называются 
группы, являющиеся прямыми суммами однородных групп, т. е. 
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группы вида А = ФО,, где С; — однородные группы. Мы можем 
ЕЛ 


собрать вместе компоненты С; одного и того же типа, взять их прямую 
сумму и получить тем самым наименышее однородное разложение 


А=ФНЬ (1) 


где Н+ — однородные группы различных типов +. Легко видеть, что 
наименышпие однородные разложения единственны с точностью до изо- 
морфизма. Действительно, Н. == А ($/А* (4). 


ТЕОРЕМА 98.37 (Бэр [6], Эрдеш [1]). Пусть А — такая группа без 
кручения, что типы ее элементов удовлетворяют условию максималь- 
ности. Группа А вполне разложима в том и только в том случае, когда 
для каждого типа 1 выполняются следующие два условия: 

а) А* (+) служит прямым слагаемым для А ($; 

6) А* (1) = А ПА** ($), где А** ({) — подгруппа, порожденная 
всеми элементами аЕ А, типы 1 (а) которых не меньше и не равны 1. 

Условие а), очевидно, необходимо. Докажем необходимость усло- 


вия 6). Группу А представим в виде (1), где Н+ — однородные группы 
различных типов +. Имеем [символ || означает несравнимость| 


Дании 
== Н:; ® НП (Ф Н: ®Ф Ф т 
$>$ $>$ $1 
— “о По" (1). 
5>1 


Убедимся в достаточности наших условий. Для каждого типа 
{ определим группу ДН; как дополнительное прямое слагаемое: А* (#) Ф 
ФН, = А (). Если Н, 5 0, то Н, — однородная группа типа +. 
Подгруппа группы А, порожденная подгруппами Нь, является их пря- 


мой суммой. Действительно, пусть й, +... - Й, = 0, где й; Е Пь,, 
и типы Е различны. Если 4 — минимальный среди типов &, .. 
., то 
у) п? 


по-... -- И, = —й4 Е Д** (В) ПА (4) = А* (4), 
значит, #1 Е А* (В) П Нь = 0. Покажем, что подгруппа Ф Н, = Н 


совпадает с группой А. Пусть элемент а Е А имеет тип +. Поскольку 
типы элементов из А удовлетворяют условию минимальности, мы 
можем считать, что каждый элемент В С А типа $ (5) > { лежит в НД, 
т.е. Д* (4) =Н. Но в этом случае аЕА (1) = 4* 4) ФН, =Н, 
что и доказывает достаточность. а 


Упражнения 

1. Показать, что в предложении 98.1 условие однородности не 
может быть отброшено. 

2 (Колеттис [3]). Пусть А — группа без кручения, обладающая 
следующими двумя свойствами: (1) для каждого типа # обе подгруппы 
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А Фи * ({) служат для А прямыми слагаемыми; (2) каждый элемент 
из Д лежит в прямом слагаемом группы А, являющемся (конечной) 
прямой суммой однородных групп. Показать, что свойства (1) и (2) 
наследуются прямыми слагаемыми группы А. [Указание: провести 
рассуждения, аналогичные доказательству теоремы 87.5.] 

3 (Колеттис [3]). (а) Счетная группа без кручения однородно раз- 
ложима тогда и только тогда, когда она обладает свойствами |) и 2) 
из упр. 2. 

(6) Доказать (а) для прямых сумм счетных групп. 

4. Если группа А является прямой суммой счетных групп и, кроме 
того, однородно разложима, то прямые слагаемые группы А обладают 
тем же свойством. 

5. Доказать, что в теореме 98.2 условие счетности группы А являет- 
ся существенным. 

6. Показать, что теорема 98.3 может не иметь места, если типы эле- 
ментов группы А не удовлетворяют условию максимальности. [Ука- 
зание: рассмотреть произведение рациональных групп с идемпотент- 
ными типами $ <<... .] 
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Довольно трудная проблема, предложенная Дж. Г. К. Уайтхедом, 
состоит в том, чтобы охарактеризовать группы С, для которых 
Ех{ (С, 7) = 0. Несмотря на то что о таких группах С’ имеется обшир- 
ная информация, полное решение этой проблемы известно только 
в счетном случае. За исключением свободных групп, никакие группы, 
обладающие указанным свойством, до сих пор не найдены. 

Следуя Ротману [3], назовем группу С группой Уайтхеда или 
просто Ш-группой, если для нее выполняется равенство 


Ех (С, 7) =0. 


Приведем некоторые элементарные свойства Ш-групп. 

а) Свободные группы являются -группами. 

6) Подгруппы Й-групп снова являются Я-группами. Действительно, 
в силу теоремы 51.3 мономорфизм Н — С дает эпиморфизм Ех ((, 7) 
— ЕхЕ(Н, 2). 

в) [/рямые суммы №-групп снова являются Й-группами. Это сразу 
следует из теоремы 52.2. 

г) И-группы являются группами без кручения. Ввиду п. 6) доста- 
точно показать, что ни для какого простого числа р группа 1 (р) 
не является Ш-группой. Последнее, однако, очевидно, так как 
Ех (7 (р), 2) = 7 (р) [см. $ 52, п. Г)|. 

д) У-группа Я конечного ранга свободна. Действительно, в про- 
тивном случае она не является конечно порожденной. Тогда для 
некоторой существенной свободной подгруппы ЁЕ группы С группа 
С/Е бесконечная периодическая. Точная последовательность 0 —> Ё-— 
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— а —40/Е—>0 индуцирует точную последовательность 
Нот (РЁ, 2) —> Ех+ (С/Е, 7) — Ех+ (С, 2) = 0. 


Мы приходим к противоречию, поскольку Нот (Ё, 7) — счетная 
группа, и в то же время легко видеть [упр. 1], что группа Ех# (С/Ё, 2) 
имеет мощность континуума. 


Теперь мы можем без труда получить первый из дальнейших резуль- 
татов о Я-группах. 


ТЕОРЕМА 99.1 (Штейн [1], Ротман [3]). Все У-группы х!-свободны 
и сепарабельны. 


Докажем, что Й-группы к!:-свободны. По критерию Понтрягина 
(теорема 19.1) достаточно показать, что подгруппа ЁР, сервантная 
в У-группе (С и имеющая конечный ранг, свободна. Это сразу следует 
из п. б) и п. д). 

Докажем сепарабельность. Пусть Ё — сервантная подгруппа груп- 
пы С, имеющая конечный ранг. Так же как в доказательстве п. д), 
получаем эпиморфизм Нот (Ё, 7) — Ех (С/Е, 2). Группа Нош (Ё, 2) 
изоморфна группе Р и, значит, является конечно порожденной. В то же 
время группа Ех (С/Р, 2) делима [см. $ 52, п. И)] и, следовательно, 
равна нулю. Таким образом, Ех ((/Е, Е) = 0; другими словами, 
подгруппа Е должна быть прямым слагаемым группы С. В силу пред- 
ложения 87.2 мы сразу получаем теперь сепарабельность группы С. в 


Мы заключаем, что счетные Я-группы свободны и что все Я-группы 
являются подгруппами прямых произведений бесконечных Цикли- 
ческих групп. Но сами они не могут быть прямыми произведениями. 


ПрьдложениЕ 99.2 (Ротман [1], Нунке [2]). Все У-группы узки. 


По теореме 96.3 к:-свободная группа узка в том и только в том 
случае, когда она не содержит прямого произведения Р бесконечного 
семейства циклических групп (е„). Итак, нам нужно лишь доказать, 
что Ехё(Р, 7) 5-0. Пусть $ — прямая сумма групп (е„). Тогда 
по следствию 42.2 группа Р/5 алгебраически компактна, следователь- 
но, Нот (Р/$, 2) =0. Таким образом, точная последовательность 
0 —= $ — Р— Р/$ —0 индуцирует точную последовательность 


0-> Ном (Р, 2)-> Ном ($, 2) -* Ех (Р/5, 2) > ЕхЕ(Р, 2) 0. 


Здесь Нощ (Р, 7) = 5, Нот (5, 2) = Р, и в силу естественности 
этих изоморфизмов пд == Р/$. Группа Р/$ не является делимой, 
но Ех{ (Р/5, 7) — делимая группа [см. $ 52, п. И)], следовательно, 
СоКег д == 0. в 


Самые разные подгруппы прямых произведений бесконечных цик- 
лических групп как сепарабельны, так и узки. Следовательно, 
о У-группах необходима дополнительная информация. 


$ 99. Проблема Уайтхеда 215 


ЛеммА 99.3 (Чейз [2]). Пусть р — произвольное простое число. Для 
р-базисной подгруппы В любой \-группы С выполняется равенство 
отв)  окб) 


Точная последовательность 0 —> В > С-> (/В > 0 дает точную 
последовательность Нот (В, 7) — Ех! (С/В, 2) —> 0. Если ранг г (В) 
конечен, то В = С по теореме 99.1 и доказывать нечего. Если ранг 
г (В) бесконечен, то группа Нот (В, 2) = 7”? имеет мощность р 
Далее, группа С/В содержит подгруппу, изоморфную прямой сумме 


о (С/В) групп, изоморфных О? Таким образом, 
Ех (0В: 7) | ЕО 50 
поскольку в точной последовательности 
й = Ном (2, 2) —> Ех (1 (р®), 2) = /„— Ех{ (9, 2) 0 
[см. $ 52, п. Н)] последняя группа Ехё ненулевая [она имеет мощ- 


ность 92%]. Следовательно, 9”® > 276!) Из равенства г (С) = 


— у (В) -  (С/В) вытекает неравенство 2"(В) > 2" Так как стро- 
гое неравенство невозможно, мы получаем наше утверждение. Если 
принять обобщенную гипотезу континуума, доказанное равенство 
будет эквивалентно равенству г (В) = г (0). а 


Предложение 99.4 (Чейз [2]). Для №-группы С бесконечного ранга 
имеет место равенство 


[ Нот (@, 2) |= 2101. 


Достаточно доказать неравенство | Нот ((, 2) | > 2191. Для 
\У-группы С гомоморфизм Нот (4, 2) — Нот (4, 7/рй) является 
эпиморфизмом. Очевидно, вторая из этих групп изоморфна группе 
Нот ((/рб, 2/р2) = Нот (В/рВ, 7/р2), где В — это р-базисная под- 
группа группы С. Мощность последней группы Нот равна 2” = 
— 2181 так как ранг г (В) бесконечен. В силу леммы 99.3 ВТ — 
— 2191, что и завершает доказательство. в 


Упражнения 


1. Довести до конца доказательство п. д), показав, что неравенство 
| Вх (Т, 2) |222 


имеет место для любой бесконечной периодической группы Т. [Ука- 
зание: если цоколь группы Т конечен, то она содержит группу вида 
2 (р®).1 

2 (Нунке [2]). Доказать, что группа Ех (Р, 2) является прямым 
произведением континуального семейства групп, изоморфных 0/7. 
[Указание: использовать точную последовательность из доказательства 
предложения 99.2 и тот факт, что группа Р/З является расширением 
прямой суммы групп, изоморфных /,, с помощью делимой группы 
без кручения; см. $ 51, упр. 7 иб 52, упр. 16.] 
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3. (Ротман [3]). Если В — такая сервантная подгруппа -группы 
С, что факторгруппа С/В делима, то 2”(® = 2". 

4 (Прохазка [20]). У-группа, принадлежащая некоторому клас- 
су Гх [см. $ 86, упр. 13], свободна. 


5 (Чейз [2]). Если | Ех (Ц, 7) | < 2*, то группа С является 
прямой суммой конечной группы и м.-свободной группы. [Указание: 
так же как в доказательстве п. д), показать, что для любой конечно 
порожденной свободной подгруппы Е группы С периодическая часть 
факторгруппы С/ЁЕ должна быть конечной. ] 

6* (Гриффит [10]). Пусть Р — свободная группа бесконечного 
ранга 1. Группа С удовлетворяет условию Ех{ (6, ЕЁ) =0 в том 
и только в том случае, если (1) каждая подгруппа группы С, имеющая 
ранг и < м, свободна; (2) каждая подгруппа группы С индекса и < щ 
содержит прямое слагаемое группы С индекса м. [Указание: необ- 
ходимость: если | С | < м, то точная последовательность 0 —> Н — 
— РЕ > (0, где Е — свободная группа ранга м, расщепляется; 
если А, ВсЦ, А-В=бСи | В | <, то группа В свободна, 
и точная последовательность 0 —> С ——= А Ф В > С-> 0 (здесь берется 
внешняя прямая сумма), где группа С изоморфна некоторой под- 
группе группы В, расщепляется; достаточность: если |Сб| > м 
и А/Е = (, то найдется такая подгруппа Н < А, что НП Е = 0, 
и образ ее при эпиморфизме А —> С является прямым слагаемым 
индекса м в группе С; показать, что группа А/(Н Ф Р) свободна.] 


Замечания 


До 30-х годов фактически ничего не было известно о группах без кручения, 
исключая конечно порожденные группы. Первым важным шагом в изучении 
групп без кручения явилась работа Понтрягина [1], где были опубликованы 
знаменитый критерий свободности счетных групп [теорема 19.1], а также пример 
неразложимой группы ранга 2. [Ввиду понтрягинской теории двойственности 
с помощью этого примера было доказано существование компактной связной 
абелевой группы размерности 2, не разложимой в прямое произведение групп 
размерности 1.] Теория групп без кручения конечного ранга получила дальнейшее 
развитие в работах Дэрри [1], Куроша [2] и Мальцева [1]. [См. также работу 
Калужнина [1].] Эта теория не оправдала ожиданий и не было известно никаких 
ее хороших приложений. [Лишь недавно Арнольдом были открыты некото- 
рые интересные приложения.] В несколько ином виде результаты, касающиеся 
групп без кручения конечного ранга, были распространены Чекерешем [1] 
на случай групп счетного ранга. О другом подходе к этим вопросам см. работу 
Кэмпбелла [1]. 

Начало общей теории групп без кручения было положено фундаментальной 
работой Бэра [6]. Установив неразложимость сервантных подгрупп группы 
целых р-адических чисел, Бэр сразу же получил неразложимые группы произ- 
вольных мощностей, не превосходящих мощность континуума. Несколько основ- 
ных результатов о вполне разложимых и сепарабельных группах также были 
доказаны в этой работе, до сих пор являющейся ценным источником идей. Род- 
ственным проблемам посвящены! работы Е. С. Ляпина [1—5]. 

В действительности структурная теория групп без кручения не слишком 
продвинулась вперед со времени появления статьи Бэра. Несомненным препят- 
ствием здесь послужило открытие Йонсоном [1], а затем Корнером [1] довольно 
странных прямых разложений, что привело теорию групп без кручения конеч- 
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ного ранга в состояние хаоса. Какой-то порядок был восстановлен самим Йонсо- 
ном [2], но таким неожиданным способом [см. теорему 92.5], что вера в изомор- 
физм как исключительный принцип классификации была поколеблена. К настоя- 
щему времени мы знаем, что правильный подход к рассмотрению квазиизомор- 
физмов — это представлять их как изоморфизмы в подходящей факторкатегории 
[Уокер [7]]. К сожалению, понятие квазиизоморфизма не сыграло существенной 
роли в решении‘ структурной проблемы: исследование групп ранга 2 в работе 
Бьюмонта и Пирса [4] убедительно показывает, что классификация групп с точ- 
ностью до квазиизоморфизма еще далека до завершения. 

Имеется обширная литература о группах без кручения конечного ранга, см., 
например, Ротман [2, 4], Батлер Г Ричмен [2], несколько работ Прохазки и т. д. 

Некоторое время центральной проблемой был вопрос о существовании боль- 
ших неразложимых групп. Имелось несколько примеров, полученных в более 
или менее явном виде, неразложимых групп мощностей, не больших мощности 
континуума, и было высказано предположение [например, в последних работах 
Селе], что мощность континуума — верхняя грань. Идеи де Гроота [2] и Лося 
[относительно узких групп] помогли перешагнуть через магический континуум, 
и в работах Хуляницкого [3], Фукса [11] и Сонсяды [3] были обнаружены нераз- 


оо 

ложимые группы мощности 22°”. В работе Фукса [18] утверждалось, что существу- 
ют неразложимые группы произвольных мощностей, но этот факт не был обосно- 
ван, поскольку в доказательстве имелся пробел теоретико-множественного харак- 
тера. Для кардинальных чисел, меньших первого сильно недостижимого карди- 
нального числа, пробел устранил Корнер [8]. Доказательство теоремы 89.2 следу- 
ет методу, разработанному Фуксом [18]. Корнер анонсировал другое доказатель- 
ство более сильного утверждения о существовании однородных неразложимых 
групп для тех же мощностей. 

В связи с неразложимостью возникают интересные вопросы для модулей. 
Над кольцом целых р-адических чисел не существует неразложимых модулей без 
кручения ранга г >> 1. Как отметил Капланский [3], кольцо нормирования 
обладает этим же свойством тогда и только тогда, когда оно является макси- 
мальным кольцом нормирования. До сих пор точно не известно, какие 
коммутативные области целостности сохраняют указанное свойство, но 
благодаря Матлису [Ма+1з Е., Тгапз. Ате’ Май. $ос., 134 (1968), 315—324] 
в некоторых важных частных случаях известен полный ответ на этот вопрос. 
В связи со сказанным стоит упомянуть удивительный результат Фейса и Э. Уоке- 
ра [ЕРайВ С., УаЖег Е. А., Г. Аюебга, 5 (1967), 203—221]: кольцо К обязано 
быть нётеровым, если существует такое кардинальное число т, что все К-инъек- 
тивные модули являются прямыми суммами модулей мощности и < м. Комму- 
тативные кольца КЮ, все модули над которыми являются прямыми суммами 
неразложимых модулей, — это артиновы кольца главных идеалов и только они, 
см. работу Уорфилда [\МагНе!4 В. В, Май. 2., 125 (1972), 187—192]. 

Модули без кручения ранга | над дедекиндовыми областями целостности 
поддаются классификации, как показали Рибенбойм [Ю1БепЬо!ш Р., 5итта 
Втаз. Май., 3 (1952), 21—36] и Колеттис [3]. Модули без кручения конечного 
ранга во многих отношениях ведут себя так же, как и группы без кручения конеч- 
ного ранга, см. статью Капланского [Кар!апзКу Т., Тгапз. Атег. Май. 5ос., 
72 (1952), 327—340]. Некоторые теоремы о вполне разложимых и сепарабельных 
группах распространяются на модули над дедекиндовыми областями целостности, 
см. Колеттис [3]; а модули без кручения ранга | со свойством сокращения почти 
полностью могут быть описаны, как показали Фукс и Лунстра [2]. 

Теория узких групп имеет короткую историю: в течение немногих лет эти 
группы изучались в основном Лосем, Сонсядой [4] и Нунке [2]. Обобщение на слу- 
чай модулей см. в работе Аллука [АПоисН О., ТНёзе, Фу. МопёреШег, 1969— 
1970]. 

Прямые произведения групп ранга | и модулей ранга | также привлекали 
к себе внимание. Если Р — прямое произведение счетного числа бесконечных 
циклических групп, наделенное топологией произведения [компоненты дискрет- 
ны], то любые две сервантные и плотные подгруппы группы Р, имеющие счетный 
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ранг, могут быть отображены одна на другую при некотором автоморфизме 
группы Р [Чейз [4]]. Удивительно следующее: в то время как замкнутые под- 
группы группы Р снова являются прямыми произведениями бесконечных цикли- 
ческих групп, для прямых произведений несчетного числа сомножителей это уже 
неверно [Нунке [4]]. Чейз [1] показал, что прямые произведения модулей, изо- 
морфных кольцу К, в том и только в том случае всегда проективны как левые 
К-модули, когда кольцо К совершенно слева, а конечно порожденные правые 
идеалы кольца В являются конечно представимыми. 

Проблема Уайтхеда представляется одним из наиболее трудных открытых 
вопросов в теории групп без кручения. Несчетный случай впервые был рассмот- 
рен Ротманом [3] и более подробно Чейзом [2, 3]; см. также Вильоен [1]. Хороший 
обзор имеющихся результатов дал Г. Э. Рейд [1]. Гриффит [5] получил дополни- 
тельные результаты. Если расширить задачу и решать ее для модулей, то уже 
в случае счетно порожденных модулей появляются новые трудности. Для мо- 
дулей счетного ранга над кольцом главных идеалов проблема решена Герстне- 
ром, Каупом и Вейднером [@егз{пег О.; Кацр Г.., \Ме4пег Н. (., Агсй. Май. 
20 (1969), 503—514]. 

Для произвольных колец наиболее подходящим обобщением групп без 
кручения являются, пожалуй, плоские модули. Они обладают тем свойством, 
что в случае конечной представимости являются проективными. Некоторое число 
простых фактов переносится на случай плоских модулей, например класс пло- 
ских модулей замкнут относительно взятия прямых сумм. Однако прямые произ- 
ведения плоских левых К-модулей не обязаны быть плоскими: это выполняется 
в том и только в том случае, когда конечно порожденные правые идеалы кольца 
К являются конечно представимыми [см. Чейз [1]]. 

Колеттис [Ко её{$ @., Сапаа. Г. Машй., 12 (1960), 482—486] сделал инте- 
ресное наблюдение, касающееся коммутативных областей целостности К, над 
которыми сервантные подмодули конечного ранга вполне разложимых К-моду- 
лей без кручения также являются вполне разложимыми. Это выполняется, если 
в К имеется не более двух простых элементов, если же число простых элементов 
равно трем или больше трех, К не обязано обладать указанным свойством. 

Достаточно удивительный факт отметил Гриффит [8]. группа без кручения А, 
являющаяся расширением свободной подгруппы РЁ с помощью тотально проек- 
тивной р-группы А/Е, обязана быть свободной. Хилл [23] указал на то, что для 
произвольных редуцированных р-групп А/ЁР это утверждение уже неверно. 
Прохазка [11] и Бицан [2] доказали аналогичный результат для однородных 
вполне разложимых групп ЕЁ при более сильных предположениях. 


Проблема 66. Охарактеризовать группы без кручения ранга 2 
с помощью инвариантов. 


Проблема 67. При данном натуральном числе г > 3 найти 
все последовательности и. <... < п, натуральных чисел, для 
каждой из которых существует группа ранга х, обладающая разло- 
жениями на и:, ..., И. неразложимых слагаемых соответственно. 


Проблема 68. Пусть даны такие натуральные числа 11, 

о о. Рь что +... = +... п. Найти 
условия, при которых существует группа без кручения, обладающая 
прямыми разложениями на неразложимые слагаемые рангов /1, ..., ь 
иг, ..., Гр соответственно. 


Проблема 69 (Корнер [6]). Существуют ли группы конечного 
ранга, обладающие бесконечным числом попарно неизоморфных пря- 
мых разложений? 
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Леди недавно было показано, что группа без кручения ранга 3 не может 
иметь бесконечного числа неизоморфных прямых разложений 1). 


Проблема 70. Охарактеризовать группы без кручения конеч- 
ного ранга, обладающие свойством сокращения. 


В случае групп ранга | проблема решена Фуксом и Лунстрой [2]. 


Проблема 71. Введем отношение эквивалентности между 
группами без кручения 4 и В конечного ранга. Назовем их эквива- 
лентными, если А ФС = В ФС, где С — некоторая группа без 
кручения конечного ранга. Установить связь между этим отношением 
эквивалентности и квазиизоморфизмом. 


Проблема 72 (Корнер). Существует ли такая группа, что 
каждое ее ненулевое слагаемое является прямой суммой бесконечного 
числа ненулевых подгрупп? 


Проблема 73. Может ли прямая сумма конечного числа групп, 
изоморфных группе А, обладать неразложимым слагаемым, если А 
таковых не имеет? 


Проблема 74. Какие из слагаемых векторных групп снова 
являются векторными группами? 


Проблема 75. а) Исследовать хопфовы группы. 

6) (Дж. Баумслаг) являются ли неразложимые группы без кру- 
чения хопфовыми? 

Являются ли такими группы с конечными группами автоморфизмов? 


О хопфовых группах см. Баумслаг [1, 2] и Корнер [5]: 


Проблема 76 (Г. Э. Рейд [1]). Все ли следующие классы 


групп различны: Ф 2, 112, [[ (© 2), Ф (12), Ф ([(Ф 2)) и т. Д.? 
Здесь допускается произвольное число компонент. 


Проблема 77. Исследовать структуру сепарабельных групп 
без кручения, в частности, при условии однородности. 


Проблема 78. а) Какие из узких групп могут быть вложены 
в прямую сумму счетного числа редуцированных групп? 

6) Существует ли такое семейство групп, что все узкие группы 
могут быть из него получены с помощью операций взятия прямых 
сумм, подгрупп и расширений? 


Проблема 79 (Дж. Х. К. Уайхтед). Охарактеризовать груп- 
пы А, удовлетворяющие условию Ехё (А, 2) = 0. 


1) В 1974 г. проблема 69 была решена отрицательно для групп любого конеч- 
ного ранга [Таду Е. 1.., Г. Айюефга, 32 (1974), № 1, 51—52]. 





Глава ХМ 


СМЕШАННЫЕ ГРУППЫ 


Смешанные группы А образуют наиболее общий класс абелевых групп, 
и хорошая структурная теория должна, очевидно, давать полную информацию 
об их периодических частях Т, а также о соответствующих группах без кручения 
А/Т и в то же время описывать, как соединяются эти группы для образования 
группы А. Следовательно, такая теория может существовать лишь для тех клас- 
сов смешанных групп А, для которых обе группы Т и А/Т могут быть достаточно 
полно охарактеризованы. В этом случае проблема сводится к отысканию спосо- 
бов, с помощью которых можно описать неизоморфные расширения групп Т 
с помощью групп А/Т. Высотные матрицы, которые будут рассмотрены в 6 103, 
представляются в этом смысле подходящим инструментом для некоторых групп, 
ранг без кручения которых равен [. 

Была проведена большая работа по решению проблемы расщепления, 
а именно следующего вопроса: когда смешанная группа расщепляется в прямую 
сумму своей периодической части и некоторой группы без кручения. В $ 100 
и 101 мы полностью опишем все периодические группы Т и все группы без круче- 
ния С соответственно, для которых расщепляется всякая смешанная группа 
с изоморфной Т периодической частью или соответственно с изоморфной С 
факторгруппой по периодической части. Общая проблема расщепления, состоя- 
щая в описании всех пар Т, С периодических групп и групп без кручения, для 
которых Ех+ (Т, С) = 0, остается, однако, нерешенной. 

Последний параграф настоящей главы посвящен построению групп с задан- 
ной последовательностью Ульма. Довольно сложная процедура приводит к теоре- 
ме существования, полезной при доказательствах существования групп с опре- 
деленными свойствами. 


$ 100. Расщепляющиеся смешанные группы 


Изложение теории смешанных групп мы начнем с обсуждения 
вопроса, при каких условиях смешанная группа расщепляется, 
т. е. является прямой суммой своей периодической части Т и некото- 
рой группы без кручения @. Совершенно ясно, что эта группа С един- 
ственна только с точностью до изоморфизма. 

Сначала мы приведем примеры нерасщепляющихся смешанных 
групп. 


Пример 1. Пусть Т — редуцированная неограниченная перио- 
дическая группа. Из лемм 55.1 и 55.4 мы заключаем, что А = 
= Ехё (0/7, Т) — копериодическая группа, периодическая часть кото- 
рой изоморфна группе Т и которая не имеет ненулевых слагаемых, 
являющихся группами без кручения. Следствие 54.4 дает А = Т, 
и, таким образом, А — нерасщепляющаяся смешанная группа с перио- 
дической частью Т. 
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Пример 2. Пусть р1, ..., рь ... — различные простые числа. 
Положим 


Г, = Ф (а), где о(а)=рь. 


со 


Тогда Т, — периодическая часть группы || (а; >). Рассмотрим элемент 
= 


РЕ (Ча ие 6 П (а;). При 1 = | уравнение р;х = а; имеет 
единственное решение в группе‘ (а;). Следовательно, группа |1 (а;) 
содержит такие однозначно определенные элементы В; (1 = 1, 
что {1-я координата элемента 6; есть 0 и выполняется равенство 


°] 


р:6: ое. = (а, ...› 1—1 0, Ч: 41, .. .) == о — а;. 
Мы получаем, что Т, — периодическая часть группы А, = 
= (ТГ, В,..., В: ...). Допустим, что группа А; расщепляется, 


А, = Т, ® С при некотором @ < А,. Тогда из равенства 6; = й; + 
-- 5; (п; ЕТь, в; Е Ц) следует равенство 


рёв: -- ра: = ра; = бо — а; = (в — а) + 80. 


о слагаемые, лежащие в Т;, получаем р;й; = Ай, — а; при 
Г, . Для одного из наших простых чисел, пусть это будет 
р;, справедливо равенство р.й = й, при некотором Й Е Т,. Отсюда 
следует равенство р; (| —1;) =а,, и мы пришли к противоречию. 
Таким образом, группа А, не расщепляется. 


Пример 3. Для некоторого простого числа р положим 


Г. = ® (а;), где о(а)=р”. 


Для 1=1, 2, ... определим элементы 
оо 
р; =(0,..., 0, а, раза, Р*@н», ...) Е Ц (а;). 
$*— 

Элементы 6; имеют бесконечные порядки и удовлетворяют равен- 
ствам рб; =6; —а; 1=1,2, ...). Используя эти соотношения, 
легко получить, что Т, — периодическая часть группы А. = 
= (Т., 8, .... 6; ...) Если бы для некоторого С < А», имело 


место разложение А, = Т, Ф С, то в силу рь;. — В; Е Т. группа @ 
была бы р-делимой подгруппой группы А», в противоречие с тем фак- 


том, что группа || (а;) не содержит ненулевых р-делимых подгрупп. 
Следовательно, группа А, не расщепляется. 


Основная цель настоящего параграфа — охарактеризовать такие 
периодические группы Т, что все смешанные группы с периодической 
частью Т расщепляются. Это условие равносильно тому, что Т удов- 
летворяет равенству Ех ((, Т) = 0 для всех групп без кручения С; 
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другими словами, Т — копериодическая группа. Полная характери- 
зация периодических копериодических групп нам известна, и следую- 


щее утверждение есть не что иное, как переформулировка следст- 
вия 54.4. 


ТЕОРЕМА 100.1 (Бэр [4], Фомин [1]). Периодическая группа Т обла- 
дает тем свойством, что всякая смешанная группа с периодической 
частью Т расщепляется, в том и только в том случае, когда Т является 
прямой суммой делимой и ограниченной групп. 


Следующее доказательство не зависит от теории копериодических 
групп. 

Для удобства сделаем сначала простое замечание. Пусть Т — 
периодическая часть группы А, и пусть $, В — такие подгруппы 
группы А, что = Т=В =А. Если А расщепляется, то расщеп- 
ляется и группа В/$. Действительно, пусть А = Т ФС. Тогда 
В =ТФ (ВП 0) иВ$ = Т/$ @ (ВП 0). 

Данную периодическую группу Т представим в виде Т =) ФТ’, 
где Р — делимая группа, а Т’Ш— редуцированная группа. Если 
группа Т’ не является ограниченной, то либо она имеет бесконечное 
число ненулевых р;-компонент ТГ», либо содержит неограниченную 
р-компоненту Тр». В первом случае существуют эпиморфизмы Тр, — 
— 2 (р;), которые дают эпиморфизм Т’-— Т:, где Т, — группа, 
определенная в примере 2. Во втором случае базисная подгруппа 
группы Тр» неограниченная, и, значит, существует эпиморфизм, ото- 
бражающий ее на группу Т» из примера 3. В силу теоремы 36.1 суще- 
ствует эпиморфизм Т» — Т.о. Таким образом, если Т’ неограниченна, 
то существует эпиморфизм 1, отображающий Т на Т, или Т.. Ядро 
эпиморфизма 1 обозначим через $5. Благодаря предложению 24.6 
найдется такая группа Н, что можно построить коммутативную диаг- 
рамму 


и | | (Е=1 или 2) 
0—$5—Н-—А, —0 


с точными строками. Так как вертикальные отображения являются 
мономорфизмами, то периодической частью группы Н, очевидно, 
служит Т. Группы А» не расщепляются, и, учитывая сказанное в на- 
чале доказательства, мы получаем, что Н не расщепляется. Необхо- 
димость, таким образом, доказана. 

Допустим теперь, что Т =р @ В, где Р — делимая периодиче- 
ская группа, а группа В ограниченная, и Т является периодической 
частью некоторой группы А. Тогда А =Р ФА'’иТ=р ФВ’, где 
В’ — некоторая подгруппа группы А’, причем В = В’. По теоре- 
ме 27.5 группа В’ — прямое слагаемое в А’, значит, и Т — прямое 
слагаемое в Д. а 


Достаточные условия теоремы 100.1 можно без труда обобщить. 
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ПрРЕдложЕнИЕ 100.2 (Фукс [16]). Если А — такая смешанная 
группа, что при некотором натуральном п группа пА расщепляется, 
то и А расщепляется. 


Доказательство достаточно провести для случая, когда п = р — 
простое число. Пусть рА = Т’Ф С’, где Т’— периодическая группа, 
аС’ — группа без кручения. Очевидно, что Т’ = рТ, где Т — периоди- 
ческая часть группы А. Определим С как Т-высокую подгруппу 
группы А, содержащую С’. Если аЕ А и ра = - с (ЕТ, с ЕО), 
то БЕТ’ = РТ, и в силу леммы 9.9 мы получаем А = Т ФС. а 


Общих критериев расщепляемости смешанной группы совсем 
немного. Мы приведем один из них, который используется при изуче- 
нии групповых алгебр. Сначала докажем простую лемму. 


ЛЕММА 100.3. Пусть А — смешанная группа с ограниченной перио- 
дической частью Т, и путь С = ТФН — сервантная подгруппа 
группы А. Тогда А = Т Ф С для некоторой подгруппы @, содержа- 
щей Н. 


Пусть яТ = 0. Факторизуя по подгруппе лС и применяя теоре- 
му 27.10, получаем А/иС = С/пС ®Ф К/пС при некотором К => пС. 
Положим С = Н - К; тогда, очевидно, Т + @ = А. Если элемент 
х =и-о(и ЕН, 9ЕК) лежит в Т, тох — и =чЕСП К =яС = 
= иН, откуда следует х = 0. Таким образом, А = Т ФС. в 


ПРЕдложеЕнНиЕ 100.4 (Мэй [4]). Смешанная группа А расщепляется 
в том и только в том случае, когда существует такая возрастающая 
цепочка Ад =... = А. <=... подгрупп группы А, что 


1) О А, =; 
И=1 


2) для каждого п группа Т (А„) ограниченна; 
3) для каждого п справедливо равенство Т (АГА„) = (Т (А) - А,„)/Аь. 


Если А = Т Ф С, где Т — периодическая группа, а С — группа 
без кручения, то группы А„ = Т [ПП ФС (ип = 1,2, ...) удовлетво- 
ряют условиям 1—3). 

Обратно, пусть группа А удовлетворяет условиям предложения. 
По свойству 2) получаем А, =Т (А,) Ф (,, где С, — группа без 
кручения. Допустим, что при всех { < п мы уже получили разложения 
А; =Т (А; ФС,, для которых (= ... = (,. Положим Ани = 
— Т (Ал.1) Ф С, и заметим, что (Т (А) | А,„)П А, = Ала. По тео- 
ремам об изоморфизмах и свойству 3) группа 


Ал-4/Ал+1 — (Т (А) не Ат) /(Т (А) ее А») = 
= [(Т (А) -- Ат) А.Т (А/Ав) 
не имеет кручения. Из леммы 100.3 мы заключаем, что Аи-4 = 


—=Т (А»-1) Ф „и для некоторого @ „44 > С. Положив @ = (р, оче- 
видно, получим А=Т (А) ФО. а 
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Упражнения 


1. Прямые слагаемые расщепляющихся групп расщепляются. 

2 (Прохазка [1]). Подгруппа конечного индекса группы А рас- 
щепляется в том и только в том случае, когда А расщепляется. 

3. Смешанная группа ДА с периодической частью Т не обязана 
расщепляться, даже если все ее подгруппы, содержащие Т и имеющие 
ранг без кручения 1, расщепляются. [Указание: получить нерас- 


щепляющееся расширение с помощью группы || 2. 
4. (а) (Фомин [1]) Группа 


(а, ооо) От, о 


не расщепляется. 
(6) (Куликов [5]) Группа 


(1, ..., Чт о; р* (а, — раз) ее = р*” (а — ра) Рен ЕЕ 0) 
не расщепляется. 
5 (Оппельт [3]). Пусть Т = Т, Ф ... ФТ,, где каждое слагае- 


мое Т; является р;-группой, и пусть А — смешанная группа с перио- 
дической частью Т. Группа А расщепляется в том и только в том 
случае, когда для каждого # группа А/(Т, Ф ... ФТ; ФТФ... 
... ® Т,) расщепляется. 

6 (Куликов [4]). Любые два прямых разложения расщепляющейся 
смешанной группы А = Т Ф С обладают изоморфными продолжения- 
ми в том и ТОЛЬКО в ТОМ случае, когда этому условию удовлетворяют 
обе группы Ти О(. 

7. Показать, что существуют эпиморфизмы 4, — Т, (пример 2) 
и А. —Т, (пример 3). [Указание: а; == 0, 6, => 0, В; = а; ианн>а,, 
Язь => 0 (К — |, 2, 3). ] 

8. Привести пример такой смешанной группы С, что ее периоди- 
ческая часть не является эндоморфным образом группы С. [Указание: 
использовать пример | или взять в группе из примера 2 такую под- 
группу С, что АА = Сс П (а) и С/Т, = 0, и, допустив существо- 
вание эпиморфизма С -— Т,, рассмотреть образ элемента 6. при этом 
отображении. | 

9. (а) Пусть А — смешанная группа, причем ее периодическая 
часть Т содержит лишь конечное число ненулевых р-компонент Т;. 
Подгруппа Т является эндоморфным образом группы А в том и толь- 
ко в том случае, когда каждая группа Т; является эндоморфным обра- 
зом группы Д. 

(6) Привести контрпример в случае, когда А содержит бесконечное 
число ненулевых редуцированных р-компонент. 

10. Для произвольной периодической группы Т существует такая 
смешанная группа А с периодической частью Т, что всякий периоди- 
ческий эпиморфный образ А является прямой суммой делимой и огра- 
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ниченной групп. [Указание: А = Ехр (0/7, Т) Ф Б, гдер — делимая 
часть группы Т.] 

11 (Корнер). Для периодической группы Т следующие условия 
эквивалентны: 

(а) Т является эндоморфным образом каждой смешанной группы, 
содержащей Т в качестве периодической части; 

(6) базисная подгруппа группы Т является эндоморфным образом 
каждой смешанной группы, содержащей Т в качестве периодической 
части; 

(в) Т является прямой суммой делимой и ограниченной групп. 
[ Указание: упр. 10.] 

12 (Мишина [2]). Пусть существует автоморфизм смешанной груп- 
пы А, действующий как умножение на —1 на ее периодической части Т 
и индуцирующий тождественное отображение группы А/Т. Если 
А [2] =0, то А расщепляется. 
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Следующий вопрос, которым мы будем заниматься, был поставлен 
Бэром [4]. Этот вопрос двойствен вопросу, решенному в теореме 100.1, 
и формулируется так: каковы группы без кручения С@, для которых 
всякая смешанная группа А с периодической частью Т, удовлетворяю- 
щая условию А/Т = Ц, расщепляется. Следуя терминологии Рот- 
мана [3], назовем произвольную группу С с указанным свойством 
группой Бэра (или бэровской группой), т. е. будем говорить, что @ — 
группа Бэра, если 


ЕхЦ(С, Т) =0 для любой периодической группы Т. 


Тривиальным примером групп Бэра служат свободные группы. Наша 
цель — показать, что других групп Бэра не существует. 


ТЕОРЕМА 101.1 (Гриффит [7]). Группы Боэра свободны. 


Доказательство этого факта основывается на теореме существо- 
вания, имеющей и самостоятельный интерес. Эта теорема формули- 
руется так: 


ТЕОРЕМА 101.2 (Гриффит [7]). Для любого кардинального числа т 
существует смешанная группа М, удовлетворяющая условиям 

1) М/Т — делимая группа ранга м (Т — периодическая часть 
группы М); 

2) любая подгруппа без кручения в группе М свободна. 


Сначала мы покажем, как теорема 101.1 получается из теоремы 101.2, 
а затем приступим к доказательству более сложной теоремы 101.2. 
Итак, предположим, что теорема 101.2 доказана, и пусть @ — 
группа Бэра. Легко видеть, что подгруппы групп Бэра сами являются 
группами Бэра. Отсюда и из п. Г) $ 52 мы получаем, что @ — группа 
без кручения. Положим ш = г ((). Благодаря условию 1) существует 
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мономорфизм ф: С —> М/Т. По теореме 51.3 точная последователь- 
9% 
ность 0 —= Т> М-—> М/Т —— 0 дает точную последовательность 


Нот ((@, М) —* Ном (С, М/Т) > Ех+ (С, Т)=0. 


Следовательно, %„ — эпиморфизм, откуда следует, что ф индуцирует- 
ся некоторым гомоморфизмом 1р: @ — М, т. е. ор = ф. Так как ф — 
мономорфизм, то и ф — мономорфизм. Другими словами, группа С 
изоморфна подгруппе группы М. Из условия 2) сразу следует теперь, 
что С — свободная группа. ав 


Доказательство теоремы 101.2 разобьем на две леммы. 


ЛЕММА 101.3 (Гриффит [7]). Существует такая счетная смешанная 
группа №, что 

а) М/Т = ©, где Т — периодическая часть группы №; 

6) любая ненулевая подгруппа без кручения в группе М является 
бесконечной циклической группой. 


Для каждого простого числа р возьмем циклические группы 
(ат) = 7 (рт) (п=О0,1,...) и образуем группы 


со со 
Гр= Ф (@рп) И И р= П (@ рт). 
п=0 п=0 
Тогда элемент 
Ир = (@ ро, Рарл, е..э "арт, ео .) Е Ор 
имеет бесконечный порядок и рТи,. Положим Т = ФТЬ, 0 = 
р 


= || О» и заметим, что Т лежит в периодической части группы О, 
Р 


а элемент 
Иа Нова ЛЕО 


не делится ни на какое простое число р. Легко видеть, что в группе 
ИГТ имеется подгруппа М№/Т == 0, содержащая и -- Т. Покажем, что 
для этой подгруппы М выполнено также условие 6). Предположим, 
что Р == 0 — подгруппа группы Ми РЕПТ = 0. Тогда Е = (Е -- ТУТ = 
< М/Т, откуда Ё имеет ранг 1. Если а == 0 — элемент из ЁР, то найдут- 
ся такие отличные от нуля целые числа т, п, что та = пи. Для почти 
всех простых чисел р справедливо (р, п) = 1 и, значит„/ рТ та. 
Следовательно, р-высота элемента а в группе Ё равна нулю для почти 
всех р, а так как ни для какого простого числа д группа М не содер- 
жит элементов бесконечного порядка бесконечной 4-высоты, то Ё == 
=. щ 


ЛеммА 101.4 (Гриффит [7]. Пусть {М;}нег — такие группы, 
имеющие конечный ранг без кручения, что при каждом {1 все подгруппы 
без кричения в группе М; свободны. Тогда группа М = Ф М; обладает 

46 
тем же свойством. 
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Пусть Т; — периодическая часть группы М;. Тогда Т = ФТ, — 


периодическая часть группы М, и можно написать М/Т = Ф М; И 
ЕТ 
Обозначим соответственно через 9; и 9 канонические отображения 


М; — МУТ; И М — М/Т. 


А) Рассмотрим сначала случай двух слагаемых: М = М, ФМ, 
[здесь группа М, не обязана даже иметь конечный ранг без круче- 
ния]. Пусть л;: ММ; (= 1, 2) — проекции, и пусть Ё — под: 
группа без кручения в группе М. Положим 


= {аЕР | лаб Т1} = {а ЕЕ |ваЕ6,М,}. 


Очевидно, Н — такая подгруппа без кручения группы М, что НП 
П Кегл, = НП М, =0 [ак как НП М, содержится в Т!]. Следо- 
вательно, л. |Н — мономорфизм и, таким образом, л.Н — свободная 
группа как подгруппа без кручения в М.. Так как л.Н должна иметь 
конечный ранг, то существует такое целое число т >> 0, что тН = М.. 
Положив ф = тли, легко проверить, что Е Г] Кег ф = НифЕ [= М! |— 
группа без кручения. Следовательно, фЁР — свободная группа. Но тогда 
и Р = Н Ф ФЕ — свободная группа. 

Б) Докажем, что для любого множества / всякая подгруппа без 
кручения Ё группы М = ® М; является м:-свободной. В силу 

1 

теоремы 19.1 достаточно рассмотреть подгруппы К группы РЁ, имею- 
щие конечный ранг. Но такая подгруппа К содержится в прямой 
сумме конечного числа групп М;, и, применяя индукцию на основа- 
нии п. А), мы без труда получаем, что К’ — свободная группа. Следо- 
вательно, группа РЁ является х\-свободной. 

В) Для данной ненулевой подгруппы без кручения ЕЁ в группе М 
можно построить вполне упорядоченную возрастающую последова- 
тельность подгрупп 


Е О жд РИ, 


где т — некоторое порядковое число, и последовательность 
Е а чи в СЫ 


подмножеств множества Г, для которых при любом о выполняются 
следующие условия: 


0) ей М}; 

50 

В) ыы. Ер= Ро и М [6= [5, если о — предельное порядковое число! 
о<б 

}) ры |< хо, если число в >| не является предельным; 

) подгруппа Н. ={аЕ Е | 69а Ф 56, ‚М;} совпадает с Ёс. 

110 


Для о = 0 доказывать нечего. Пусть о 21, и пусть для всех 
горядковых чисел р < о подгруппы РЁ, = Ё и подмножества /, = [ 
) же построены. Если о — предельное  порядковое число, то Рыи К 
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строим в соответствии с п. В). Тогда условия ©) и 6), очевидно, выпол- 
няются. Если о — | существует и Ро < РЁ, то выбираем произволь, 
ный элемент БЕРУ Е. _: и рассматриваем подгруппу В; = (Ео1, 6) 
и подмножество Лу = [‹_1. Пусть 7], — такое наименышее подмно- 


жество множества Г, содержащее /,, что В, = Ф М,;. Если под- 
3Е.Л1 

группы В. =... = В, и подмножества Л, =... = У» уже опре- 

делены, то возьмем в качестве /,., наименыцее подмножество мно- 

жества /, содержащее /,, для которого 


Вь1 = {а6 Е] @ае = 9; М; = Ф М; (Е >1). 


ЧЕТ 1 
Положим 


^—=1 &—=1 


и проверим, что для о выполнены условия ©), ^\), 6). Чтобы проверить, 
что выполнено условие ^), достаточно показать, что | Л Л |< 0 
для каждого К. Это очевидно для =1|. Если 1: М> Ф М;-— 
Е 0 
проекция, то Ро— = Кегт [] Вь-4. Если при некотором т >0 для 
хе В,.м выполняется тхЕ Кег чП В,., то тчх=0 и, значит, 
9хЕ Ф 0,;М.. В силу 6) имеем хЕНс— = Ро. Отсюда следует, что 
ФЕТ 
Ро Кеги ПВ, и ТВ. группа без кручения. Из неравенства 
(„^^ Ло |< м и определения групп М; следует неравенство | Вл [< хо 
и счетность множества /,..\У, становится очевидной. Докажем, что 
выполнено условие 0). Возьмем ХЕЕ[ (Ф М;). Существует такое Р, 


ЕТс 


что 
ХЕЕП( Ф М,), т.е. 0хЕ ФФ 0,М,, 


ЕЛЬ я 


откуда хЕ Вы = Ро. Наконец, справедливость 0) доказывается ана- 
логично: если ХЕНо, то 9хЕ Ф 6;М; для некоторого А и, таким 
ЕЛ» 
образом, хЕ В, +1 <= Ро. Доказательство п. В) завершено. 
Г) Сохраняя обозначения п. В), докажем, что 


Ео-+1 = Ро Ф Ао-и, 


где Ао... — некоторая свободная группа. Пусть Ё: М> Фо М;-— 
ЕТ. 4 Мо 
проекция. Тогда, очевидно, 


Ео-1 | Кег & = Ро. П(Ф М) =ЕП(Ф М) = Ес. 
ЕТ о ЗЕТс 


Если при некотором ХЕЁРо-! элемент &х имеет конечный порядок, 
то ХЕНо=Ро и, таким образом ЁРо-. —подгруппа без кручения 
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в группе Ф —М.. Ранг без кручения последней группы не больше му, 
104410 

так что | Ро+1 |< мо, и в силу п. Б) группа Ро+: свободна. Следова- 

тельно, Ёо‹ служит прямым слагаемым для группы Роза, Т.е. Ро = 

— Ро Ф Ао.ц, где Аз = Ро-4 — свободная группа. 

Пусть теперь Г — произвольная подгруппа без кручения груп- 
пы М из леммы 101.4. Тогда Е — объединение подгрупп Ро, значит, 
Е порождается подгруппами А-а, где о + | < т. Но эти подгруппы 
порождают в Ё их прямую сумму, следовательно, Е — свободная 
группа. м 


Доказательство теоремы 101.2. Возьмем множе- 
ство / заданной мощности м и для каждого [Е [ выберем М; == М, 
где М — группа из леммы 101.3. В силу леммы 101.4 группа М = 
—= Ф М; обладает нужными свойствами. а 

(ЕТ 


Следует заметить, что, как это ни странно, существуют несвободные группы 
без кручения С, для которых Ех ((, Г) = 0, где Т — произвольная р-группа, 
а простое число р может быть каким угодно [см. упр. 3]. Более того, для всякого 
непустого собственного подмножества П множества всех простых чисел существу- 
ет такая несвободная группа без кручения С, что Ех& (Ц, Т) = 0 при любой 
периодической группе Т с нулевыми р-компонентами, гдер &П [Гриффит [7]]. 


Упражнения 


1 (Сонсяда [2]). Пусть Г — периодическая группа, В — ее базисная 
подгруппа и С — группа без кручения. 

(а) Показать, что Ех (@, Т) = 0 тогда и только тогда, когда 
ЕхЕ (@, В) = 0. 

(6) Вывести отсюда, что при изучении пар групп Т, а, для которых 
ЕхЕ (Ц, Т) = 0, можно ограничиться случаем, когда Т — прямая 
сумма циклических р-групп. 

2. Группа С является группой Бэра в том и только в том случае, 
когда Ех{ (а, ТГ) = 0, где Т — любая прямая сумма конечных цикли- 
ческих групп, для которой |Т |< |С |. 

3 (Чейз [4]). Существует несвободная группа без кручения С, для 
которой Ех (С, Т) =0 при любой примарной группе Т. [Указание: 
в $95, упр. 11, положить все группы Х с равными группе рациональ- 
ных чисел со знаменателями, свободными от квадратов, и вывести 
из $ 95, упр. 12, что а — несвободная группа; показать, что @, ® @ — 
свободный Ор-модуль, и использовать эпиморфизм Ехё (@, ® Ц, Г) — 
— Ех (С, Т).] 

4 (Гриффит [7]). Если для группы С справедливо Ех (С, Т) = 0 
при любой примарной группе Т, то ЕхЁ (а, Т) — группа без кручения 
при любой периодической группе Т. [Указание: если группа Т имеет 
нулевую р-компоненту, то умножение на р является автоморфизмом 
группы Г и, следовательно, автоморфизмом группы Ех (*, Т).] 

5. Пусть А — смешанная группа с периодической частью Т и А/Т — 
сепарабельная группа без кручения. Группа А не обязана расщеплять:- 
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ся, даже если расщепляются все ее подгруппы, содержащие Т и имею- 
в конечный ранг без кручения. 

6 (Бэр [4]). Пусть Т и С — соответственно периодическая грун 
и группа без кручения, и пусть Ехё (Ц, ТГ) = 0. Тогда 

(а) если р.,..., р;, ...— бесконечное множество различных 
простых чисел, для которых р;Г < Т, то @ не содержит таких сервант- 
ных подгрупп 5 конечного ранга, чтобы в группе @/5 существовали 
отличные от нуля элементы, делящиеся на все р; 

(6) если для некоторого простого числа р редуцированная часть 
р-компоненты группы Т неограниченная, то С не содержит таких 
сервантных подгрупп 5 конечного ранга, что в группе (/$ имеются 
ненулевые элементы, делящиеся на все степени числа р. 

7 (Бэр [4]). Если Т — периодическая группа, а С — счетная группа 
без кручения, то условия (а), (6) из упр. 6 необходимы и достаточны 
для того, чтобы выполнялось равенство Ех{ ((, Г) = 0. [Указание: 
представить группу С в виде объединения возрастаю:цей цепочки 
сервантных подгрупп С„ конечного ранга ий и воспользоваться индук- 
цией. | 

8 (Журавский [1]). Пусть А — смешанная группа с сепарабельной 
периодической частью Т, причем группа А/Т является р-делимой 
для всякого простого числа р, для которого Т содержит нетривиаль- 
ную р-компоненту. Если для каждого элемента а Е А\\Т смежный 
класс а -|- Т содержит такой элемент В, что И} (5) = И, (а -- Т) при 
любом простом числе р, то группа А расщепляется. [ Указание: такие В 
составляют дополнение. ] 

9 (Журавский [1]). Пусть А — смешанная группа ранга бзз кру- 
чения |, такая, что р-компоненты ее периодической части сепарабзль- 
ны для всех тех простых чисел р, для которых А/Т есть р-делимая 
группа. Если смежный класс а -- Т удовлетворяет условию упр. 8, 
то А расщепляется. [Указание: начав с элемента 6, построить допол- 
нение как объединение [в структурном смысле] бесконечных цикличе- 
ских групи. | 

10 (Ляпин [2]). Пусть А — такая смешанная группа, что ег перио- 
дическая часть Т сепарабельна, а группа А/Т вполне разложима. 
Если смежные классы а -- Т удовлетворяют условию упр. 8, то груп- 
па А расщепляется. 


$ 102. Квазирасщепляющиеся смешанные группы 


Теперь мы рассмотрим класс групп, в следующем смысле близких 
к расщепляющимся. Группу А назовем квазирасщепляющейся, если 
она содержит такую расщепляющуюся подгруппу В, что 


пА = В = А при некотором целом п > 0. 
Если такая подгруппа В расщепляется, т. е. В =5 ФО, где $ — 


периодическая группа, а С — группа без кручения, то подгруппа 
В+ Т =Т ФС, где Т — периодическая часть группы А, также 
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расщепляется. Таким образом, при определении квазирасщепляемости 
можно считать, что Т <= В. 

Сейчас мы приведем пример квазирасщепляющейся смешанной 
группы, которая не расщепляется. 


со 

Пример. Положим Т = @ 1 (р”). Пусть С есть р-адическое замыкание 
п=1 

группы @ Ур. Тогда @ — алгебраически компактная группа без кручения, причем 


хо 
С/рб = Т/рТ. Следовательно, существует эпиморфизм 1: @ — Т/рТ, ядро которо- 
го совпадает с рС. Пусть группа А определяется диаграммой 


0—ртТ — Т- Т/рТ —0 
К 
| | 5 Та 
| 
0—рТ = А——>4-0 


с точными строками и коммутативными квадратами. Группу А в этой диаграмме 
можно определить следующим образом: 


А = {(5, 1) | 660, ВЕТ, где пе=й- рт}, 


Тогда ясно, что рА = рб ФрТ = А, значит, А — квазирасщепляющаяся груп- 
па. Если бы группа А расщеплялась, то существовал бы такой гомоморфизм 
Е: @ — Т, что ца = &с + рТ при любом © Е (0. Но по следствию 54.4 группа ЁС 
должна быть ограниченной, а тогда образ ТС в Г/РТ был бы конечным, что невоз- 
МОЖНО. 


Перед тем как приступить к изучению квазирасщепляющихся 
групп, мы докажем лемму в более общих предположениях, чем нам 
потребуется; с еще более общим случаем связано упр. 5. 

Пусть С — группа и п — натуральное число. Умножение на п 


Ц, , 
в группе С можно представить как композицию С —>пС — С, [где 
ци: с => лс, аъ — естественное вложение. Если дана точная последова- 


о В 
тельность ЕЁ: 0 — А —> В —>С-— 0, то по сказанному в $ 50 сущест- 
вует следующая коммутативная диаграмма с точными строками: 


В: В ыы 
т 
Е: О— А пИВ--А->иС-—>0 (1) 


Е | 1» 


р 


Еим 0 —А-—> В’ —> С-0. 


ЛвммА 102.1 (К. Уокер [1]). Если последовательность Е, расщеп- 
ляется, то последовательность Е — представитель элемента из 
Ех{ (С, А) [п]. Если С [м] = 0, то верно и обратное. 


Заметим, что Еил = ПЕ [см. лемму 52.1]. Если теперь последова- 
тельность Еу расщепляется, то и последовательность пЕ расщепляет- 
ся и, таким образом, Е лежит в Ех (С, А) [м]. Обратно, тот факт, что Е 
лежит в Ех (С, А) [и], означает, что Е содержится в ядре эндоморфиз- 
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ма группы Ех (С, А), индуцированного умножением на п в С. В случае 
С [п] = 0 последнее эквивалентно тому, что последовательность Ри 
расщепляется, как видно из утверждения 2) теоремы 53.2. в 


Теперь легко можно доказать основной результат, касающийся 
характеризации квазирасщепляющихся групп. 


ТЕОРЕМА 102.2 (К. Уокер [1]). Смешанная группа А с периоди- 
ческой частью Т является квазирасщепляющейся группой в том и толь- 
ко в том случае, когда точная последовательность 


0 Т—А-—А/Т-—0 (2) 


служит представителем элемента конечного порядка в группе 
Ехё (А/Г, Т). 


Если последовательность (2) — представитель элемента конечного 
порядка п, то в силу второго утверждения леммы 102.1 точная после- 
довательность 


0-> Т-> яд + Т> иА- ТТ 0 (3) 


расщепляется. Поскольку ПА = А -- Т = А, это означает, что А — 
квазирасщепляющаяся руппа. 

Обратно, пусть А — квазирасщепляющаяся группа, т. е. некоторая 
группа В, где Т = ВипА == В = А при некотором п, расщепляется. 
Тогда Т выделяется прямым слагаемым в группе яА - Т и (3) — 
расщепляющаяся последовательность. Из леммы 102.1 следует, что 
последовательность (2) — представитель элемента из Ех+ (А/Т, Т) п]. а 


Мы можем теперь получить результат, который показывает, что 
счетные квазирасщепляющиеся группы обязательно расщепляются. 


ПрРеЕдложЕниЕ 102.3 (К. Уокер [1]). Пусть А — квазирасщепляю- 
щаяся смешанная группа, причем факторгруппа А/Т счетная. Тогда 
группа А расщепляется. 


Положим ( = А/Т и рассмотрим точную последовательность 


0 6—6-— С/рС — 0, где р — простое число и цв: в=* ре при 
2 ЕС. В индуцированной точной последовательности 


Ном (@, Т) —> Ех4 (@/рб, Т) > Ех (@, Т) ^ Ех (, Т)> 0 


гомоморфизм и* — также умножение на р. Если мы можем показать, 
что Кег и* = 0, то Ех+ (С, Т) [р] = 0, т. е. Ех (@, Т) — группа без 
кручения, и наше утверждение сразу будет следовать из теоремы 102.2. 
Достаточно показать, что 6 — эпиморфизм. Идея доказательства 
восходит к работе Бэра [11]. 

В силу счетности группа С является объединением возрастающей 
цепочки (с... ЕОс ... таких сервантных подгрупп, что 
г (С,) = п при любом п. Пусть В» есть р-базисная подгруппа груп- 
пы С», причем В, =... = В, = .... Мы хотим показать, что для 
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данной р-группы э всякий гомоморфизм п: @ —> 5/рэ можно поднять. 
до гомоморфизма &: С-—> 5. Поскольку рб = Кеги и 0(,./р(, = 
= В„/рВ„, ограничение \„ = 1 | В» можно поднять до гомоморфизма 
ф„: В, —=о, образ которого конечен, так что ф„ можно рассматривать 
как гомоморфизм &: С@„->5. Более того, В„ — прямое слагаемое 
в В, следовательно, #4, можно выбрать как продолжение &,. 
Таким образом, имеется единственный гомоморфизм &: @—>5, для 
которого & | С, == &, при всех п, и он, очевидно, удовлетворяет нашим 
требованиям. 

Докажем, наконец, что б — эпиморфизм. Пусть представителем` 
элемента из Ех* (С/рС, Т) служит верхняя точная строка диаграммы. 


0—Т—>5 — (/ра-—>0 
и ТЕ | 
0-66-56 606—0 


Так как < — периодическая группа, то в силу доказанного выше: 
существует такой гомоморфизм &Ё, что правый квадрат коммутативен. 
Отсюда следует, что существует гомоморфизм фр, превращающий левый 
квадрат в коммутативный. Образ этого р при гомоморфизме 6 совпадает 
с данным элементом из Ех (С(/рС, Т). а 


Упражнения 


1. Для каждого целого п >> 0 группы А илА одновременно являют- 
ся или не являются квазирасщепляющимися группами. 

2. Пусть группы А и А’ содержат такие изоморфные подгруппы В 
и В’ соответственно, что лА = В = Аи мтА' == В’ <= А’ при некото- 
рых положительных т, ПЕ 7. Тогда группа А является квазирас- 
щепляющейся в том и только в том случае, когда группа А’ квази- 
расщепляющаяся. 

3. Показать, что смешанная группа А является квазирасщепляю- 
щейся группой тогда и только тогда, когда она входит в коунивер- 
сальный квадрат 


Дазаеа О 
. } 
ТтТ——>В, 
где Г — периодическая группа, @ — группа без кручения и группа В 


ограниченная. 

4. Пусть Д — такая смешанная группа с периодической частью Т, 
что группа А/(рА + Т) конечна при любом простом числе р. Если 
группа А квазирасщепляющаяся, то А расщепляется. [Указание: 
доказательство предложения 102.3.] 


5 (К. Уокер [1]). Точная последовательность Ё: а В 


В 
— С —-0 служит представителем элемента конечного порядка из 
Ех{ (С, А) в том и только в том случае, когда существует целое число» 
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и > 0, для которого последовательность 


0 АКА [п] > («А--яВ) ад т) 56-0 (4) 


точна и расщепляется. Здесь ©: а -|- А [м] + аа + аА [и] и В Ь- 
—- “А [им] => ВЬ. [Указание: если нижняя строка в диаграмме (1) 
расщепляется. использовать правый обратный к В, чтобы получить 
правый обратный к В; если последовательчость (4) расщепляется, 
то Е лежит в Ех (С, А) [и?].] 

6 (К. Уокер [1]). Доказать второе утверждение леммы 102.1, заменив 
условие С [п] = 0 условием А [и] = 0. 

7. Показать, что группа А не обязана расщепляться, если она 
содержит расщепляющуюся подгруппу В, для которой А/В — счетная 
ограниченная группа. 

8 (Гриффит [7|). Пусть С — такая группа без кручения, что всякое 
расширение произвольной периодической группы с помощью груп- 
пы С является квазирасщепляющимся. Показать, что группа С должна 
быть свободной. [Указание: провести рассуждения, аналогичные 
доказательству теоремы 101.1; здесь оф = пф при некотором целом 
п > 0.1 

9 (Гриффит [7]). Пусть для группы С условие Ех+ (Ц, Т) =0 
выполняется при всех примарных группах Т. Показать, что всякое 
квазирасщепляющееся расширзние периодической группы с помощью 
группы С обязательно является расщепляющимся. [Указание: $ 101, 
упр. 4.1 
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Рассмотрев расщепляющиеся и квазирасщепляющиеся смешанные 
группы, мы переходим к структурной проблеме смешанных групп 
в целом. Как отмечалось, на получение структурной теоремы мы можем 
надеяться лишь в случае смешанных групп, у которых периодические 
части и факторгруппы по ним могут быть достаточно хорошо охарак- 
теризованы с помощью инвариантов. К настоящему времени известно 
очень немногое. 

Исключение составляют группы ранга без кручения 1. Этот и сле- 
дующий параграфы посвящены таким группам. 

Изучая структуру р-групп и групп без кручения, мы видели, что 
исключительно важно иметь инварианты, связанные с элементами 
и описывающие их поведение по отношению к делимости на целые 
числа: индикатор [5 65|] и характеристику [$5 85] соответственно. 
Мы объединим сведения, получаемые с помощью этих инвариантов, 
в высотной матрице Ч (а), которую определим сейчас для элементов а 
произвольной группы А [см. Ротман [2], Меджиббен [6], Мышкин [5]]. 

Пусть ри, ..., р», ... — пПоследовательность всех простых чисел 
в порядке возрастания. Для данного элемента а группы А мы обозна- 
чаем через Йр (а) обобщенную р-высоту элемента ав А, определенную 
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в $ 37, т. е. 
йух (а) =о0, если а р? А\ рб+1А, где о —порядковое число. 


В случае аб р"А = р""!А мы, как обычно, полагаем й* (а) = осо 
и считаем, что оо больше всякого заданного порядкового числа. Мы свя- 
зываем с элементом а высотную матрицу Н (а), а именно следующую 
бесконечную матрицу 


р, (@) Иь, (ра) ... Вр, (рга) ... 


Пр, (а) Пр, (рта)... ый (ра)... = [бил] 


Н (@) = 


элементы которой — порядковые числа. Итак, элемент од», стоящий 
в п-й строке и К-м столбце матрицы Н (а), — не что иное как обобщен- 
ная р„-высота элемента р*а при всех п =1,2,... ик =0, 1,2,...; 
п-ю строку матрицы Н (а) назовзм р„-индякатором элемента а. 
Читатель сразу увидит, что п-я строка матрицы Н (а) — для р„-группы А — 
это в точности индикатор элемента а, в то время как другие строки состоят из одних 
символов со и, таким образом, не дают никакой дополнительной информации 
об элементе а. С другой стороны, для групп без кручения А всегда имеем Ар (ра) = 


—= Ир (а) -- 1, так что в этом случае первый столбец матрицы А содержит в себе 
те же сведения, что и вся матрица Н (а). 


Следующие замечания непосредственно вытекают-из определения: 


а) Н (а) = Н (—а) для всех аЕД; 
6) матрица Н (р„а) получается из матрицы НИ (а) путем замены 


п-й строки 0, ..., Оль, ... Матрицы Н (а) строкой общ, ... 
‚› Оп, Вы, г 
в) элемент рм ... рта делится на Целое число т = ри... рт 
тогда и только тогда, когда [; < 0, о 


г) если а — элемент конечного порядка, то почти на всех местах 
в матрице Н (а) стоит символ оо; 

д) матрица Н (а) состоит из одних символов со в том и только 
в том случае, когда элемент а лежит в делимой части группы А; 


е) элемент а принадлежит 0-й ульмовской подгруппе А” группы А 
тогда и только тогда, когда бо > 0 для всех п; 

ж) ели А =В ФС и а=б-с (ЕВ, СЕС), то Н (а) = 
= ша (Н (5), Н (с)), где «пил> означает поэлементное взятие мини- 
мума. 


Пример. Пусть Т — неограниченная сепарабельная р-группа 
со 


и В — ее базисная подгруппа. Представим В в виде В = ® Вм, 
=1 
где Вт, == 0 — прямая сумма циклических групп одного и того же 


порядка р"; ит < т, <.... Группу Т мы считаем вложенной 
|в качестве сервантной подгруппы] в р-адическое пополнение В груп- 
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пы В. Пусть (14, .... 1, ...) — возрастающая последовательность 


неотрицательных целых чисел. Г руппа В содержит элемент а беско- 
нечного порядка, для которого И* (р*а) = |+, тогда и только тогда, 
когда при 1 +1 < [а число [+ — | совпадает с одним из чисел т;. 
Необходимость доказывается так же, как в лемме 65.3 [см. также 
утверждение 2) ниже. При доказательстве достаточности мы можем, 
очевидно, ограничиться рассмотрением случая, когда каждое из 
чисел 1; равно некоторому числу [, | 1. Пусть для каждого { выбран 
элемент нулевой высоты В; Е Вт. Сравнивая [, с т;, мы можем напи- 
сать 


<... ЗА -1 <= +1531 <...<й-1 < т, = 
=, 4-15, < га 


где К, <...< К; <... и между т; и т;.. числа [, возрастают ровно 
на |. Таким образом, 54, — А гы <, — А: .... ОТкуда следует, 
что элемент 


а = (рбн р", ..) р В Е) ЕВ 


имеет высоту [. Так те т; ‚АЕ; при |< то первые # 
координат элемента р“ равны очевидно, нулю, и Йь (ра) =... 
Отсюда сразу следует, что /* (ра) =[, для любого #. 


Пусть А— произвольная группа. Если а, 6-— элементы бесконеч- 
ного порядка в группе А и для некоторых целых чисел г, $5520 вы- 
полняется га==56, то из свойства 6) легко заключить, что и-е строки 
матриц Н (2) = [он] и И[5] =[6;.„]| могут отличаться друг от друга 
только в случае, когда р»|т5, причем для этого р, должны найтись 
такие целые числа [, т—0, что выполняется условие 


Оп, +1 = Оп, в+т При всех Е (1) 


Учитывая сказанное, две (® Х ®)-матрицы [0%„|] и [©,„| назовем 
эквивалентными, если п-е строки обеих матриц совпадают для почти 
всех п, а для каждого из оставшихся п найдутся такие неотрицатель- 
ные целые числа [, т (зависящие от п), что выполняется условие (1). 

Заметим, что высотные матрицы элементов, лежащих в одном 
и том же смежном классе по периодической части группы А, экви- 
валентны. 

Если ранг без кручения группы А равен |, то любые два элемента 
а, БЕА, имеющие бесконечный порядок, зависимы, и, значит, их 
высотные матрицы Н (а) иН (5) эквивалентны в указанном смысле. 
Следовательно, группе А можно сопоставить однозначно определенный 
класс эквивалентности матриц, который мы обозначим через Н (А). 

Наша ближайшая цель — выяснить, какие из матриц могут быть 
высотными матрицами элементов бесконечного порядка в смешанных 
группах с заданной редуцированной периодической частью Т. Без 
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потери общности мы можем ограничиться рассмотрением групп А 
ранга без кручения 1. Действительно, пусть @ — смешанная группа 
с периодической частью Т и а ЕС — элемент бесконечного порядка. 
Тогда найдется наименьшая сервантная подгруппа А группы С, 
содержащая как Т, так и а, а именно А/Т = (а - Т), в группе С/Т. 
Высотные матрицы элементов из А одинаковы в группе @ и в под- 
группе А. Это сразу видно из следующего простого замечания. 


ЛЕММА 103.1 (Меджиббен [6]). Если А — такая подгруппа груп- 
пы Ц, что СГА — группа без кручения, то выполняется условие 


р°А = АГ рб для всех порядковых чисел в и всех простых чисел р. 
(2) 


Если выполняется условие (2), мы говорим, что А — изотипная 
подгруппа группы С [см. 5 80]. Если же это условие выполняется для 
одного простого числа р, подгруппа А называется р-изотипной в груп- 
пе Ц. 

Чтобы доказать, что подгруппа А изотипна в Ц, как только С/А — 
без кручения, воспользуемся трансфинитной индукцией по о. Ввиду 
определения подгруппы р°5@ для предельных порядковых чисел о, 
достаточно показать, что если условие (2) выполняется для ©, то оно 
выполняется и для о -- 1. Пусть а АП рб+:0 иа = ро для неко- 
торого 2 Е Р°Ц. Тогда Е А, так как С/А — группа без кручения. 
Таким образом, СА [| рб = рбА и, значит, аб р°А. щ 


Пусть А — смешанная группа ранга без кручения | иаЕ А — 
элемент бесконечного порядка. Через Т„ обозначим р„-компоненту 
группы А. Из определения сразу видно, что для высотной матрицы 
Н (а) = [0»»| выполняется условие 


|1) для каждого п 


О бе бо 


причем равенство возможно лишь в случае, если, начиная с некоторо- 
го Е, выполняется бть = бл, вм = ... = ©. 


В соответствии с $ 65 мы говорим, что между опк И 0п, в имеется 


скачок, если опь + |1 < 0,,,ы. Применяя лемму 65.3, получаем 
условие 


2) если между обпъь И 0%, ва имеется скачок, то о„к-й инвариант 
Ульма — Капланского группы Т, отличен от нуля. 


Из леммы 37.2 сразу следует, что р„-длина группы А не может 
превосходить Л„ + ®, где А, является р„-длиной группы Т»„. Если 


^, ь 
группа р»”А является р„-делимой, то р„-длина не может превосходить 
^,. Таким образом, для каждого п выполняется условие 
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3) если бк 5Е со при всех Е, то 
бл, << ЛМ - ® для каждого К, 


если же 0%: = со при некотором [, то опь < А, для всех опь = ©. 


Имеется еще одно условие, которому должна удовлетворять матри- 
ца Н (а). Чтобы получить его, докажем сначала простую лемму. 


ЛЕеммА 103.2. Пусть А — редуцированная нерасщепляющаяся сме- 
манная группа ранга без кручения 1 и Т — ее периодическая часть. 
Существует изоморфизм Фф из группы А на некоторую подгеруппу 
группы Ех (0/0, Т), причем ограничение ф | Т является каноническим 
вложением Т— Ех (0/2, Т). 


Сначала рассмотрим естественное вложение Т — Ех (0/7, Т) [см. 
лемму 55.1]. В силу теоремы 58.2 это отображение можно расширить 
до гомоморфизма ф: А — Ех (0/7, Т). Очевидно, Кег ф — группа 
без кручения, откуда следует, что в случае, когда Кег ф = 0, группа 
п ф периодическая. Последнее означает, что ф отображает А на Т, 
и, значит, Т — прямое слагаемое в А, что противоречит условию. 
Таким образом, ф — мономорфизм. а 


Пусть о — произвольное порядковое число. Тогда 0-я ульмовская 
подгруппа! Ех (0/2, Т)’ группы Ех (0/2, Т) изоморфна прямой 
сумме Ех (0/7, Т°) Ф Нот (0/7, Н‹), где группа Но определяется 
так же, как в предложении 56.5. Допустим, что рт Тр = 0 при неко- 
тором и; тогда группа ри Ех (0/7, Т°) должна быть р»„-делимой. 


Пусть о > 1. Если о — | существует и группа То‘ периодически 
полная, то р„-компонента группы Но. равна нулю, следовательно, 
группа Нот (0/0, Н‹) должна быть р„-делимой. Это же верно, если 


о — предельное порядковое число и Т„/Ть — периодическая часть 
группы Гпо = Ит Т»/Гь (о -+ 0). Мы получаем следующее необходи- 
<=— 


мое условие: 


4) если при Г п найдется такое целое число т > 0, что 
с 
р» Т» =0, аТ», °— периодически полная группа или Т»/Ти — перио- 
дическая часть группы Пт Т./Ть (©-—> о) [в соответствии с тем, 
=—— 


каким является порядковое число о — непредельным или предельным], 
по бик 5 со влечет за собой 


оп» < тах (Л. ©). 


Число в в последнем неравенстве нужно для того, чтобы не опустить 
случай, когда /^„ — конечное порядковое число [и Т„ — прямое 
слагаемое в 4]. 

Теперь мы убедимся в том, что условия 1)—4) дают достаточное 
количество сведений о высотных матрицах. 
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ТЕоОрЕмМА 103.3. Пусть Т — редуцированная периодическая группа 
и М = [0%,]| — ® Х ®-матрица, элементы которой — порядковые чис- 
ла или символы со. Смешанная группа А с периодической частью Т, 
имеющая ранг без кручения 1 и содержащая такой элемент а бесконеч- 
ного порядка, что 


Н (а) = 


существует в том и только в том случае, когда матрица М удовлетво- 
ряет условиям 1)—4). 


Прежде всего локализуем доказательство достаточности, показав, 
что наше утверждение верно, если для каждого и существует смешан- 
ная группа А’ со следующими свойствами: ее ранг без кручения 
равен |, ее периодическая часть — это р„-компонента Т„ группы Т; 
наконец, она содержит такой элемент а„ бесконечного порядка, что 
п-я строка матрицы Н (а„) совпадает с я-й строкой матрицы М, а ос- 
тальные элементы матрицы Н (а„) являются символами со. Допустим, 
что такие группы А„ существуют. Тогда мы можем образовать их пря- 


мое произведение @ = А». Периодическая часть группы С в точ- 


п 
ности совпадает с Т. Для произвольных порядкового числа о и целого 
числа п имеем 


реа = р?А,Ф [[ А, 


42% 
Отсюда сразу следует, что М — высотная матрица элемента а = 
— (а, ..., а», ...) в группе @. Если в качестве А взять единствен- 


ную сервантную подгруппу группы С, которая содержит как Т, так 
наи имеет ранг без кручения 1, то ввиду леммы 103.1 мы можем 
\ тверждать, что высотные матрицы элемента а в группе С и в группе А 
совпадают. 

Итак, в оставшейся части доказательства мы должны иметь дело 
лишь с одним простым числом. Пусть Т — редуцированная р-группа 
р-длины А и (0.,..., 0, ...) — Последовательность порядковых 
чисел, удовлетворяющая условиям 1)—4). Мы хотим построить сме- 
шанную группу А с периодической частью Т, имеющую ранг без 
кручения | и содержащую такой элемент а бесконечного порядка, 
что последовательность (0, ..., би, ...) является р-индикатором 
этого элемента, а для всех простых чисел д == р должно выполняться 
4А = А. Мы различаем несколько случаев. 

а) Существует номер А, для которого в, = со, и Е — наименьший 
среди таких номеров. По свойству 1) имеем 


бу 9. < ... < 0-1 < 0, = ©0 = 0441 = гие: 


Из свойства 2) и леммы 65.3 мы получаем, что существует элемент 
ХЕТ, индикатор которого совпадает с последовательностью 
(0, 0б1,..., был, 00). Если положить А = Т ФО и взять произ- 
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вольный ненулевой элемент у Е 0, то элемент а = х -| у будет таким, 
как требуется. 

Начиная с этого места, мы можем считать, что все порядковые 
числа о, отличны от со. 

6) Существует номер А, для которого в» > А, и Е — наименьший 
среди таких номеров. В силу свойства 2) мы получаем в этом случае, 
что 0+; = 9; + | при | = 0, 1,2, .... Таким образом, если А, < о, 
то в группе А = Т ФО найдется элемент с данным индикатором. 
Если же ^ > ®, рассмотрим группу С = ЕхЕ (7 (р®), Т). Ввиду 
предложения 56.5 условие 4) гарантирует, что группа С обладает 
последней отличной от нуля ульмовской подгруппой, которая содер- 
жит элемент у с индикатором (^, ^ 1, ...). Далее, в силу усло- 
вия 3) при | =К, Е +1, ... имеем о, < А - ®, так что, пользуясь 
леммой 65.3, нетрудно отыскать элемент а = х -- р’и [для подходя- 
щих хЕТ иг > {], обладающий требуемым свойством. 

в) В дальнейшем будем считать, что о» < А. Допустим, что в после- 
довательности 0%, 01, ... имеется лишь конечное число скачков, 
и последний скачок находится, скажем, между 0,1 и о». Ввиду усло- 
вия 2) и леммы 65.3 существует такой элемент х Е Т, что его индикатор 
совпадает с последовательностью (бу, ..., бь 1, со). Найдется такое 
порядковое число и, что фи < 0; < ® (и + 1) при 7 >Е. Рассмотрев 
группу С из п. 6), мы видим, что можно найти элемент д Е С" [бесконеч- 
ного порядка] с индикатором (0%, о, -+- 1, о» +2, ...). Выберем 
элемент и Е С, для которого р^у = вий* (и) + Ё < ое. Тогда элемент 
а = х - у обладает данным индикато›ом. 


г) Если в последовательности 0%., 01, ... имеется бесконечное 
число скачков, то пусть они находятся между о», И ©», где 0—< 
< Е <Е. <... . Сразу видно, что р = $ир о» — предельное поряд- 


ковое число. Снова пользуясь леммой 65.3 и условием 2), мы можем 
для каждого Е найти элемент х; ЕТ, индикатор которого есть 
(бобы ее Обь, 1, со); более того, можно считать, что х; — х; 6 


Е р ®2Т. Таким образом, существует элемент в из Е = Ит Т/р°Т(о —5), 
<=— 


который переходит в х; при каноническом отображении Е — Т/р”:Г 
для каждого #. Отсюда следует, что индикатор элемента 5 не превос- 
ходит (0,,..., ба, ...). По лемме 37.1 с помощью трансфинитной 
индукции мы получаем, что обратное неравенство также верно. Легко 
видеть, что существует такая подгруппа Н группы Е, что БЕЛ, 
группа Т* = Т/реТ является периодической частью группы Н 
и Н/Т* = 0. Определим группу С с помощью коммутативной диаграм- 
мы © точными строками 


0—Т —> а Н/Т* >00 


И | 


0—7*—Н-— Н/Г* 0 
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в которой 1р: Т — Т* = Т/реТ — естественный эпиморфизм. Если 
элемент а С С переходит в элемент В Е Н при С — Н, то а имеет тот 
же индикатор в С, чтоиф в Н. 

Доказательство теоремы завершено. а 


Упражнения 


1. Доказать неравенство треугольника для высотных матриц: 
Н (6+ с) >ша (Н (5), Н (5)), 


2. Исследовать поведение высотных матриц при переходе к под- 
группам, к сервантным или изотипным подгруппам, К эпиморфным 
образам. 

3. При данной высотной матрице Н (а) найти характеристику 
х(@- Г). 

й п 

4. Положим А = (4%, 4, .... а, ...) где рта = р’а, при 
ОА, < ЕЁ. <... ик < и. Найти высотную матрицу элемента 0%. 

5. Показать, что произвольная матрица [6%], состоящая из поряд- 
ковых чисел, является высотной матрицей некоторого элемента беско- 
нечного порядка в подходящей смешанной группе тогда и только тогда, 
когда выполняется условие 1). 

6 (Меджиббен [6], Мышкин [5]). Если Т — счетная группа, то 
в теореме 103.3 условие 4) может быть опущено. 

7. Пусть Т — неограниченная счетная редуцированная р-группа. 
Показать, что существует множество мощности континуума неизо- 
морфных расширений группы Т с помощью группы @. 

8 (Страттон [1]). Показать, что лемма 103.2 неверна для групп без 
кручения А ранга 2, даже если предположить, что А не имеет слагае- 
мых без кручения, отличных от нуля. [Указание: А = (В ФС, 
9" (6 + с)), где В — группа без кручения ранга |, С — смешанная 
нерасщепляющаяся группа ранга без кручения 1, периодической 
частью группы С является р-группа Т, причем В и С/Т суть р-делимые 
группы, а группа А/Т неразложима.] 

9. Для данной периодической группы Т описать высотные матрицы 
элементов из Ехй (0/7, Т). 
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В этом параграфе мы докажем структурную теорему для смешан- 
ных групп А ранга без кручения 1. Мы покажем, что если периодиче- 
ская часть Т такой группы А является счетной группой или, в более 
общем случае, прямой суммой счетных групп, то инварианты группы ТГ 
вместе с классом эквивалентности Н (А) образуют полную систему 
инвариантов группы А. Способ рассуждений будет аналогичен тому, 
который использовался в $ 77 и 83. 

В соответствии с определением собственного элемента в $ 77 и 86 
элемент аЕ А назовем р-собственным относительно подгруппы СЦ 
группы А, если он имеет максимальную р-высоту среди элементов 
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смежного класса а -|- Ц. Последнее, очевидно, эквивалентно равенствя 
высот И* (а) и И* (а | С) [первая берется в А, вторая — в А/Ц]. 

Доказательство основной теоремы опирается на следующие да 
леммы. 


ЛЕмМмМА 104.1 (Ротман [2], Меджиббен [6]). Пусть С — конечна 
порожденная подгруппа редуцированной смешанной группы А, имею 
щей ранг без кручения 1. Для любого элемента а Е А\\С при условии: 
что р"аЕес (т > 1), смежный класс а-Ё С содержит элемент, р- -соб, 
ственный относительно (. 


Доказательство достаточно провести для случая @ = (5) ® ЕЁ, где 
0 (5) = <, а Е — конечная р-группа. Мы можем написать р’а = 
—= р’зо при (р, $) =Ги Ёп. 

Наше утверждение докажем от противного. Допустим, что суще- 
ствует бесконечная последовательность таких элементов [5 - е„ 
(Ц ЕС, ев. ЕЁ) из С, что 


Ир (а) < (а 12-е) < 1 (а-+ [12 -е-4) при п=1,2,.... 


Можно считать без потери общности, что е =... =е = ..., 
а так как элемент а можно заменить на элемент а -{+ е!, то нам остается 
рассмотреть только последовательность вида [6 (п=1,2,...). 


По неравенству треугольника Из ([15) = Из (а) для всех п, откуда 
следует, что найдется А > 0, для которого при всех п выполняется 
[, = р», где ($, р) = Г. Отметим, что /* (112) = Й* (р'5). 


Если г Р-НЬ то 
из (а р") < В (р'а- р") = 1% (р’зе-- рта) = 15 (р"в), 


где и = ши (г, Е - И. Мы пришли в противоречие с тем фактом, что 
в силу равенства 


Пр (1+1 — 1) 8) = Яр (а-- а) 


наиболышая степень р, на которую делится [1-1 — [., возрастает 
с возрастанием п. Если г = А -- Ь то элемент а можно заменить 
на элемент а — р*зс и, таким образом, можно считать, что р'а = 0. 
Тогда неравенства #* (а -- р*з„а) < №* (р, в) = В (6) приво- 
дят к аналогичному противоречию. а 


Будем говорить, что изоморфизм $: С —> Н между 4 = АиН = С 
сохраняет высоты, если 


р (ф5) = Ир (5) 


для всех элементов © ЕС и всех простых чисел р, где высоты берутся 
в С ив ДА соответственно. 


ЛЕмМмА 104.2 (Ротман [2]). Пусть А и С — редуцированные группы 
с одинаковыми инвариантами Ульма — Коапланского для некоторого 
простого числа р, и пусть С и Н — конечно порожденные подгруппы 
групп А и С соответственно, имеющие ранг без кручения 1. 


$ 104. Смешанные группы ранга без кручения 1 243 


Если $: в —> Н — изоморфизм, сохраняющий высоты, и если 
аЕА“\\ С, причем раЕ С, то ф можно расширить до сохраняющего 
высоты изоморфизма ф’: (Сб, а)— (Н, с), где элемент с ЕС выбран 
подходящим образом. 


Благодаря лемме 104.1 без потери общности можно считать, что 
элемент а является р-собственным относительно @. Совершенно так 
же, как в доказательстве леммы 77.|, можно найти элемент СЕС, 
удовлетворяющий следующим условиям: с@Н, рсЕН, ф (ра) = ре, 
и» (а) = Их (с) и элемент с имеет максимальную высоту среди элемен- 
тов смежного класса с + Н. Мы утверждаем, что если (К, р) = 1, 
то И* (Ва -- в) = #* (Ес + $5) для всех простых чисел 4. При 9 =р 
это сразу следует из того, что оба элемента а и с являются р-собствен- 
ными относительно @ и Н соответственно. При 4 == р имеем 


из (Еа- в) = йа (рка- рё) = йа (рюс- рфё) = йа (Ес - 8). 
Наконец, изоморфизм ф’ определяется тем, что переводит а В с. в 


Теперь нетрудно получить структурную теорему для счетных 
смешанных групп ранга без кручения 1. 


ТЕОЕРМА 104.3 (Роман [2], Меджиббен [5], Мышкин [1]). Пусть А 
и С — счетные смешанные группы ранга без кручения 1. Группы А 
и С изоморфны тогда и только тогда, когда: 

1. их периодические части Т (А) и Т (С) изоморфны и 

2. высотные матрицы Н (А) и Н (С) эквивалентны. 


Ввиду наших рассмотрений в $ 103 нам нужно убедиться лишь 
в том, что условия теоремы достаточны. Допустим, что выполняются 
условия | и 2 и, кроме того, группы Т (А) и Т (С) редуцированны. 
Если группа А не является редуцированной, то А = Т (А) ФФ 
и из эквивалентности высотных матриц легко получить, что С = 
— Т (С) Ф 0. Итак, пусть А и С — редуцированные группы. В силу 
эквивалентности высотных матриц существуют элементы с Е Аий ЕС, 
имеющие бесконечный порядок и одинаковые высотные матриц ы. Это 
означает, что соответствие 5 -> й индуцирует изоморфизм $: (5)— (И), 
сохраняющий высоты. Так как А и С — счетные группы с одинако- 
выми инвариантами Ульма — Капланского для всех простых чисел, 
то, пользуясь леммой 104.2, изоморфизм ф можно продолжить [присое- 
диняя шаг за шагом элементы из А и С попеременно] до изоморфизма 
между группами А иС [ср. доказательство ульмовской теоремы 77.3]. в 


Последний результат легко распространяется на случай, когда 
периодические части являются прямыми суммами счетных групп. 


СлЕдствиЕ 104.4 (Меджиббен [6]). Смешанные группы ранга без 
кручения 1 изоморфны, если их периодические части являются изоморф- 


ными прямыми суммами счетных групп, а их высотные матрицы 
эквивалентны. 
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Пусть А и С — группы с указанными свойствами. Путь @ — 
счетная сервантная подгруппа группы А, содержащая элемент беско- 
нечного порядка [см. предложение 26.2]. Тогда подгруппа @ ГП] Т (А) 
содержится в счетном прямом слагаемом И’ группы Т (А). Пусть 
Т (А) =И’Ф5. Так как А = (С, Т(А)), то А=ИФ5, где 
И = (С, И’ > — счетная группа, а 5 — периодическая группа. Анало- 
гично, С = У ФТ, где У — счетная группа, а Т — периодическая 
группа. Ввиду структурной теоремы 78.4 для прямых сумм счетных 
р-групп без потери общности можно считать, что Т (И) = Т (ТУ) 
ио = Т. Поскольку высотные матрицы любого элемента бесконечного 
порядка одинаковы в группе А и в подгруппе И [в группе С и в под- 
группе У], мы получаем по теореме 104.3, что группы А и С изоморф- 
НЫ. а 

Уоллес [1] распространил структурную теорему на случай, когда периоди- 


ческие части являются тотально проективными группами. Меджиббен [6] доказал 
этот результат для групп с периодически полными периодическими частями. 


В общем случае изоморфность периодических частей и эквивалент- 
ность высотных матриц не дают изоморфности самих групп. Это иллю- 
стрируется следующим примером. 


Пример (Меджиббен [6]). Пусть В — неограниченная счетная прямая 
сумма циклических р-групп и В — соответствующая периодически полная груп- 
па. Существует такая сервантная подгруппа Т группы В, что В = Т и В/Т = 
= 7 (р). Из предложения 56.5 следует, что Ех (7 (р), Т)! = Ном (2 (р®), 
2 (р>)) = У». Таким образом, найдется такая подгруппа Н группы Ехё (2 (р®), 
Т), что ТСН, Н/Т = 9 ий! -= 0. Аналогичным образом получим такую под- 
группу С группы Ех+ (2 (р), В), что В < (0, С/В = Ои 0* +2 0. Легко видеть, 
что существуют такие элементы ЕО, ПЕН бесконечного порядка, что 
й% (рёо) = о А = #* (р№й) при Е = 0, 1, ..., так что высотные матрицы 
Н (4) иН (С) для групп А = (ФТи С = Н ФВ эквивалентны. Кроме того, 
Т (А) = ВФТ = Т (СО). Чтобы показать, что группы А и С не являются изо- 
морфными, докажем следующие свойства: 


1) Н/Н!=В; 2) 6/0 =в; 3) ВФТВФВ. 
Свойство 1) следует из того факта, что если Т — сервантная подгруппа сепа- 


рабельной р-группы $, причем 5/Т = 1 (р°®), то $ =В [см. $ 68, упр. 15]. 
Поскольку С/Ц" — счетная сепарабельная р-группа и группа В изоморфна неко- 
торой сервантной подгруппе группы С/С", факторгр уппа по которой есть 7 (р°°), 
свойство 2) следует из предложения 68.3. Наконец, по теореме 73.7 в случае 


В ФТ = В ФВ группа Т была бы прямой суммой периодически полных 
р-групп, что, очевидно, невозможно. 


Упражнения 


1. Две счетные смешанные группы ранга без кручения | обяза- 
тельно изоморфны, если каждая из них изоморфна изотипной подгруп: 
пе другой. 

2. (Меджиббен [6]). Пусть А, С — смеша нные группы ранга без 
кручения |, а ф — изоморфизм между сервантной смешанной под- 
группой С группы А и сервантной подгруппой Н группы С. Если 
ограничение ф' | Т (С) можно расширить до изоморфизма между Т (А) 
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и Т (С), то ф можно расширить до изоморфизма между А и С. [Указа- 
ние: очевидное отображение. | 

3 (Меджиббен [6]). Пусть А и С — такие смешанные группы ранга 
без кручения 1, что Т (А) и Т (С) — изоморфные периодически пол- 
ные группы, а матрицы Н (А) и Н (С) эквивалентны. Доказать, что 
А = С [Указание: применить упр. 2, где Т (С) — базисная подгруппа 
группы Т (А).] 

4 (Ротман и Йен [1]). Пусть Т — редуцированная периодическая 
группа с конечными инвариантами Ульма — Капланского, и пусть 
АД, С — счетные смешанные группы ранга без кручения 1. Показать, 
что А Ф Т=С ФТ влечет за собой А = С. 

5 (Ротман [2]). Пусть А и С — счетные смешанные группы ранга 
без кручения 1, причем А ФА = С ФС. Доказать, что А = С. 

6 (Меджиббен [6]). Пусть А — счетная смешанная группа ранга 
без кручения 1. Группа А расщепляется тогда и только тогда, когда 
почти каждая строка высотной матрицы не имеет скачков, никакая 
строка не имеет бесконечного числа скачков и строка, содержащая 
не только целые числа, обязательно содержит и символ со. 
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Часто можно столкнуться с проблемой построения групп по опре- 
деленным составляющим. В этом параграфе мы изучим такое построе- 
ние для групп с заданными последовательностями. Ульма. В $ 37 
мы уже исследовали последовательности Ульма и установили ряд 
их свойств. Но некоторые важные вопросы остались нерешенными, 
например следующие. Существуют ли группы произвольно большой 
ульмовской длины? Являются ли условия, перечисленные в теоре- 
ме 37.6, достаточными, чтобы гарантировать существование группы 
с данной последовательностью групп в качестве последовательности 
Ульма” Теорема Цыпина [теорема 76.2] дала ответ на эти вопросы для 
счетных р-групп. Мы получим полное решение для общего случая 
в теореме 105.3. 

Итак, проблема состоит в отыскании необходимых и достаточных 
условий на вполне упорядоченную последовательность групп 


Е о (1} 


для того чтобы существовала такая редуцированная группа А мощ- 
ности М, что последовательность (1) является ее последовательностью 
Ульма. Мы хотим показать, что следующие условия из теоремы 37.6 
достаточны: 


а) первая ульмовская подгруппа группы Ас равна нулю при каждом 
0 < т; 
6) > || <ш< | |Аы| 
0=с<т 0<=л<ши(о,°) 
в) Г (В+, р) < Нпг(Ао, р) для любого в 1< т и любого просто- 
го числа р;. 
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г) >» [Во р < В» ПА р для любого 0< р <т и любого про- 
р<о<т 
стого числа р. 


Напомним, что Аз, ри Во, р обозначают здесь р-компоненту и р-ба- 
зисную подгруппу группы Ас соответственно. 

Один из основных этапов построения заключается в следующей 
лемме. 


Леммл 105.1. Пусть даны произвольные оедуцированные группы 
С и Н и р-базисная подеруппа Въ группы С. Пусть т — ульмовская 
длина группы Н. Если т — непредельное порядковое число и выполнено 
условие 


г(В›)<Ниг(Н”"\) для любого простого числа р, (2) 
то существует такая [обязательно редуцированная] группа А, что 
А“=0 и А/А"“=Н. 


Прежде всего выберем для каждого простого числа р квазибазис 


в группе а относительно некоторой нижней базисной подгруппы. 
Это система элементов {а; (р), сж (р)}, связанных соотношениями вида 


ра; (р) =0; (3) 
рсл (р)=0, рсу, пн (р) = Су» (р) + зан (р) ...- зав (р) (п>1). 


Здесь $; — целые числа, в то время как [и | пробегают некоторое 
множества индексов / (р) и У (р) соответственно, причем |. (р) | = 
= Них (В). 

Затем выберем полную систему представителей {4 }кек смежных 


т-1 2 
классов группы Н по подгруппе ФН, о. Тогда каждый элемент 
р 


ЛЕН может быть записан в виде 


= а,-- > [пцац (р) +... тьа,, (р) 916 (р)... 4:6), (Р)], (4) 
Ф 


слагаемые при этом определяются однозначно, если (4, р) = Ти ни 
один из ма не равен нулю. Выберем также некоторый базис {Бру} ед) 
группы В». Очевидно, что | Г. (р) | = г (Вр). 

Определим А как группу, порожденную группой Ц и элементами 
и; (р), о» (р) [где р пробегает все простые числа] и &,, взаимно одно- 
значно сопоставленными с элементами а; (р), с» (р), Ак соответственно 
и подчиняющимися тем же определяющим соотношениям, за исклю- 
чением Того, что соотношение рс;, (р) = 0 заменяется на соотношение 


О или 
рул (р) = < некоторый Ъ, причем каждый такой элемент (5) 
6 (1Е1[.(р)) встречается только один раз. 
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Здесь 6», — элемент из А, соответствующий элементу бр; Е Ц. Заметим, 
что соотношение (5) имеет смысл ввиду условия 2). Элементы из А 
нам будет удобно записывать в виде д -|- й, гее ЕС, ай — линейная 
комбинация элементов и;, Эж И Ш. Операции над элементами из А, 
записанными в таком виде, выполняются так же, как это делается 
в группе С и как предписано определяющими соотношениями. 


Если приравнять все элементы @ нулю, то мы получим эпиморфизм 
группы А на группу Н, ядро С которого — это множество всех эле- 
ментов &, где д Е С. Чтобы убедиться в том, что С == (, возьмем дели- 
мую оболочку Р группы С. Установив сначала соответствие 2 => 2, 
мы можем последовательно приписать элементам и; (р), ож (р) и в» 


такие образы в группе О, что все определяющие соотношения будут 
сохранены. Тот факт, что это может быть сделано, доказывает, что 


отображение & => & группы С в вы А является мономорфизмом, 
С = Си, таким образом, А = = 


Очевидно, сл (р) ЕН", а в силу соотношения (5) имеем ВЕ Ат. 
Пусть подгруппе Вр соответствует подгруппа В» в группе С, и пусть 


СГУ В» — делимая часть группы А/» Вр. Из редуцированности группы 
р Р_ ны 
А/А*т следует, что С < Дт и, значит, С < С, так как группа (/> В» 

р 


делимая. Таким образом, @ <= 4*. Обратное включение сразу вытекает 
из того, что (А/@)* = Н*=0. Итак, А* == (Ц. а 


Ясно, как с помощью леммы 105.1 построить группу конечной 
ульмовской длины, если заданы ее ульмовские факторы. Следующая 
лемма показывает, что это может быть сделано в случае, когда уль- 
мовская длина равна ©. 


ЛаммА 105.2. Пусть А’, А.,..., Аж, ... — последовательность 
групп, удовлетворяющих условиям а) и в). Если м — кардинальное 
число, удовлетворяющее условию 6), то найдется редуцированная 
группа @ мощности 1 и длины ®, для которой Аз, Д1,..., Аж... — 
ее последовательность Ульма. 


Так же как в доказательстве леммы 105.1, выберем для каждого 
простого числа р квазибазис {аг (р), в (р)} группы Атр относитель- 
но некоторой нижней базисной подгруппы Вт». Затем мы также выбе- 
рем полную систему представителей {а} смежных классов группы Ат 
по ее периодической части. Определим теперь С как группу, порожден- 
ную всеми элементами и? (р), т (р) и ий [при всех р и т]. Эти эле- 
менты взаимно однозначно сопоставлены с элементами а? (р), съ (р) 
и 4’ соответственно и подчиняются тем же определяющим соотноше- 
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ниям, что и соответствующие элементы а, си 4, за единственным 
исключением: соотношение рес! (р) = 0 заменяется на соотношение 


(О для множества индексов ]| 
мощности Ип г (Атр); 
некоторый и"+! (р) или 
а т 
рот (р)=1 некоторый итт* (р), (6) 
причем каждый из элементов 
ит! (р), ит+1 (р) встречается 
только раз. 


Здесь и’+!(р) — такие элементы из А».., что множество {ит+! (р), 


ие! (р)} соответствует базису р-базисной подгруппы Втал, р, ДЛЯ КОТО- 
рой Вт.--1, › — периодическая часть. 
Пусть С‘ обозначает подгруппу группы С, порожденную всеми 


элементами и} (р), 93» (р) и и, гдез>т (т = 0,1,2,...). Тогда 
С‘ — Си с помощью индукции мы получаем из леммы 105.1 и соот- 
ношения (6), что С®/С®%, ..., С/С — ульмовские подгруппы 
группы С/С“ с ульмовскими факторами А., А:, ..., Ат_л. Следо- 
вательно, С®, С%,..., С®, ... — ульмовские подгруппы, а Д., 
А,,..., Аж, ...— ульмовские факторы группы С. Имеем также 
|С| =, где и = № |Ар |. 
т<о 


Мы переходим к определению группы О с той же последователь- 


со 


ностью Ульма, что и у группы С, но мощности } = Ц Ат |. Пусть 

т — 
лт+1: С/С” > С/С" — каноническое отображение при каждом т, 
и пусть р — обратный предел системы {С/С”, лт+!}. Так как отобра- 
жение сн> (с С... С-+ С", ...) является мономорфизмом 
группы С в группу О, то группу С можно отождествить с ее образом 
в группе О. Пусть л.: В — С/С" — каноническое отображение; 
сразу видно, что ли — эпиморфизм при т = 0, |,....С помо- 
щью простой индукции мы можем убедиться в том, что элемент 
(0, ..., Хт, ...) (Где хи Е С/С"*1) принадлежит группе О” тогда 
и только тогда, когда ху = ... = Хи = 0. Мы заключаем, что 
СПО" = С", более того, подгруппа С изотипна в группе ВР. 
Поскольку С -- О" = при каждом т, мы видим, что О/С — дели- 
мая группа и р/О”" = С(СП О") = С/С". Следовательно, группа В 
обладает той же последовательностью Ульма, что и группа С. Очевид- 
но, что группа О имеет мощность $}. 

Пусть теперь С/С — такая делимая подгруппа группы О/С, что 
| С | = м. Непосредственно по индукции получаем, что подгруппа @ 
должна быть изотипной в группе О, таким образом, (@" = "Па 
для любого т. Значит, (/@" = (@- О"/р" = О/ШО", так как 
а )”"5> С+ 0" = р. Отсюда сразу следует, что группа @ обла- 
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дает той же последовательностью Ульма, что и группа О, так что 
С — искомая группа. в 


В связи с последним доказательством необходимо сделать два 
замечания. 


Замечание |. р-цоколь группы С порождается всеми элементами 
е; — Тут 
вида р: Ш, (р) и теми элементами от(р), которые удовлетворяют 
равенству рут (р) =0 в соотношение (6). Если для фиксированного т 
последние элементы порождают подгруппу Ри, то, очевидно, 


С" [р]= Р,ФС"* [р] и С р= Ф Ри 


Более того, из определений легко получить, что 


р" [р1=Р,ФО”* [р] и рр = ПР. 


Замечание 2. Для того чтобы оценить р-ранг группы О/С, 
оценим размерность группы О [р]/С [р] [см. теорему 28.1]. Если 
группа Р» определяется как указано выше, то ввиду соотношения (6), 
очевидно, имеем |Р» | = | Аш, „|. Из этого равенства, а также из 
представления групп С [р] и р [р] в виде прямой суммы и прямого 
произведения соответственно вытекают неравенства 


@т БрИС р] пит ] | Аш, р [22 пп | Аш, р №0 =тр. (7} 
1 <т т 


Следовательно, группу С из доказательства леммы 105.2 всегда 
можно выбрать таким образом, чтобы выполнялось гр (@/С)== пит (м, ть} 
для каждого простого числа р. 

Теперь мы в состоянии доказать основной результат о построении 
групп с заданными последовательностями Ульма. 


ТЕОРЕМА 105.3. Пусть м — кардинальное число, т — порядковое 
число и (1) — последовательность ненулевых групп. Редуцированная 
гриппа А, имеющая мощность т и ульмовскую длину т и такая, что 
(1) — ее последовательность Ульма, существует в том и только в том 
случае, когда выполнены условия а) — г). 


В силу теоремы 37.6 нам нужно доказать лишь то, что если М, т 
и (1) удовлетворяют условиям а) — г), то указанная группа А суще- 
ствует. 

А) Прежде всего [единственным образом] представим число т 
В виде т = и -[ г, где и — порядковое число, а г — неотрицатель- 
ное целое число. Данную последовательность Ульма можно разбить 
на попарно непересекающиеся подпоследовательности 


а Ал, ...) Аул, ... (п < в) (8} 


типа &, где 0 < у< цв, и конечную последовательность Ави , ..- 
.. Арт, ПУстую, если г = 0. 
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Б) Для каждого порядкового числа у < ци определим группу С. 
ульмовской длины & с последовательностью Ульма (8). Положим 
5 = МИ 


ш,= У |45| при *>0. 


оу<о<т 


Заметим, что для произвольных кардинальных чисел т; (16 Г) выпол- 


няется неравенство 
Хо ® Хо 
х п: 0 и; . 
В силу теоремы 34.3 и условия г) отсюда следует, что 


р Ва 
о<0<т о<о<т р 
а р о 
р р<о<т Ь 
> (2 | В, 17° = Ар |. 


Если теперь | А» |= шт] Ас |, где узо < о (+1), то 
о 


т = У 14+ > |< 
р<о<т 


©У=0<р 
< М |41- А №< По 14. 
0У<о=р 00 < ®(У-1) 


Ввиду последнего равенства и условия 6) из условий а) и в) следует 
существование такой группы С. длины ® и мощности щ., что (8) — 
ее последовательность Ульма [см. лемму 105.2]. Это верно для всех 
У < в; если жел >> 0, то существует группа Ц, для которой Ави, ... 

.. Атрлт-1 — Последовательность Ульма. 

В каждой группе С, для всякого простого числа р выберем квази- 
базис {27 (р), су» (р)}. Затем выберем полную систему представите- 
лей {4} смежных классов группы С, по ее периодической части. 

В) Следующим способом определим теперь искомую группу А. 

Для каждого порядкового числа у< и выберем образующие 
и? (р), и (р), &, взаимно однозначно сопоставленные с образую- 
щими группы С@.,. Они подчиняются следующим определяющим соот- 
ношениям: 


1. реш (р) =0, если е=е (а: (р)); 
_ 2. роз, (р) равняется нулю или некоторому и; (р) или некоторому 
и: (р) при х>\. 
Здесь и* (р) — элементы, соответствующие элементам ай (р), где 
{а* (р), а* (р)} — базис группы Вх, р. 
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3. ро} ви (р) = 0, (р) + зи (р)... + зщ? (р) в том и только том 
случае, когда в группе @, выполняется равенство 


рс}, па (р) = с (р) - 51а, (р)... - 81а? (р); 
4. би, = - {, где {— линейная комбинация образующих 


\ 
и; (р), 9»(р) с фиксированным у [и меняющимся р]; это соотноше- 
ние выполняется в том и только том случае, когда в группе (Ц, 


выполняется равенство 4, | 4», = &-- |, где [— соответствующее вы- 
ражение для образующих а7 (р), су, (р). 


В дальнейшем будут использованы следующие факты: 
а) В силу замечания 2 можно считать, что группа @, (у< в) 
построена таким образом, что р-ранг группы @./С., равен пи (м,,, ту), где 


: хо 
= ши | Ар, р|°, 
«у<р<®(У-1) 


а группа С, соответствует группе С из леммы 105.2. 
В) Для произвольного простого числа р множество {и# (р), из (р)}, 
где х>>^, имеет мощность » г(Вои, р). Последняя не превосходит 
У<х 


мощность » | Ак„|<т,. Более того, по условию г) при каждом р, 
У<х 
заключенном между ®у и ®(у-- 1), имеем 


> г (Вьх, р) < ПП р "Ве ША =. 
р р<б р 


У<х 
Следовательно, можно считать, что в соотношении 2 мы полагаем 


рой (р) = 0, как только су (р) Е С., и при каждом фиксированном \ 


каждый из элементов из (р), и; (р), где х >, встречается не более 
одного раза. 

Г) Докажем, что группа А, определенная в п. В), удовлетворяет 
всем требуемым условиям. 

Ясно, что произвольный элемент а С А можно записать в виде 
суммы а = х\, =... - ху, Где м <... «ув причем каждый 
элемент х, соответствует ненулевому элементу &,Е@ вида (4). 
Мы утверждаем, что а = 0, если Ё > 1. Приравняв нулю все образую- 
щие с верхними индексами, большими, чем у, мы видим, что доста- 
точно показать, что ху, 5 0, если 5. 5 0. Так же как в доказатель- 
стве леммы 105.1, в этом можно убедиться, продолжив вложение 
С, — Е группы С.. в ее делимую оболочку Е до гомоморфизма А - Е. 

Из условия в) заключаем, что и, < м для любого %, а также 


[< |< м. Отсюда ш=щм < [А | = У, п, < м.м = ш, значит, 
у 
группа А имеет мощность щ. 
Теперь мы покажем, что все элементы иу (р), оу, (р) и иу, где 
У > 1, принадлежат первой ульмовской подгруппе А? группы А. 
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По тем же причинам, что и в доказательстве леммы 105.1, достаточно 
лишь доказать, что это верно для некоторого и: (р) и некоторого 
из (р). Последнее, однако, сразу следует из соотношения 2 и п. В). 

Ввиду п. В) элемент 9” из А, соответствующий элементу су из 
С, [р], лежит в А [р]. Таким образом, если роз (р) = из (р), то 
и р (0) (р) + 5”) = и? (р) для каждого такого 5*. При данном целом 
числе т элемент у” можно выбрать таким образом, что с» (р) | СЕ 
Е Су. Следовательно, при у > | все элементы и? (р) и и (р) принад- 
лежат группе А“, то же верно для всех и? (р), и, (р), и» прих > 1. 
Мы сразу получаем, что А/А® = (С.. Таким образом, первые ® уль- 
мовских факторов группы А совпадают с ульмовскими факторами 
группы С.. Ясно, как провести трансфинитную индукцию, снова 
ссылаясь на п. В). Тем самым будет доказано, что последовательность 


Ульма группы А действительно является заданной последователь- 
ностью групп. а 


Упражнения 


1. Дать подробное доказательство первого из неравенств (7). 

2. Сформулировать и доказать аналог леммы 105.1 для предель- 
ных порядковых чисел т. 

3 Следующим образом доказать лемму 105.1: 

(1) Используя пример Прюфера из $ 35, определить группу Оь, 
для которой Оь = Вь, а К» = О»/Рь — прямая сумма циклических 
р-групп. Обозначим через Е точную последовательность 0 -— В, — 
>)» — Кр» — 0. 

(2) Для мономорфизма х›: К» —> Нь ° определить последователь- 
ность Ех: 0— В, Е» Ну "0 и показать, что Вр = Е 

(3) Для естественного вложения *: Ф Нь '->Н и гомоморфиз- 


р 
ма и: Ф В»-> С [определенного очевидным образом] получить после- 
р 
довательность и (Ф Ехь)у: 0—4—>А-—Н-—0 и убедиться в том, 


р 
что А — искомая группа. 

4. Заменив мономорфизм х› из упр. 3 подходящим мономорфиз- 
мом Л›: Кр—> Нр», провести аналогичное доказательство в случае, 
когда т — предельное порядковое число. 

5. Пусть ульмовская длина т группы А — предельное порядковое 


число, и пусть @ = Нт А/А° при с > т, где отображения А/А® — 
<=—— 


— А/АР (р < 0) — естественные гомоморфизмы. Показать, что уль- 
мовские факторы группы С не обязаны быть теми же самыми, что 
и у группы А. [Указание: добиться строгого неравенства |@ | > 


>> | В [*°, где В — базисная подгруппа группы А.] 
6. Улучшить теорему 105.3, наложив условия на кардинальные 


числа | А®”/А®ТЬ |, 
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7*. Как выглядит теорема 105.3, если ограничиться случаем, 
когда А — копериодическая группа? [Указание: см. теорему 54.3.] 

8*. Сформулировать теорему 105.3 для пары групп А, Т, где Т — 
периодическая часть группы А. 

9. Привести примеры групп, имеющих разные мощности и одина- 
ковые последовательности Ульма. 


10. Для любого порядкового числа т > ® существует 21"! неизо- 
морфных редуцированных групп ульмовской длины т и мощности, 
не превосходящей |т |. 

11. Пусть С —такая группа, что С = 0. Найти мощность множе- 
ства неизоморфных редуцированных групп А, для которых А, =0(. 


Замечания 


Впервые нерасщепляющаяся смешанная группа была построена Леви [1]. 
Около двадцати лет спустя Фомин [1] и Бэр [4] нашли достаточное условие и точ- 
ный критерий [теорема 100.1] соответственно расщепляемости смешанных групп. 
Двойственная проблема для групп без кручения оставалась открытой в течение 
тридцати лет, пока не была решена Гриффитом [7]; см. теорему 101.1. 

Ирвин, Кхаббаз и Райна [1, 2] использовали тензорное произведение, чтобы 
ввести своего рода меру, указывающую, насколько данная смешанная группа 
далека от расщепляемости. Некоторые из их результатов были улучшены Лоуве- 
ром и Тубасси [1]. 

Проблема расщепления для модулей исследовалась многими авторами. Рот- 
ман [ Ко{тап 0., Апа!з Аса4. ВгазИ. Ст., 32 (1960), 193—194] доказал, что комму- 
тативные области целостности, над которыми все смешанные модули расщепляют- 
ся, — это в точности поля. Эта же проблема в некоммутативном случае рассма- 
тривалась Тепли [Тер1у М. Г.., Г. Гоп4оп Май. $0с., 4 (1971), 157—164]. Каплан- 
ский [Кар[апзКу Г., Тгатз. Атег. Мат. $ос., 72 (1952), 327—340] заметил, что 
смешанные модули с ограниченными периодическими частями обязательно рас- 
щепляются над дедекиндовыми областями целостности. Чейз [1] показал, что 
среди коммутативных областей целостности лишь дедекиндовы кольца обладают 
этим свойством. О расщепляемости модулей над коммутативными областями 
целостности см. также работу Капланского [ Кар!апзКу Г., Агсй. Ма., 13 (1963), 
341—343]. 

Для модулей М над произвольными кольцами В периодические части могут 
определяться различными способами, и для каждого из способов определения 
можно искать критерий расщепляемости. Весьма плодотворно следующее обоб- 
щение понятия периодической части. Сингулярным подмодулем 7 (М) модуля М 
называется множество элементов из М, аннуляторы которых являются левыми 
идеалами, существенными в К. О соответствующей проблеме расщепления см. 
Катэфорис и Сандомирский [СаЁ{е!ог!з У. С., Запдопитз К! РЕ. 1.., Л. Айвебга, 10 
(1968), 149—165; Рачрс Г. Майй., 31 (1969), 289—292]. Имеется обширная лите- 
ратура по теориям кручения, см. Ламбек [Т.атЬек У., Гесёиге Мо{фез {п Ма ета- 
Н сз, № 177, Зрипвег-Уе[ах, 1971]. 

Поскольку проблема расщепления играет центральную роль в теории сме- 
шанных групп, нет ничего удивительного в том, что уделялось много внимания 
разнообразным обобщениям этой проблемы. Оппельт [1] рассматривал такие 
вполне разложимые группы без кручения С, что все расширения периодических 
групп с помощью группы @ являются прямыми суммами р-смешанных групп, 
взятыми по различным простым числам р [р-смешанной называется группа, 
у которой периодическая часть является р-группой]. Гриффит [6] решил этот 
вопрос для произвольных групп без кручения С. Соответствующие сведения 
насчет квазирасщепляющихся групп дала К. Уокер [1]. 

Хорошая классификация смешанных групп оказалась вне нашей досягаемо- 
сти и, вероятно, останется таковой на некоторое время. На самом деле смешан- 
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ных групп так много, что мало надежды в ближайшем будущем найти способ 
«склеивания» их периодических частей и факторов без кручения. Счастливым 
исключением является случай, когда ранг без кручения равен |, и интуитивно 
ясно, что, исследуя такие смешанные группы, можно многое узнать о смешанных 
группах вообще. Исходя из этих соображений, автор посвятил работу [16] 
структурной проблеме смешанных групп ранга без кручения |. К настоящему 
времени мы обладаем хорошей структурной теорией смешанных групп с тотально 
проективными периодическими частями. Понятие высотной матрицы является 
ключевым; его ввел Ротман [2] и широко использовали Меджиббен [6] и Мышкин 
[5]. В этих двух работах была доказана теорема 103.3 для счетных групп; общий 
случай рассмотрен, видимо, впервые. Структурная теорема 104.3 обязана своим 
появлением [Ротману [2] в частном случае] Меджиббену [6] и Мышкину [5]. 
Уоллесу [1] удалось распространить ее на группы с тотально проективными 
периодическими частями. 

Смешанные модули над полными кольцами дискретного нормирования нахо- 
дятся в более благоприятной ситуации. Мы имеем здесь дело лишь с одним про- 
стым элементом, и действительно эти модули образуют класс, лучше поддающий- 
ся изучению. См. Ротман [Ко{тап У., Разнс Г. Май., 10 (1960), 607—623], 
Ротман и Иен [1], Банг [Вапб С. М., ВиИ. Атег. Май. 5ос;, 16 (1970), 380—383; 
7. Айфоефга 14 (1970), 552—560; Ргос. Атег. Май. 5ос., 28 (1971), 381—388]. 
Последние результаты Уорфилда [5] дают важное обобщение теории тотально 
проективных р-групп. 

Построение смешанных групп с заданной последовательностью Ульма было 
независимо проведено Уорфилдом и автором [не опубликовано]. Рассмотрения 
$ 105 сходны с тем, что сделано автором в его работе [2], где исследовался случай 
примарных групп. Для смешанных модулей над Ори 0% проблема решена Кули- 


ковым [3]; его результат легко распространяется на случай смешанных! модулей 
над произвольными кольцами дискретного нормирования. 


Проблема 80 (Бэр [4]). Найти необходимые и достаточные 
условия, при которых пара (Т, С), где Т — периодическая группа, 
а С — группа без кручения, удовлетворяет равенству Е хЁ (Ц, Т) = 0. 


Один из частных случаев рассмотрен Оппельтом [2]: Для случая счетных 
групп см. $ 101, упр. 7. 


Проблема 81. Используя теорию тотально проективных 
р-групп и высотных матриц, разработать теорию смешанных групп А, 
для которых Т (А) — тотально проективная группа, а А/Т (А) — 
делимая [или, в более общем случае, вполне разложимая| группа. 


Проблема 82. Исследовать группы А со следующим свой- 
ством: если А содержится в прямой сумме редуцированных групп А; 
(ГС Г), то найдется такое целое число п >> 0, что некоторая существен- 
ная подгруппа группы й.А содержится в прямой сумме конечного числа 
групп Д;. 

Заметим, что все алгебраически компактные и копериодические группы, 


а также все периодически полные р-группы и группа Р = 2% обладают этим 
свойством. См. Чейз [СПазе $. 0., Ргос. Атег. Май. $ос., 13 (1962), 214—216]. 


Проблема 83. Комбинируя теории тотально проективных 
р-групп и вполне разложимых групп без кручения, построить более 
общую теорию для произвольных групп. 


Для модулей над кольцами дискретного нормирования это было сделано 
Уорфилдом. 





Глава Х\У 
КОЛЬЦА ЭНДОМОРФИЗМОВ 


С абелевой группой А можно связать кольцо Е (А) всех ее эндоморфизмов. 
Это ассоциативное кольцо с |, до известной степени отражающее некоторые свой- 
ства группы А. Естественно попытаться найти точные соотношения между груп- 
повыми свойствами группы А и кольцевыми свойствами кольца Е (А). 

Существует много примеров неизоморфных групп с изоморфными кольцами 
эндоморфизмов. Следовательно, в общем случае кольца эндоморфизмов не опре- 
деляют группы. Однако в важном частном случае периодических групп А кольцо 
Е (4) полностью характеризует группу А [см. $5 108]. 

Одна из основных проблем, касающихся колец эндоморфизмов,— найти 
критерии для того, чтобы кольцо являлось кольцом эндоморфизмов некоторой 
абелевой группы. Пока такие критерии известны лишь для некоторых более или 
менее узких классов. Например, кольца эндоморфизмов периодических сепара- 
бельных групп могут быть охарактеризованы удовлетворительным образом 
[см. 5 109], а при предположении счетности можно установить довольно общее 
достаточное условие в случае групп без кручения [см. $5 110]. Отметим, что кольца 
эндоморфизмов также проливают свет на основное различие между периодически- 
ми группами и группами без кручения: в то время как кольца эндоморфизмов 
периодических групп принадлежат узкому классу колец, все счетные редуциро- 
ванные кольца без кручения с | оказываются кольцами эндоморфизмов. 

Проблема выяснения, когда кольцо является кольцом эндоморфизмов, может 
стать проще, если ограничиться определенными классами колец. Полный или поч- 
ти полный ответ получается, если Е (А) — простое, артиново, регулярное или 
л-регулярное кольцо [см. $ ШТ и 112]. 

Мы также вкратце рассмотрим представление колец эндоморфизмов матри- 
цами и некоторые топологии в кольцах эндоморфизмов. 
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Хорошо известно, что эндоморфизмы а, В, ... абелевой группы 4 
образуют кольцо относительно операций сложения и умножения 
гомоморфизмов: 


(и-- В) а = ваа-[Ва и (оВ)а=а (Ва) для всех аЕА. 


Таким путем получается ассоциативное кольцо с единицей, называе- 
мое кольцом эндоморфизмов Е (А) группы А. 

Очевидно, аддитивная группа кольца Е (А) — это не что иное, 
как группа Еп4 А, введенная в $ 43. 


Пример 1. Если А = 2, то, согласно примеру 1 из $ 43, всякий эндо- 
морфизм @: 2 —> 2 полностью определяется элементом 1. Легко видеть, что 
соответствие © +=» &1 между эндоморфизмами группы & и целыми числами являет- 
ся изоморфизмом не только в теоретико-групповом, но и в теоретико-кольцевом 
смысле. Другими словами, 


Е (2) = 7. 
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Пример 2. Аналогичные рассуждения и ссылка на пример 2 из 6 43 
дают изоморфизм 


Е (2 (т)) = 2(т). 
Пример 3. Пример 3 из 65 43 дает изоморфизм 
Е (2 (2®)) = Оф. 


Пример 4. Пусть В — рациональная группа, и пусть 1 Е РЮ. Здесь опять 
эндоморфизмы & вполне определяются элементами %1, поэтому эндоморфизмы 
являются просто умножениями на рациональные числа. Эндоморфизм всегда 
сохраняет делимость элементов на целые числа. Поэтому рациональное число 
представляет эндоморфизм группы Ю тогда и только тогда, когда для всякого 
простого делителя р его знаменателя рЮ = Ю. Следовательно, кольцо Е (№) 
изоморфно подкольцу кольца Я, порожденному | и всеми такими числами р-*, 
что рю = Ю. В частности, 


Е (9) = 0. 
Пример 5. Из примера 5 $ 43 непосредственно следует, что 
Е (7) = ОФ. 


Пример 6. Если М — левый В-модуль, то В-эндоморфизмом назовем 
эндоморфизм @& аддитивной группы модуля М, перестановочный с умножениями 
на элементы кольца, т. е. такой эндоморфизм &@, что 


@ (ра) = о@ (а) для всех аЕМ, рЕВ: 


В-эндоморфизмы образуют подкольцо Е» (М) кольца Е (М); Если кольцо К 


содержит единицу, то В-эндоморфизмы кольца К как К-модуля образуют коль- 
(о, антиизоморфное кольцу КЮ. В частности, изоморфизм в приведенном выше 
примере 5 продолжает существовать, если заменить Е (Л) на Ео* (Тр). 


Пример 7. Пусть М— модуль над кольцом 2= | | О* и М!=0. Тогда 
р 


всякий 2-эндоморфизм \ модуля М является 2-эндоморфизмом. Чтобы это про- 
верить, покажем, что эндоморфизм л, являющийся умножением на ле 2, лежит 
в центре Е (М). Если Ри (т=1, 2,...)—такие целые числа, что Ат-—л; 1-ади- 
ческой топологии кольца 7, то и л\, и Пл — предел последовательности элементов 
^п= Ат в 7-адической топологии кольца Е (М). Так как Е (М)\ =0, то лу=\рл. 

Мы часто использовали тот факт, что прямые разложения группы 
соответствуют идемпотентным эндоморфизмам. При изучении колец 
эндоморфизмов эта взаимосвязь между разложениями и эндоморфиз- 
мами будет иметь существенное значение. Мы начнем со следующих 
простых замечаний. 

а) Групповой изоморфизм ф: А —С индуцирует кольцевой изо- 
морфизм ф#: Е (А) — Е (С), определяемый по формуле 


ф#: &-- фаф-". 


6) Если А = В ФС, то любой эндоморфизм группы В можно 
рассматривать как эндоморфизм группы А, аннулирующий С. Поэто- 
му, если это будет удобно, Е (В) мы будем рассматривать как под- 
кольцо кольца Е (А). Точнее: 

в) Пусть А = В ФС, и пусть в: А > В — соответствующая 
проекция. Тогда можно произвести отождествление 


Е (В) = =Е (4) г. 
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Если & ЕЕ (А), то “= — эндоморфизм группы В. С другой сторо- 
ны, если 9 — эндоморфизм группы В, то, произведя указанное отож- 
дествление 69 с эндоморфизмом группы А, получаем 0 = 63. 

г) Пусть группы А =В ФС и А' имеют изоморфные кольца 
эндоморфизмов, и пусть 1: Е (А) — Е (4°’) — изоморфизм между 
ними. Тогда А’ = В’ Ф С’, причемф индуцириет изоморфизмы Е (В) — 
—Е (В') нЕ (С) —Е (С°). 

Снова обозначив через = проекцию 4 -+ В с ядром С, предположим, 
что 1р: = => =’. Очевидно, &’снова идемпотент, поэтому А’ = В” ФС’, 
где В’ = [т 8’, С’ = Кег &'. Из п. в) ясно, что Е (В) = 8Е (А) в 
переводится с помощью ф в Е (В'’) = #Е (А'’)#, и ФЕ (В) — 
изоморфизм, так как это отображение имеет обратное. 


д) Существует взаимйо однозначное соответствие между конечными 
прямыми разложениями 


А=А ФФ... ФА, 


группы А и разложениями кольца Е (А) в конечные прямые суммы 
левых идеалов 


Е (4) =ЦФ... ФЦ; 


именно, если А; = &Д, где 8, ..., в, — попарно ортогональные 
идемпотенты, то |; = Е (А) в;. 
Если А =&А ®Ф... Фа, где в; — ортогональные идемпо- 


тенты, то хорошо известное разложение Пирса кольца Е (А) дает 
Е (4) =Е (4) &я ® ... ФЕ(4) в. Обратно, если Е (А) =... 
...Ф |», где [; — левые идеалы кольца Е. (А), то известно [и легко 
проверяется], что [; = Е (А) 8;, где &; является 1-й компонентой 
единицы кольца Е (А). Эти &; — ортогональные идемпотенты, откуда 
следует, что А = #4 Ф... Фа. Легко видеть, что соответствие 
является взаимно однозначным. 

Идемпотент & == 0 называется примитивным, если его нельзя 
представить в виде суммы двух ненулевых ортогональных идемпо- 
тентов. Очевидно, мы имеем 

е) Если = == 0 — идемпотент кольца Е (А), то вА является 
неразложимым прямым слагаемым группы А тогда и только тогда, 
когда = — примитивный идемпотент. 

Следующее замечание показывает, как изоморфизм двух слагаемых 
может быть определен в терминах эндоморфизмов. 

ж) (Корнер [4]). Пусть А = В ФС = В’ Ф С’ — прямые разло- 
жения группы А и :: А - В, #: А - В’ — соответствующие проек- 
ции. Тогда В = В’в том и только в том случае, когда существуют 


такие элементы а, ВЕЕ (А), что 
аВ =: и Ва=е. (1) 


Если а, ВЕЕ (4) удовлетворяют этим равенствам, то из ВаВ = 
В= = #В и аВа = га = а=’ следует, что В* = ВаВ |Ви а* = 
— ара | В’ — это гомоморфизмы В*: В — В’и а*: В’- В. Теперь 


[ 
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равенства (Во) (ВаВ) = = и (ВоВ) («Ва) = 8’ показывают, что В* 
и @* — взаимно обратные отображения, откуда В == В’. Обратно, 
если В*: В — В’и а*: В’ В — взаимно обратные изоморфизмы, 
то для В = В*ё иа = @а*='’ выполнено (1). 

Докажем следующий чисто технический результат [Холлет 
и Хирш [1]], на который будем ссылаться в дальнейшем. 

3) Пусть А — группа без кручения и а, ВЕЕ (А). Предположим, 
что 

1) «В = 0; 

2) левый идеал кольца Е. (А), порожденный элементами & и В, 
содержит тЕ. (А) для некоторого натурального числа т; 

3) в кольце Е (А) нет ненулевых нильпотвнтных элементов. Тогда 
Кег © и Кег В — непересекающиеся вполне характеристические подгрип- 
пы группы А, причем 


<= Кег а Ф Кег В. 


В силу условия 1) для любого * Е Е (А)] имеем (В %)* = 0, откуда 
Вх = О по условию 3). В частности, Ва = 0, а значит, и аиВ = 0. 
По условию 2) существуют такие элементы у, бЕЕ (4), что уа 
-- 58 = та. Поэтому у? = та = ара и (у& — а) я = 0. Мы полу- 
чаем © (ух — &/}) = 0, откуда т (у — а) = (уя -+ 6В) (у% — 0) = 
= 0. Так как А — группа без кручения, то уа& — “у =0. Это 
доказывает, что & и уф, а также В и бб перестановочны. Следователь- 
но, та = оуа.-- Вба Е Кег В-- Кега для любого аЕА. Отсюда 
тА = Кег а -- КегВ. Если элемент хЕ А удовлетворяет условиям 
ах = Вх = 0, то тх = фах -- ОВх = 0 влечет за собой х = 0. Таким 
образом, последняя сумма прямая. 

Если а Е Кег а ичЕЕ (А), то из та = т (68) а иа (16) В =0 
следует, что ма Е Кег &. Так как Кег © — сервантная подгруппа 
группы А, то та Е Кег а, а это означает, что Кег а — вполне характе- 
ристическая подгруппа. В силу симметрии Кег В — также вполне 
характеристическая подгруппа. 


и) Пусть А является 7-адическим пополнением группы А, причем 
Д1 = 0. Для любого ЕЕ (А) существует ровно один такой элемент 


1 СЕ (4), что 1 [А = 1. 

В силу предположения, что А? = 0, группу А можно рассматри- 
вать как сервантную подгруппу группы Д. В силу сервантной инъек- 
тивности группы А эндоморфизм \ можно продолжить до эндоморфиз- 
ма 1: А-— А. Этот последний должен быть единственным, так как 
не существует другого эндоморфизма группы А, совпадающего с т 


на плотной подгруппе. [Пример 7 показывает, что | является, кроме 
того, Ё-эндоморфизмом. | 


Ориентируясь на линейную алгебру, естественно рассмотреть 
матричные представления колец эндоморфизмов. Они получаются, 
если использовать прямые разложения групп. Бесконечные разло- 
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жения дают представления с помощью бесконечных матриц. Чтобы 
выбрать типы бесконечных матриц, встречающихся в таких представ- 
лениях, нам понадобится понятие конечной топологии. Оно будет 
введено и более подробно исследовано в следующем параграфе. 
Матрица [%,;:| с элементами из кольца Е (А), называется сходящей- 


ся по столбцам, если для каждого столбца { сумма Уал существует 
2 
в конечной топологии кольца Е (А). 
Пусть А= Ф А, — прямая сумма и 8; (16 Г) — соответствующие про- 
{ЕТ 
екции, рассматриваемые как идемпотенты кольца Е(А) Каждый 
элемент аЕ А может быть записан в виде а= У аа, где почти все 


1 
элементы &а равны нулю. Для @«ЕЕ(А) имеем аа= У ав; а= 
: 


=> (&;%в;) а. Таким способом с каждым элементом [Е (А) ассо- 
7 
циируется /Х /[-матрица1 


ф. ой [9;;];, ЕТ» где 4; == 8;0.5;. 
Если ВЕЕ (4) и [В;:|, где В; ==3Ве;, — соответствующая матрица, то 
матрицы, ассоциированные с «— В и @В, —это в точности разность 
[®;:—В»] и произведение [Х @Вь:| матриц [%;:] м [Вх] соответст- 
р 
венно. Значит, ф— кольцевой гомоморфизм. 


Из определения ясно, что нулевая матрица может возникнуть 
только при нулевом эндоморфизме. При любом # для всех а Е А суще - 


ствует га = У ара, т. е. матрицы [%;;] сходятся по столбцам. Обрат- 


7 
но, если [%;;|:, т — матрица, сходящаяся по столбцам, с элемента- 
ми Ч; Е &Е (А) в;, то она соответствует некоторому &аЕЕ (4), 
а именно 


| 
(а = Хара. 
т 7 


Если по аналогии с п. 6) естественным образом отождествить 
Нот (А;, А;) с подгруппой #)Е (А) &; из Е (А), то получится 


ТЕОРЕМА 106.1. Пусть А = ® А; — прямое разложение гриуп- 


16 
пы А. Тогда кольцо Е. (А) изоморфно кольцу всех сходящихся по столб- 
цам ПХ Г-матриц 


[@], т где @лн Е Нот(А;, А). 


В оставшейся части этого параграфа дадим некоторые приложения. 


Пример 8. Пусть А = Ф/ (а) — свободная группа: Тогда в матричном 


1 
представлении из теоремы 106.1 элементы ©;; — целые числа, а столбцы матриц 
конечны. 
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Пример 9. Если А = ФА; — делимая группа без кручения, где А; = 
== О, то мы получаем тот же результат, что и в примере 8, только элементы 1 
могут быть любыми рациональными числами: 


Пример 10. Пусть А = А, @ ФАь, где А, — группа без кручения, 
р 


а Ар являются р-группами с различными простыми числами р. Тогда соответ- 
ствующее представление эндоморфизмов группы А задается матрицами 


био 0 0 ... 0 ий 
020 (ро 0 еле ... 
30 0 033 О ее | 
Ч 0 0 ... @рр ... 


где @ро Е Нот (Ао, Ар), “рр ЕЕ (Ар). Здесь первый столбец должен быть конеч 
ным, если А, — конечно порожденная группа: 


Упражнения 


1. Подкольцо кольца Е (А), порожденное единицей, изоморфно 
кольцу С или некоторому его факторкольцу. 

2. Показать, что группу Нот (А, С), где С = А, можно превратить 
в кольто; в действительности это правый идеал кольца Е (А). 

3. Распространить утверждение п. д) на бесконечные прямые раз- 
ложения А = ФА,. [Указание: У №, где м ЕЁ, =Е (А) в, суще- 
ствует в конечной топологии. ] 

4. (а) Если А = ФА; и все А; — вполне характеристические 
подгруппы группы А; то Е (А) = [Е (4). 

(6) Применить п. а) к р-компонентам А, периодической группы А. 

(в) Вообще, если А = ФАД,, то Е (А), содержит подкольцо, 
изоморфное ||Е (А,. 

5. Показать, что кольцо эндоморфизмов бесконечной группы обя- 
зательно бесконечно. 

6. (а) Используя теорему 106.1, определить порядок кольца эндо- 
морфизмов конечной р-группы. 

(6) Показать, что если А — конечная р-группа порядка р", то поря- 
док ее кольта эндоморфизмов не больше р”. 

7 (Длаб [2]). Используя теорему 106.1, представить кольцо эндо- 
морфизмов делимой р-группы в виде кольца матриц над кольцом целых 
р-адических чисел. Показать, что в каждом столбце почти все эле- 
менты делятся на р" для любого целого числа Ё > 0. 

8. Доказать, что кольцо эндоморфизмов группы без кручения 
ранга м может быть представлено м Х м-матрицами с конечными 
столбцами и рациональными элементами. 

9. Если координаты элемента аЕ А = ФА; записаны в виде 
вектор-столбца а, то для эндоморфизма & группы А вектор аа совпа- 
дает с [91| а. 
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10. Показать, что матрицы из теоремы 106.1 являются сходящимися 
по строкам; здесь элементы матриц рассматриваются как эндоморфиз- 
мы группы АД. 

11. Если А = ФА; и АД; — счетные группы, то при заданном 
прямом разложении группы А в каждом столбце матриц, представляю- 
щих эндоморфизмы группы А, имеется не более счетного числа ненуле- 
вых элементов. 

12. Если С — плотная вполне характеристическая подгруппа реду- 
цированной группы А, то кольцо Е (А) изоморфно подкольцу кольца 


Е. (С). 
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Кольца эндоморфизмов допускают различные топологии, которые 
определяются болышей частью через соответствующие группы. Одна 
из этих топологий играет все возрастающую роль в некоторых вопросах 
теории колец эндоморфизмов. Поэтому мы дадим обзор ряда резуль- 
татов, касающихся этой топологии. 

Эта топология — так называемая конечная топология кольца 
Е (А). Для конечного подмножества Х группы А под Х-окрестчостью 
элемента & ЕЕ (А) будем понимать подмножество 


Их (“) = {ЕЕ (А) |[чх = ах для всех хЕХ}. 
При этом определении Их (&) = П (0. (&) и ОХ (“) =@а- Их (0). 
хЕХ й 


Значит, конечная топология может быть определена более удобным 
образом с помощью такой подбазы окрестностей нуля: 


(И. = {ЕЕ (4) | 1х =0} для всех хХЕА. 


Эта топология, очевидно, хаусдорфова. Поскольку И. — левые идеа- 
лы кольца Е (А), непрерывность сложения и вычитания в Е (А) 
очевидна. Кроме того, справедлива 


ТЕОРЕМА 107.1. Кольцо эндоморфизмов Е (А)\ абелевой группы А 
является полным топологическим кольцом в конечной топологии. 


Чтобы доказать непрерывность умножения в кольце, возьмем 
о, ВЕЕ (А), и пусть аВ - Ц, — окрестность элемента @&В. Так как 
(И. — левый идеал и Ив»„В = Ц., то нужная непрерывность полу- 
чается из включений 


(и -- Ив») (В- И.) = ов - ИвьВ - Ч; = В - (0... 


Следовательно, Е (А) — топологическое кольцо. Чтобы проверить 
его полноту, предположим, что {а;}ег — сеть Коши. В рассматри- 
ваемом случае множество индексов [ частично упорядочено с по- 
мощью порядка, дуального к порядку на конечных подмножествах 
группы А. Сеть Коши удовлетворяет следующему условию: если дано 
хЕА, то ч; — “; Е Ц, при всех Г, |, больших некоторого & Е Г. 
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Другими словами, при болыпших индексах о;х — это один и тот же 
элемент группы А. Поэтому если определить ах как общее значение 
всех таких ох, то «ЕЕ (А) ия — “; Е Ц, при всех таких 1. № 


Естественно, если группа является конечно порожденной, то конеч- 
ная топология дискретна. Она дискретна также для жестких групп. 
Бесконечный ряд м в Е (А) сходится к @, если сеть |2 ], 

Е 2ЕЛ 
где /, пробегает все конечные подмножества множества /, упорядо- 
ченные по включению, имеет предел %. Это означает, что для всякого 


аЕеА почти всегда аа = 0 и ва = У ада [ср. Селе [17\|. 

Следует отметить, что в частном случае, когда А — редуцирован- 
ная периодическая группа, конечная топология кольца Е (А) = Е 
может быть определена вообще без ссылок на группу А. Если А — 
сепарабельная группа, то в силу следствия 27.9 подбаза окрестностей 
нуля для конечной топологии может быть задана как совокупность 
множеств (/., где х Е А пробегает только такие элементы, что (х) — 
прямое слагаемое группы А, имеющее порядок, равный степени про- 
стого числа. Здесь И», = Е (1 — &) — это левый аннулятор проек- 
ции 2: А-> (х) в Е. Если А — какая-то редуцированная периоди- 
ческая группа, то для каждого х Е А мы имеем проекцию : 4 -— (у) 
на прямое слагаемое (и) и эндоморфизм т группы А, для которых 
х =ту и И, — левый аннулятор элемента пё в Е.. Окончательно 
получаем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 107.2. Конечную топологию кольца эндоморфизмов Е. 
редуцированной периодической группы можно определить, взяв в каче- 
стве подбазы окрестностей нуля- совокупность левых аннуляторов 
элементов в, где ЕЕ и  — примитивный идемпотент. 

Если группа сепарабельна, то достаточно взять лишь левые анну- 
ляторы примитивных идемпотентов. в 


Пусть А — некоторая р-группа и Е =Е (4) — ее кольцо эндо- 
морфизмов. Обозначим через Е, левый идеал кольца Е, порожденный 
его примитивными идемпотентами конечного порядка 


Предложение 107.3 (Либерт [4]). Если А — сепарабельная р-группа, 
то в конечной топологии Е, плотно в Е и Е — пополнение кольца Ед. 


Пусть сЕЕ иа, ..., а, — конечное подмножество группы А. 
Это подмножество мы можем вложить в конечное слагаемое С груп- 
пы А. Для установления плотности Е, в Е достаточно показать, что 
множество Е.П (©-- Ис) непусто. Если л: А — @ — проекция, 
то 1 — п 6 Ис. Так как Ив — левый идеал в Е, тоб (1 — п) Е Ос 
и, таким образом, элемент ол = о — о (| — п) лежит в пересечении 
Ео со- Ис. Тот факт, что Е — пополнение кольца! Е, в конечной 
топологии, вытекает из теоремы 107.1. ш 


Если А — сепарабельная группа без кручения, то, как и в случае периоди- 
ческих групп, мы можем доказать, что конечную топологию кольца Е (А) можно 
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определить с помощью взятия левых аннуляторов примитивных идемпотентов, 


и если обозначить через Е, левый идеал, порожденный примитивными идемпо- 
тентами кольца Е, то Е будет пополнением кольца Е. 


Так как всегда особый интерес представляет компактность, посмот- 
рим, когда кольцо Е (А) компактно в конечной топологии. 

Прежде чем сформулировать относящийся сюда результат, введем 
следующее понятие. Назовем орбитой элемента х С А вполне харак- 
теристическую подгруппу 


О; = {мх | ч ЕЕ (4)}. 


Тогда == ух будет гомоморфным отображением группы Е (А) на 
группу Ох с ядром Ц. и, следовательно, будет иметь место групповой 


изоморфизм 
Е (А)/Ц.. = О... 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 107.4. Кольцо эндоморфизмов Е (А) группы А кол- 
пактно в конечной топологии тогда и только тогда, когда А — перио- 


дическая группа, р-компоненты которой — конечные прямые суммы 
коциклических групп. 


В силу полноты кольца Е (А) легко проверить, что для компакт- 
ности Е (А) необходимо и достаточно, чтобы все И, имели конечный 
индекс в Е (А) или, эквивалентно, чтобы каждый элемент из А имел 
конечную орбиту. 

Предположим сначала, что кольшо Е (А) компактно. Так как 
(х) — подгруппа в О.., группа А должна быть периодической. По след- 
ствию 27.3 каждая ненулевая р-компонента Ар группы А имеет коцик- 
лическое прямое слагаемое. Пусть С» — одно из них, имеющее мини- 
мальный порядок. Тогда орбитой его кообразующего является цоколь 
группы Аь, откуда следует, что Ар’ — группа с конечным цоколем. 
В силу теоремы 25.1 это означает, что А’ — конечная прямая сумма 
коциклических групп. 


Обратно, если А = Ф ДА», где р-компоненты Ар являются конечно 


р 
копорожденными группами, то А [п] для любого целого числа п — 
конечная группа. Заметим, что О. = А [и], если пх = 0. Поэтому 


все И, имеют конечный индекс в Е (А) и кольцо Е (А) компактно 
в конечной топологии. а 


Напомним, что в теореме 46.1 была установлена полнота групп 
Нот (А, С) в 2-адической топологии для периодических групп А. 
Так как всякое кольцевое умножение тривиальным образом непре- 
рывно в (-адической топологии, то справедливо такое утверждение: 


ПРЕдложЕНИЕ 107.5. Кольцо эндоморфизмов Е (А) периодической 


группы А является полным топологическим кольцом в своей 7-адической 
топологии. в 


Остановимся на некоторое время, чтобы сравнить конечную и -адическую 
топологии периодической группы А. Если дан элементх Е А, то существует такое 
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целое число п >> 0, что пх = 0. Поэтому пЕ (А) = Ц. и множества Их, откры- 
тые в конечной топологии, являются открытыми в 7-адической топологии. Други- 
ми словами, Д-адическая топология тоньше конечной топологии [только для 
периодических групп!]. 


Упражнения 


1. Каковы те топологии кольца целых р-адических чисел, которые 
получаются с помощью конечных топологий колец эндоморфизмов 
групп 7 (р®) и Л»? 

2. Конечная топология кольца эндоморфизмов группы без кру- 
чения конечного ранга всегда дискретна. 

3. Пусть А — такая бесконечная группа, что |ЁЕ (А) | > [А |. 
Показать, что кольцо Е (А) не может быть дискретным в конечной 
топологии. [Указание: индекс И. в Е (А) не больше | А |.] 

4. (а) Если группа А полна в 2-адической топологии, то Е (А) — 
полное топологическое кольцо в Й-адической топологии. 

(6) То же утверждение справедливо, если А — периодически 
полная группа. 

5. Пусть А — сепарабельная р-группа с базисной подгруппой В. 
Показать, что в конечной топологии Е (А) — замкнутое подкольцо 


кольца Е (В). 


6. (а) Пусть элементы 01, ..., 0„,..., ЕЁ = Е (А) таковы, что 

(1) Ер, > ... > Еф, => ... — убывающая цепь; 

(2) объединение цепи Кегр, = ... = Кегр, = ... совпадает 
с АД. 


Показать, что Е — полная группа в топологии, где в качестве базы 
окрестностей нуля взяты Ер,. Если элементы ©, лежат в центре 
кольца Е, то Е — топологическое кольцо в той же топологии. [Ука- 
зание: следовать теореме 46.1.] 

(6) Распространить утверждение (а) на случай, когда {Ер;} — 
система, направленная вниз относительно включения. 

(в) Применить (а) и (6) к частным случаям, например, когда о, — 
это умножение на р", р; — проекция группы Ф® А; на прямую сумму 

1 


почти всех Д; ит. д. 

7. Пусть {А; ег — система подгрупп группы А, направленная 
вверх относительно включения и такая, что объединение всех А; 
совпадает с А. Возьмем топологию в Е, для которой 


Е; = м ЕЕ |114; = 0} 


служат базой окрестностей нуля. Показать, что Е — полная группа 
в этой топологии, причем если А; — вполне характеристические под- 
группы группы А, то Е — топологическое кольцо. [Это обобщает 
пр. 6. 
8 (Пирс [3]). Пусть А — некоторая р-группа, и пусть А» = А [р"]. 
Тогда Е — полное топологическое кольцо в топологии упр. 7. 
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9 (Либерт [4]). Пусть А— некоторая р-группа, а Е иЕ, — те же, 
что в тексте, причем на них введена конечная топология. Тогда 

(а) Е’, плотно в периодической части кольца Е; 

(6) Е’, плотно в Е тогда и только тогда, когда А* = 0. 


$ 108. Кольца эндоморфизмов периодических групп 


Отличительной чертой периодических групп является то, что 
они имеют много эндоморфизмов. Кроме того, они обладают достаточ- 
ным запасом идемпотентных эндоморфизмов. Интересно посмотреть, 
до какой степени эндоморфизмы определяют группу, или, точнее, 
следует ли из изоморфизма колец эндоморфизмов изоморфизм самих 
групп. Мы покажем, что это действительно так. Фактически будет 
доказано даже несколько больше: 


ТЕОРЕМА 108.1. (Бэр [9], Капланский [2]). Если А и С — периоди- 
ческие группы, кольца эндоморфизмов которых изоморфны, то всякий 
изоморфизм ф между Е (А) и Е (С) индуцируется некоторым груп- 
повым изоморфизмом Ф: А — С, т. е. ф: 1 => фПФ-". 


Доказательство сразу сводится к случаю р-групп. Действительно, 
Е (4) =ПЕ (А,), Е (С) = ПЕ (С,), где Ар и Сь являются р-ком- 
понентами групп А и С соответственно, и всякий кольцевой изоморфизм 
между Е (А) и Е (С) должен переводить | П ПЕ (А) =Е (4, 

п, р)= 
в Е (С»). Поэтому можно предполагать, что А и С являются р-груп- 
пами. Для чЕЕ (А) будем просто писать 1 (1) = \*. 

Перед тем как начать доказательство, заметим, что если группа А 
коциклическая, то из $ 106, п. е), сразу следует, что группа С также 
является неразложимой, а значит, коциклической. Примеры 2 и 3 
из $ 106 показывают, что тогда обязательно С = А. 

Доказательство разобъем на три случая. 

1. Если группа А ограниченная, то она содержит элемент & мак- 
симального порядка р”. Из леммы 15.1 мы знаем, что (9) служит 
для А прямым слагаемым. Если 8: А —> (©) — проекция, то 8* отобра- 
жает группу С на прямое слагаемое, которое снова должно быть 
циклической группой (й) порядка р" [ср. $ 106, п. г), и предыдущее 
замечание]. Для произвольного элемента а А выберем эндомор- 
физм \П группы А, при котором а = па, и определим ф: А — С так, 
что ф: а=> 1*Й. Это определение не зависит от выбора эндоморфиз- 
ма \, так как если а = 15, то (1 — 11) в = Ои (1 — \1,) = 0, отку- 
да (\* — \*) =* =Ои (1* —1)А = 0. Легко видеть, что отобра- 
жение ф взаимно однозначно, сохраняет операцию сложения и является 
отображением на все С, т. е. ф — изоморфизм. Если теперь 8 ЕЕ (4), 
то, представив элемент с = фа в видес = \1*Й для некоторого 1 Е Е (А), 
получим 8*с = 5*1*П = ф (815) = фЕа = фЁф "с, т. е. &* = Еф", 
откуда следует, что ф индуцирует $. 


266 Гл. ХУ. Кольца эндоморфизмов 


2. Если А = В ФО, где В — ограниченная, а ОР — ненулевая 
делимая группы, то пусть (9) — циклическое прямое слагаемое 
максимального порядка р” в группе В, а О’ = (4,....а,...» 
где ра, = 0, ра»: = 4, при п > 1,— квазициклическое прямое сла- 
гаемое группы О. Пусть в: А-+ (8) и пл: АО’ — проекции, 
и пусть =*: С-— 4) = 1 (р), л*: С Е’ = (6... е,...), где 
ре, = 0, рем = е,. Элемент а А запишем в виде а = а + а 
(аа ЕВ, а. ЕР) и возьмем такой эндоморфизм \ группы А, что ие = 
= а1, Та, = а» при некотором и. Затем положим фа = \* (п - е,„). 
Чтобы доказать, что фа не зависит отт и п, возьмем такое т; Е Е (А), 
что 1. = а1, ат =а и тп. Тогда (тт) 8=0 и 
(р"- — "1) 4. = 0, откуда 6 = (р""\ — 1.) л аннулирует О’ [р"]. 
Но для квазициклической группы Р”’ это означает, что гомоморфизм 6 
делится на р". Тогда 5* также делится на р". Следовательно, б*ет = 
= 0. Мы получаем, что \*Й = ий и т*е’ = р""\*ет = ет, 
откуда п* (п -- е„) = т: В -Р ет). Непосредственно можно проверить, 
что ф биективно и сохраняет операцию сложения. Следовательно, 
ф — это изоморфизм А - С. Тот факт, что ф индуцирует р, проверяет- 
ся так же, как в п. [. 

3. Осталось еще рассмотреть случай, когда группа А имеет неогра- 
ниченную базисную подгруппу. Тогда существуют такие разложения 


А = (а:) ®Ф... Ф (а, Ф А» (Е =1, 2 и 


что Дь = (ан) Ф Ада и 0(а,) =р", где 15... <... . 
Пусть = — проекция А (а) и &; (| 52 Е) — эндоморфизм группы А, 
отображающий а, в а; или в р" "№а, в зависимости от того, |< Е 
или | >, и переводящий прямое слагаемое, дополнительное к (ав) 
{в указанном выше разложении группы А], в 0. В этом случае 

1) =. — попарно ортогональные идемпотенты, 

2) Её, = ==; при всех ] ЕК; 

3) в=р” "а, при всех 15; 

Ев =ё, если <] < Е или >] > 2. 


Эндоморфизмы &и & группы С также удовлетворяют условиям [)— 
4). В силу $ 106, п. г), подгруппы С — циклические прямые слагае- 
мые группы С тех же порядков, что и &,А. В силу свойства 2) Е&, в+1 
отображает ##,1С в #С. Положим &ёС = (ск) и покажем, что обра- 
зующие с, можно выбрать так, чтобы Е в+1Сь+, = Св для всех Ё. 
В самом деле, если с1, ..., ск уже выбраны и си порождает #ё+1С, 
то Е в+1Сь+1 = 6 для некоторого # Е 2. Следовательно, из условия 3) 
имеем Е 1 вск = р”® "®сь +1 и сравнение порядков элементов пока- 
зывает, что (р, #) =1. Это означает, что элемент сьз, = 56в+1, где 
5 == | по р”, удовлетворяет условию & в+1бь: = св. Теперь 
по свойству 4) имеем Ес» = с; для всех | < К. , 

Для завершения доказательства в случае 3 возьмем произвольный 
элемент а А и выберем такое м ЕЕ (4), что ча» = а при некото- 
ром Ё. Пусть $: а-> \*ск. Отображение ф определено корректно, 
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так как если 11а; =а и | >Е, то (1, — 11) в; =0, откуда 
(*Е; — \*) = = 0, т. е. 1*с» = и*с;. В заключение опять непосред- 
ственно проверяется, что ф — изоморфизм, индуцирующий 1. в 


Капланский [3] заметил, что последняя теорема может быть распространена 
на примарные модули над полными кольцами дискретного нормирования. Однако 
если не предполагать модули примарными, то эта теорема уже перестает быть 
верной [см. упр. 1]. Можно ожидать, что получится некоторое обобщение этой 
теоремы, если снабдить кольца эндоморфизмов конечной топологией; 


Из теоремы 108.1 непосредственно вытекает замечательный факт: 


Следствие 108.2 (Бэр [9]). Всякий автоморфизм кольца эндоморфиз- 
мов периодической группы является внутренним. 


В самом деле, если а: Е (А) — Е (А) — автоморфизм, то по тео- 
реме 108.1 он должен иметь вид @а: | => ФПф-*, где ф — некоторый 
автоморфизм группы А [т. е. обратимый элемент кольца Е (А)]. в 


Теперь найдем центр кольца эндоморфизмов периодической группы. 
Общий случай сразу сводится к случаю р-групп, для которых форму- 
лировка результата выглядит красивее. 


ТЕОРЕМА 108.3 (Шарль [1], Капланский [3]). Центр кольца эндо- 
морфизмов Е (А) любой р-группы А состоит, из умножений на целые 
р-адические числа или на вычеты по модулю р" в зависимости от того, 
является ли группа А неограниченной или р“ служит наименьшей 
верхней гранью порядков ее элементов, 


Ясно, что умножения на целые р-адические числа лежат в центре 
кольца Е (А). 

Пусть эндоморфизм у принадлежит центру кольца Е (А). Если 
В — прямое слагаемое группы А и : А — В — проекция, то \В = 
= В = =)В = В, т. е. ф и отображает всякое прямое слагаемое 
группы А в себя. В частности, ‘у действует как умножение на целое 
р-адическое число р и как умножение на целое число т, рассматривае; 
мое по модулю р\, на 7 (р®) и на прямом слагаемом (©) порядка р” 
группы А соответственно. Дальнейшее доказательство разделим 
на такие же части, как в теореме 108.1, и будем использовать те же 
обозначения, что и там. 

1. Пусть элемент с Е А имеет максимальный порядок р" и у = 
= то. Если а = 16, то уа = \1в = 10 = те = та. Следователь- 
но, действительно представляет собой умножение на число т, рас- 
сматриваемое по модулю р». 

2. Пусть эндоморфизм ^) действует как умножение на целое р-ади- 
ческое число о на О’и как умножение на целое число т на В. Для 
любого элемента 4 ЕР существует такое и Е Е (А), что 4 = па, при 
некотором п. Следовательно, 4 = у\та» = та» = поа, = о4. Это 
означает, что \) действует как умножение на о на всей группе О. 
Некоторый эндоморфизм Е ЕЕ (А) отображает элемент & ЕВва, ЕО, 
откуда \4» = \Ёе = Ёуо = ть ир = т то4 р". Следовательно, эндо- 
морфизм ^*› представляет собой умножение на р на всей группе А. 
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3. Мы знаем, что уаь = тьак для некоторых ть ЕЙ и всех К. 
При | >А из тлак = фак = уёьа; = &ра; = так следует, что 
ть = т; тод о (а»). Значит, числа ть сходятся к целому р-адиче- 
скому числу р, причем фак = ба» при всех К. Если а = пав, то фа = 
= уча» = ота» = оа, и теорема доказана. щ 
Упражнения 


1. Показать, что теорему 108.1 нельзя распространить на р-ади- 
ческие модули. [Указание: сравнить /р и & (р®).] 

2. (а) Эндоморфизмы @& периодической группы А, для которых 
Пт & — конечно копорожденная группа, образуют в кольце Е (А) 
идеал Е (А). 

(6) Идеал Е (А) может быть охарактеризован внутри Е (А) как 
идеал, порожденный примитивными идемпотентами кольца ЕЁ (А). 

3. (а) Проанализировав доказательство теоремы 108.1, проверить, 
что две периодические группы А и С непременно изоморфны, если 
Е (4) =РЕ (С). 

(6) (Э. Погань). Распространить утверждение (а) на другие идеалы 
колец эндоморфизмов [например, состоящие из эндоморфизмов со счет- 
ными образами]. 

4. (а) Если А — периодическая группа и Ар — ее р-компоненты, 
то центр кольца Е (А) равен произведению центров колец Е (Аь). 

(6) Распространить утверждение (а) на случай, когда А = Ф Д,, 

ЕТ 
где А; — вполне характеристические подгруппы группы А. 

5 (Леви [2]). Описать эндоморфизмы, отображающие каждую 
подгруппу в себя. 

6 (Селе и Сендрей [1]). Кольцо эндоморфизмов периодической 
группы А коммутативно тогда и только тогда, когда А — подгруппа 
группы 0/7. 

7. Пусть А — урегулированная копериодическая группа и Т — 
ее периодическая часть. Показать, что кольца Е (А) и Е (Т) можно 
естественным образом отождествить. [Указание: всякий эндоморфизм 
СЕ (Т) однозначно продолжается до эндоморфизма 1 ЕЕ (4).] 

8. Используя упр. 7, доказать теорему [08.1 для урегулированных 
копериодических групп А и С. 

9. (а) Периодическая группа А является конечно порожденным 
Е (А)-модулем тогда и только тогда, когда она ограниченная. В про- 
тивном случае она — счетно порожденный Е (А)-модуль. 

(6) Если А — некоторая р-группа, то она является локально 
циклическим левым Е (А)-модулем в том смысле, что для любых а, 
БЕ А существует такой элемент с Е А, чтоа, ВБ ЕЕ (А) с. 

10. (а) Доказать, что если для некоторой группы А кольцо эндо- 
морфизмов Е (А) порождается как кольцо автоморфизмами, то всякая 
характеристическая подгруппа группы А является вполне характе- 
ристической. 

(6) Показать, что кольцо эндоморфизмов группы из примера 
в $ 67 не порождается группой автоморфизмов. 
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$ 109. Кольца эндоморфизмов сепарабельных р-групп 


Исследуя кольца эндоморфизмов, обычно стараются найти условия 
на абстрактное кольцо, при которых оно является кольцом эндомор- 
физмов некоторой абелевой группы. Видимо, найти необходимые 
и достаточные условия для этого в общем случае — проблема доста- 
точно трудная, но в отдельных частных случаях известен вполне 
удовлетворительный ответ на поставленный вопрос. В настоящем 
параграфе мы рассмотрим указанную проблему для случая сепарабель- 
ных р-групп, тогда как следующий параграф будет посвящен случаю 
групп без кручения. 

Наша задача состоит, естественно, в том, чтобы найти достаточное 
количество свойств колец эндоморфизмов Е (А) сепарабельных р-групп 
А, чтобы всеми этими свойствами одновременно могли обладать только 
кольца эндоморфизмов. Излишне говорить, что получающиеся усло- 
вия должны носить теоретико-кольцевой характер: хотя они являются 
следствиями некоторых свойств лежащей в основе группы А, их 
нужно уметь восстановить, зная только кольцевую структуру кольца 
Е (4).1 Не удивительно, что основным средством для наших исследо- 
ваний оказываются проекции на циклические прямые слагаемые: 
их Можно охарактеризовать как примитивные идемпотенты кольца 
Е (4). 

Пусть А — сепарабельная р-группа, Е = Е (А) — ее кольцо 
эндоморфизмов. Обозначим через Е, левый идеал кольца Е, порож- 
денный его примитивными идемпотентами. Так как примитивные 
идемпотенты соответствуют неразложимым прямым слагаемым, эти 
идемпотенты в рассматриваемом случае имеют конечный порядок. 


1) Правый аннулятор кольца Е, в Е равен нулю. 

Если | — правый аннулятор кольца ЁЕо, то Ип\ имеет тривиаль- 
ную проекцию на любое циклическое прямое слагаемое группы А. 
Следовательно, [шт = А! == 0. 


2) Если, п, ЕЕ — примитивные идемпотенты, то Еф — 
циклическая группа порядка р” для некоторого Е [простое число р 
фиксировано]. 

Как в $ 106, п. 6), непосредственно видно, что группу лЕо можно 
рассматривать как Нот (о А, хА). Здесь оА и ЛА — циклические 
группы, порядки которых — степени простого числа, поэтому] и] мЕр— 
такая же группа. 


3) Если п, о — примитивные идемпоп2нты кольца Е и о (п) < 
< о (60), мо левый аннулятор кольца Еф содержится в левом анниля- 
торе кольца Ел и ЕлЕф = Еф [0 (п)]. 

Положим ЛА = (а), од = (6 } и выберем такое т Е Е, что ть == а. 
Если для ЕЕ выполнено ЕЕо = 0, то (Е) = 0, откуда ЕЕа = 
— ЕЕ (16) = 0, т. е. & аннулирует также Ел. Включение ЕлЕф == 
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<= Е [0 (л)] очевидно. Пусть х Е Ео [0 (п)]. Тогда ВЕЛ [0 (лм)] 
и Ла = 56 для некоторого А Е Ел. Теперь хЬ = Амб влечет за собой 
Х = МЕ ЕлЕр. 


4) Если Е =КФЬ, где К, | — правые идеалы и К==0, то 
т. =0 для некоторого примитивного идемпотента чЕЁЕ.. 

Очевидно, А=Е,А=КА-НЬА (где КА— множество всех конеч- 
ных сумм вида Уха: к: ЕК, а6А. Пусть хХЕКАПЕА, и пусть 
х= Уна: = ^,6), (№61, 6,6 А). Если А=(с) ФС, где о(с)> 
> тах {о (а;), о (5;)}, и если для ЕЁ, И, ЕЕ выполняются равенства 
=, 9=мю, ЕС=тС=0, то УхжЕс=х= У Ам, откуда 
Ук, = р Л ЕКПЁЕ=0. Следовательно, х=0 и А=КАФ ЦА. 
Здесь КА=20, и в качестве т можно взять проекцию на циклическое 
слагаемое группы КА. 


5) Е служит пополнением для Е у в топологии, в которой в качестве 
подбазы окрестностей нуля в Е’ взяты левые аннуляторы примитив- 
ных идемпотентов из Еъ. 

В силу предложений 107.2 и 107.3 доказывать нечего. [Напомним, 
что Е определение полноты включало требование хаусдорфовости, 
см. $ 13. 


Мы хотим показать, что свойства 1)—5), взятые вместе, характе- 
ризуют кольца эндоморфизмов сепарабельных р-групп. Следующий 
результат был получен в немного другой форме Либертом [4]. 


ТеорЕМА 109.1. Ассоциативное кольцо Е с единицей изоморфно 
кольцу эндоморфизмов Е (А) некоторой сепарабельной р-группы А 
тогда и только тогда, когда оно обладает свойствами 1) 5). 


а) Пусть кольцо Е = 0 обладает свойствами 1) —5). Тогда Е, = 0 
и Е содержит примитивные идемпотенты. Если л ЕЕ — один из них, 
то свойство 2) и включение л Е лЕл дают о (л) = р" при некотором #. 
Таким образом, примитивные идемпотенты кольца Е имеют конечный 
порядок. 

6) Пусть л, о — примитивные идемпотенты кольца Е и о (п) = 
= р\ < о (0). В силу свойства 2) мы можем написать лЕф = (Ё) 
для некоторого ЁЕЕ. Используя это Ё определим ф: Ел —> Ерб 
как отображение ц-*»+\ё (и Е Ел). Очевидно, это Е — гомоморфизм 
левого идеала Ел в Левый идеал Еф. Это даже мономорфизм, так 
как если | = 0, то ЧЕф = 0, откуда по свойству 3) также чЕл = 0; 
в частности, = пл = 0. 

в) Выберем теперь такую последовательность л:, ..., Пл, ... 
примитивных идемпотентов кольца Е, что о (л,) <... < о (п,) <<...; 
эту последовательность можно выбрать бесконечной, если только 
порядки примитивных идемпотентов кольца Е. не ограничены в сово- 
купности. Как в предыдущем пункте, положим лЛ„Елиа = (Ё&) 
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и для любого п определим мономорфизм 
Фп: ЕЛа —> Ели 


как отображение =>". С помощью спектра Е-модулей Ел, и 
Е-мономорфизмов ф„, Мы можем определить группу А как Е-модуль 


А=Ит Ел». 


> со 


Так как модули Ел, аннулируются числом о (л„), то А есть р-груп- 
па; она ограниченная тогда и только тогда, когда последовательность 
{л„} конечна. Канонический гомоморфизм группы Ел, в предель- 
ную группу является мономорфизмом, который отождествляет Ель 
с подмодулем модуля А, причем А — просто теоретико-множественное 
объединение этих подмодулей. Так как` отображения ф„ являются 
Е-гомоморфизмами, каждый элемент Е ЕЁ порождает эндоморфизм 
группы А. Здесь ЁА = 0 только в случае, когда Ел, = 0 при 
любом п. Но тогда по свойству 3) ЁЕо =0 для любого примитивного 
идемпотента р ЕЁ, а по свойству хаусдорфовости из 5) имеем Ё = 0. 
Следовательно, кольцо Ё изоморфно подкольцу кольца эндоморфиз- 
мов Е (А) группы ДА. 

г) Следующий шаг доказательства состоит в проверке того, что 
кольца Е и Е(А) имеют одинаковые примитивные идемпотенты. 
Если р — примитивный идемпотент кольца Е, то он должен быть 
примитивным и в Е (4), так как группа оА = Ит оЕл, как предел 

= 


прямого спектра циклических р-групп, порядки которых не больше 
о (©), сама является циклической группой. С другой стороны, если 
© — примитивный идемпотент порядка р” в кольце Е (А), то А = 
= оА Ф В, где В = Кего. Множества Н (0А) и Н (В) всех элемен- 
тов 1 Е Еь, для которых ИА = оА и\А == В соответственно, являют- 
ся такими правыми идеалами кольца Ех, что Е, = Н (0А) ФН (В). 
По свойству 4) для некоторого примитивного идемпотента т ЕЕ, 
имеем тН (В) = 0. Используя тот факт, что порядки примитивных 
идемпотентов кольца Е (А) не могут быть больше порядков прими- 
тивных идемпотентов кольца Ё., получаем, что тВ = 0. Очевидно, 
Из А =тА Ф Кегт и В = Кегт следует, что В = Кег т. Из лем- 
мы 9.5 имеем о =т— (1 — т) фт для некоторого фЕЕ (4). Но 
Е (А) т = Ет, так как по условию 3) справедливо равенство ЕчЁЕл„ = 
= Ел,» [0 (т)], если о (т) < о (п), а последнюю группу можно отож- 
дествить с Д [0 (т)]. Следовательно, фт Е Ет, и 0 принадлежит Е. 

д) Чтобы проверить, что в кольце Е (А) нет других примитивных 
идемпотентов [т. е. что группа А редуцированная] и что, более того, 
группа А сепарабельна, заметим, что если элемент а Е А! представлен 
элементом пл, 6 Ел,, то для всех примитивных идемпотентов р Е 
ЕЕ (4), имеющих конечный порядок, должно быть ра = отл» = 0. 
Так как оЕЕ., то из условия 1) имеем пл, = 0, т.е. А! = 0 
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е) Для завершения доказательства обратимся к условию 5), где 
утверждается, что Е. — пополнение Е, в конечной топологии коль- 
ца Е... В силу сепарабельности группы А кольцо Е (А) также являет- 
ся пополнением кольца Е. в этой топологии} и из Е <= Е (А) следует, 
что Е (4) =Е. в 


Упражнения 


1 (Шода [1], Бэр [9]). (а) Для подмножества $ группы А положим 
Л (5) = {ЕЕ (4) |15 =0} и Р(5) = ЕЕ (4) | лА= $}. 
т что это односторонние идеалы, для которых Л (5) Р ($) = 

(6) Если > — подмножество кольца Е (А), то М(>») = 
= {а6А | Ха =0} — такая подгруппа группы А, что А (ХА) — 
Е, а Р (№ (*)) — правый аннуляторы множества Х в кольше 

2 (Либерт [1]). Пусть Е — такое конечное кольцо с единицей, 
что р^Е = 0, но р“"Е == 0. Тогда кольцо Е изоморфно кольцу 
эндоморфизмов конечной группы А в том и только в том случае, когда 
выполнены следующие условия: 

(1) кольцо Е. обладает антиавтоморфизмом; 

(2) для любого примитивного идемпотента р кольца Е справед- 
ливо равенство оЕрф = р); 

(3) пересечения рЕГ Л (Е [р*-1), гдеё=0,..., № являются 
единственными идеалами кольца Е, содержащимися в его правом 
цоколе [равном объединению всех его минимальных правых идеа- 
лов]. 

3 (Либерт [2]). (а) Если А — прямая сумма циклических групп 
одного и того же порядка р" и А =В ФС, где г(В) < г(С), то 
всякий эндоморфизм ф группы А, для которого ФС = 0, содержится 
в подкольше Е. (А) кольца Е (А), порожденном идемпотентами 
кольца Е (А). 

(6) ЕслиА = А, Ф ... ФА, и для любого 1 справедливо Е,(А;)= 
— Е (4;), то Е. (4) =Е (4). 

(в) Вывести отсюда, что кольцо эндоморфизмов ограниченной 
группы порождается своими идемпотентами. 

4. Охарактеризовать кольцо эндоморфизмов делимой р-группы 
конечного ранга. 

5. Если А — редуцированная р-группа, то множество всех левых 
аннуляторов примитивных идемпотентов совпадает с Р (А") [ср. 

пр. 1]. 
. 6. Пусть А =С ФР, где С — редуцированная, а ВР — делимая 
р-группы. 

(а) Примитивные идемпотенты бесконечного порядка кольца Е (А) 
порождают левый идеал, изоморфный кольцу Е (О). 

(6) Факторкольцо кольца Е. (А) по идеалу, порожденному прими- 
тивными идемпотентами бесконечного порядка, изоморфно коль- 
цу Е (С). 
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Перейдем к кольцам эндоморфизмов групп без кручения. Первое, 
что можно заметить, — это что неизоморфные группы без кручения 
вполне могут иметь изоморфные кольца эндоморфизмов. Примеры 
очень многочисленны; в частности, их легко найти среди групп жест- 
ких систем или среди групп различных мощностей, или даже среди 
групп ранга {[. 

Другое существенное различие в поведении колец эндоморфизмов 
периодических групп и групп без кручения состоит в том, что в перио- 
дическом случае эти кольца принадлежат довольно специальному 
классу колец, а в случае групп без кручения на них налагается значи- 
тельно меньше ограничений. Это высказывание вполне оправдывается 
следующей замечательной теоремой. 


Теорема 110.1 (Корнер [3]). Всякое счетное редуцированное кольцо 
без кручения В с единицей изоморфно кольцу эндоморфизмов Е (А) 
некоторой счетной редуцированной группы без кручения А 


Настоящий параграф посвящен доказательству этого мощного 
результата. Орсатти [6] принадлежит идея локализации в этом дока- 
зательстве, так что метод Корнера понадобится только в более простом 
локальном случае. 

а) Прежде всего локализуем проблему и, кроме того, предположим, 
что кольцо Кр является алгеброй над О› для некоторого простого 
числа р. Это равносильно предположению, что В = Вр для всех 
простых чисел д == р. Кольцо В, снабдим р-адической топологией; 
редуцированность кольца В, обеспечивает хаусдорфовость этой 
топологии. Затем образуем пополнение В», в р-адической топо- 
логии; в результате получается Оф-алгебра, содержащая Вр 
в качестве (сервантного) подкольца [ср. следствие 119.4]. Так как 
кольцо Вр счетно, то в нем существует конечное или бесконечное 
счетное множество {Ё,} элементов, являющееся максимальным неза- 
висимым множеством над Ор. Это означает, что для каждого а Е Вр 
существует соотношение зависимости 


= ль. . -- ЛЬЕь (п; ЕОр). 


Элементы л; здесь определены однозначно с точностью до множи- 
телей р”. Поэтому имеет смысл говорить о сервантном подкольце З» 
кольца Оз, порожденном подкольцом Ор и элементами л;, взятыми 
для всех @ЕВр. Ясно, что Зр Также счетно. 


6) Теперь докажем, что если 104 --...-- том =0 для некоторых 
4,..., Ят@Вр, Где элементы %,..., у, Оз линейно независимы 


над Эр, ТО би=...=@т=0. В самом деле, р", = Ули, где 
1 


ллЕ$Зр, если п— достаточно большое число, поэтому УужиЕ: =0. 
1,7 
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Отсюда в силу независимости элементов & имеем Уулн==0. Сле- 
3 


довательно, все @, равны 0. 


в) Для каждого “ЕЮ, выберем такие целые р-адические числа 
бо И ба, что множество {ра б« |“ ЕЮ} алгебраически независимо 
над Эр. Это возможно, так как Зр счетно, а Оф имеет мощность 
континуума, так что степень трансцендентности Оф над Зр также 
равна мощности континуума. Для этих 0%, бо ПОЛОЖИМ 


20 = 0о1 -Г бо В. (1) 
Через Д обозначим сервантную подгруппу 
(Кр, Крёо для всех @&ЕеКВр), 


группы Вр. Очевидно, что А — счетная редуцированная группа без 
кручения. 
г) В силу определения группы А ясно, что элементы кольца Вр 


действуют на А слева согласно определению умножения в В». Различ- 
ные элементы из ВК, действуют по-разному, так как 1 Е А. Следова- 
тельно, К, можно рассматривать как подкольцо кольца Е (А). 


д) Чтобы доказать, что В›==Е (А), возьмем элемент чЕЁЕ (А). 
Так как Юр сервантно в А, а А— сервантная подгруппа в В р, то р-ади- 


ческое пополнение А группы А совпадает с Вр. Поэтому в силу п. и) 
из $ 106 эндоморфизм \ продолжается до однозначно определенного 


Оз-эндоморфизма \ группы В›. Используя этот эндоморфизм 1, 
получаем 


Во = (ба -Е 654) = ра (11) Е ба (1@) = ра (11) - д (па). 


В силу определения группы А можно записать следующие равенства: 
р" (ПЕа) = Во -- > В:во › 
= 
р" (11) = - > Т Ех 
1— 


р* (о) = бо -- > бе 


где а, В, }, ЕР», а числа А и п фиксированы. Для простоты пред- 
положим, что а =. Подстановка дает 


В-- Х В: (ре, 1-Е ба, 0) = 


— ра 0-Х у (рад Е даа) 1 а [6 -- № 6 (р. + ва). 
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В силу выбора р-адических чисел ро И бо эти числа и их произведения 
линейно независимы над Эр. Поэтому из п.`б) и сравнения коэффи- 
циентов в Левой и правой части последнего равенства получаем, что 
В. = о, В:“ = бу, ‚а все остальные элементы В, зиб равны нулю. 
Таким образом, р” (11) = и р’ (14) = 0%. Положив 1 =, 
получаем равенство 1% = у& для любого & Е Вр. Значит, 1 Действует 
на Кр как умножение слева на . То же утверждение справедливо 


для и для 1 =\ | А. Это завершает доказательство в локальном 
случае. 

е) Переходя к глобальному случаю, предположим, что В — коль- 
цо, удовлетворяющее условиям теоремы. Так как К — редуцирован- 


ное кольцо без кручения, его {-адическое пополнение В содержит КЮ 
в качестве сервантного подкольца. Предложение 40.1 дает представ- 


ление _ _ 
в =П В», 


где В›—это р-—адическое пополнение гедуцированной части Юр 
тензорного произведения О, ® В. Заметим, что каноническое вложе- 


ние В > В превращает К в подкольцо кольца | К, и если “ЕВ, 


то можно писать &=(..., “р, ...), где ЕВ. 
ж) Как и вп. в), для каждого “ЕВ выберем ра, 9» таким обра- 
30М: ба=(.. > а, зар бя ‚ба. ..), ГДе бо, ба — целые 


р-адические числа, с независимые над Эр [если В ›=0 при 
некотором р, то можно ВЗЯТЬ ра, =0а, = 0]. Используя элемен- 


ТЫ &с из (1), определим группу А так: 
А=(В, Ра для всех оЕЮ).. (2) 


Это опять счетная редуцированная подгруппа в Ю. Очевидно, что ЮВ 
является подкольшом в Е (А). Если | ЕЕ (4), то 1 однозначно про- 


должается до некоторого эндоморфизма | СЕ (В), который должен 
действовать покоординатно, так как КЮ р ВПОЛНе характеристично в Ю. 
Локальный случай д) показывает, что \ действует на Вр как умно- 
жение слева на К›-компоненту элемента 11 = ЕК. Поэтому 1 


совпадает с умножением слева на ^ на всем кольце Ю, а значит, и на 
группе АД. Этим доказано, что Е (А) = В. 

Окончательно получаем, что группа А, заданная формулой (2), 
является счетной редуцированной группой без кручения, а ее кольцо 
эндоморфизмов изоморфно кольцу К, о котором говорится в форму- 
Лировке теоремы 110.1. а 


Пользуясь теоремой 110.1, можно легко доказать существование 
счетных групп без кручения с теми или иными свойствами, которые 
можно выразить с помощью эндоморфизмов [см., например, теоре- 
мы 91.5 и 91.6]. 
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Следует заметить, что кольца эндоморфизмов некоторых счетных групп без 
кручения имеют мощность континуума. Эти кольца тоже можно охарактеризо- 
вать, если снабдить их конечной топологией [ср. Корнер [6]]: 


Если кольцо В, о котором говорится в предыдущей теореме, 
имеет счетный ранг, то группа А, очевидно, должна быть по меньшей 
мере счетного ранга. Однако для колец конечного ранга теорема 110.1 
может быть усилена: 


ТЕОРЕМА 110.2 (Корнер [3]). Всякое редуцированное кольцо без 
кручения К конечного ранга п с единицей изоморфно кольцу эндомор- 
физмов редуцированной группы без кручения А ранга не больше 9м. 


Пусть | = 0, ..., аи — линейно независимые элементы кольца ® 
[над 2]. Выберем такие элементы р; = (..., о, ...)=1... п), 
что целые р-адические числа р1р, ..., Опр при любом простом числе р 


алгебраически независимы над $». Возьмем в (-адическом попол- 
нении КЮ кольца В элемент 

& == 0:0. | ... - бла 
И ПОЛОЖИМ 


А = (К,В=),.. (3) 


Тогда, очевидно, А — редуцированная группа без кручения ранга 
не больше 21, причем В — подкольцо кольца Е (А). Возьмем снова 


эндоморфизм т ЕЕ (А) и продолжим его до эндоморфизма т ЕЕ (В). 
п 

Тогда пе = У рма;, причем для некоторого натурального числа т 
= 


и элементов В;, у; Е В имеем 


т (1) = Во + 1.8, т (па;) = ВЕ - 1:8 =... п). 


Подстановка дает 
Во-- о (> р:0и;) = > о: (ВЕ у > руае;), 


и утверждение, аналогичное п. 6), влечет за собой 
Во =0, 700: =В; И п), 0 = у, На: (1, 1=1, ооо, п). 


Последнее равенство при { = ] = |1 дает у, = 0, поэтому, полагая 
в том же равенстве ] = 1, получаем \; = 0 {= 1, ..., п). Следова- 
тельно, т (1) = %оё и т (19;) = В; = у,9:. Таким образом, положив 
11 = \ ЕВ, получаем 10; = уа;. Это показывает, что эндоморфизм " 
совпадает с умножением слева на ^ и Е (4) = В, что и требовалось. а 

Корнер [3] заметил, что при п > 2 последний результат не может быть уси- 
лен: существует кольцо без кручения ранга п, не изоморфное кольцу эндоморфиз- 
мов никакой группы ранга меньше 2п. Цассенхауз [1] нашел условия, при кото- 


рых кольцо ранга п является кольцом эндоморфизмов группы без кручения того 
же ранга. Одно обобщение этого результата можно найти в работе Батлера [2]. 
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Упражнения 


1 (Корнер [3]). Если Е (А) — счетное редуцированное кольцо 
без кручения, то группа А должна быть редуцированной и без кру- 
чения. 

2 (Корнер [3]). Показать, что если в теореме 110.1 отбросить любое 
из трех условий: 1) счетность, 2) редуцированность, 3) свойство быть 
кольцом без кручения,— то кольшо К уже не обязательно будет 
кольцом эндоморфизмов. [Указание: Оф Ф Оз, ОА ФО, 7/р) ФФ 
Ф 7/(р).] 

3. Если э — счетная полугруппа с единицей, то полугрупповое 
кольцо 25 полугруппы 5 над кольцом целых чисел всегда может 
быть представлено как кольцо эндоморфизмов. 

4 (Сонсяда [6], Корнер [3]). Существуют группы без кручения 
конечного ранга с изоморфными группами эндоморфизмов, кольца 
эндоморфизмов которых не изоморфны. [Указание: взять в качестве 
колец эндоморфизмов 7, Ф 7 и кольцо целых гауссовых чисел.] 

5 (Орсатти [6]). Заменив условие счетности требованием, чтобы 
редуцированная часть К, тензорного произведения Ор ® В была 
счетной для любого простого числа р, распространить теорему 110.1 
на случай | А | = | ВЮ |. 

6. Всякое кольцо без кручения ранга | с единицей является коль- 
цом эндоморфизмов группы без кручения ранга [. 

7. Показать, что группа, построенная по формуле (3), имеет в точ- 
ности ранг 2я. 

8. Пусть РВ — кольшо целых алгебраических чисел, лежащих 
в расширении степени 2 поля рациональных чисел, такое, что +[ — 


единственные обратимые элементы в В [например, можно взять В = 


=[У —5]]. Пусть А — группа без кручения ранга 4, для которой 
Е (А) = В. Проверить справедливость следующих утверждений: 

(а) все подгруппы группы А являются характеристическими; 

(6) все эндоморфизмы группы А — мономорфизмы; 

(в) группа А не имеет вполне характеристических подгрупп ранга 1. 
Вывести отсюда, что группы без кручения конечного ранга могут 
иметь характеристические, но не вполне характеристические под- 
группы. 

9. Если м — кардинальное число, меньшее первого сильно недо- 
стижимого кардинального числа, то существуют группы без круче- 
ния АД мощности м, которые не порождаются как Е (А)-модули 
меньше, чем М элементами. [Указание: жесткие группы.] 

10. Для любого` кардинального числа Ш из упр. 9 существуют 


коммутативные кольца эндоморфизмов мощности 2. [Указание: пря- 
мая сумма групп жесткой системы.] 

11 (Дж. Д. Рейд [5], Орсатти [2]). Кольшо В называется подком- 
мутативным, если для любых элементов ©, В Е В существует такой 
элемент у ЕЮ, что &/ = Ва. 
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(а) Если кольцо Е (А) подкоммутативно, то эндоморфные образы 
группы А являются вполне характеристическими подгруппами. 

(6) Используя тот факт, что алгебра кватернионов над полем 
рациональных чисел содержит подкоммутативное [но не коммутатив- 
ное} кольцо с единицей, аддитивная группа которого редуцирован- 
ная, показать, что свойство эндоморфных образов быть вполне харак- 
теристическими подгруппами не влечет за собой коммутативности 
кольца эндоморфизмов. 

12. Центр кольца эндоморфизмов однородной сепарабельной груп- 
пы без кручения изоморфен подкольцу поля О. 

13. Однородная сепарабельная группа А без кручения не имеет 
а характеристических подгрупп, кроме подгрупп ИА (п = 
= 0, 1,2, ...). 
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До сих пор наше исследование связей между группами и их коль- 
цами эндоморфизмов касалось в основном вопроса, как структура 
группы отражается на ее кольце эндоморфизмов. Теперь мы займемся 
вопросом, какое влияние оказывает кольцевая структура колец 
эндоморфизмов на соответствующие группы. Естественно, основное 
внимание мы будем уделять стандартным теоретико-кольцевым свой- 
ствам. 

Сначала сделаем несколько простых замечаний технического харак- 
тера. 


а) Если «ЕЕ (А), то п | и влечет за собой «А = пА, а па = 0 
влечет за собой а&А = А [и]. 

Если для ВЕЕ (А) выполняется равенство пВ = а, то аА = 
—= ИВА <= пА. Если па = 0, то паА =ОиодА = А [1]. 

6) Пусть для группы А имеют место разложения 


А= А. ® ое ФА, ФС, где С, = Ала Ф Сл 


и А, =2 0, при любом п. Тогда в кольце Е. = Е (А) условие минималь- 
ности не выполнено ни для правых, ни для левых [главных] идеалов. 

Пусть л„: А» С, — проекция. Тогда Лили = Лон, НО не суще- 
ствует такого © Е Е, что „19 = Л», так как Ип П-1% = И ла < 
< [т л,. Следовательно, имеет место строгое включение л,„Е > 
> л,4Е (п = 1,2, ...). Далее, л„ал» = Ло и не существует 
такого ВЕЕ, что Вл... =л,, так как Кегл, с Кег ли = 
< Кег Вл... Это показывает, что Ел, > Елл-л. 


Из Е = (1 —л,) Е Фл,Е =Е (1 —л,) ФЕл, и п. 6) непо- 
средственно получается следующее утверждение [на самом деле в силу 
теоремы 123.3 это более сильное, чем п. 6), утверждение]: 

в) Если А — такая группа, как в п. 6), то кольцо Е (А) обладает 
бесконечной строго возрастающей цепью правых [левых] идеалов. 
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Начнем наше изложение со случая [не обязательно коммутатив- 
ных] тел. Среди колец эндоморфизмов они встречаются удивительно 
редко. 


ТЕОРЕМА 111.1 (Селе [5]). Кольцо эндоморфизмов Е (А) группы А 
является телом тогда и только тогда, когда группа А изоморфна О 
или 2 (р) при некотором р [т. е. группа А является аддитивной груп- 
пой некоторого простого поля]. 

Тело служит кольцом эндоморфизмов абелевой группы в точности 
тогда, когда оно — простое поле. 


Если Е (А) — тело, то всякий ненулевой элемент «ЕЕ (А) 
является автоморфизмом. Следовательно, для любого простого числа р 
или рА = 0, или рА = А. Если рА = 0 для некоторого р, то А — 
элементарная р-группа. Так как в нашем случае проекции на ненуле- 
вые слагаемые должны быть автоморфизмами, то группа А неразло- 
жима и А == 7 (р). С другой стороны, если рА = А для всех р, то А — 
делимая группа и, как и в первом случае, она неразложима. Умноже- 
ние на р является эндоморфизмом с ядром 0, поэтому А — группа 
без кручения. Таким образом, А == (0. 

Обратно, кольца эндоморфизмов групп @ и 7 (р) являются просты- 
ми полями характеристики 0 и р соответственно. а 


Далее, рассмотрим простые кольца, т. е. кольца, не имеющие 
нетривиальных идеалов. Все простые кольца эндоморфизмов легко 
перечислить: 


ТЕОРЕМА 111.2. Кольцо эндоморфизмов Е (А) является простым 
кольцом тогда и только тогда, когда А — или конечная прямая сумма 
групп, изоморфных полной рациональной группе ©, или конечная пря- 
мая сумма циклических групп фиксированного простого порядка р. 

Простое кольцо служит кольцом эндоморфизмов абелевой группы 
тогда и только тогда, когда оно — полное кольцо матриц конечного 
порядка над простым полем. 


Если Е =Е (4) — простое кольшо, то для любого простого 
числа р или рЕ = 0, или рЕ = Е. В первом случае из п. а) легко 
следует, что А = А [р], т. е. А — элементарная р-группа. Если 
рЕ = Е для любого простого числа р, то Е — делимая группа 
и группа А — тоже [см. п. а)]. Цоколь в Е является идеалом [ср. 
$ 117, п. А)], поэтому Е должно быть кольцом без кручения, и умно- 
жение на р" — эндоморфизм группы А. Отсюда следует, что А — 
также группа без кручения. Таким образом, или А = ФА (р), или 
А = Ф 0. Эндоморфизмы группы А, отображающие ее на подгруппу 
конечного ранга, образуют ненулевой идеал в Е, который должен 
совпадать с Ё. Следовательно, ДА — конечная прямая сумма, и необ- 
ходимость доказана. 

Достаточность очевидна в силу теоремы 106.1. Второе утверждение 
теоремы также очевидно. а 
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В частности, теорема 111.2 показывает, что простое кольцо эндо- 
морфизмов должно удовлетворять условию минимальности для левых 


и правых идеалов. Вообще, переходя к артиновым кольцам, полу- 
чаем: 


ТЕОРЕМА 111.3. Кольцо эндоморфизмов Е (А) группы А является 
артиновым слева [или справа] тогда и только тогда, когда А = В ФО, 
где В — конечная группа, а р — делимая группа без кручения конеч- 
ного ранга. 


Пусть кольцо Е =Е (А) артиново слева [или справа]. Тогда 
существует такое натуральное число т, что ТЕ — делимая группа 
[см., например, $ 122]. В силу п. а) из ит | т! вытекает, что тА = 
= итА, т. е. тА — делимая группа. Следовательно, А = В ФО, 
где тВ = 0, ар — делимая группа. В силу п. 6) слагаемые В и р 
имеют конечный ранг; в частности, В — конечная группа. Мы можем 
утверждать, что  (р®) в) не входит, заметив, что 1 д должно делить- 
ся на степени числа р. Следовательно, группа А должна иметь вид, 
указанный в теореме. 

Обратно, если группа А имеет указанный в теореме вид, то Е (А) = 
= Е (В) ФЕ(), так как В и О — вполне характеристические 
подгруппы группы А. Здесь Е (В) — конечное кольцо, а Е (О) — 
полное кольцо матриц конечного порядка над О. Артиновость слева 
и справа кольца Е (А) теперь очевидна. в 


Заметим, что если группа А устроена как в теореме 111.3, то ее кольцо эндо- 
морфизмов является кольцевой прямой суммой конечного кольца Е (В) и коль- 
ца Е (0), изоморфного полному кольцу матриц конечного порядка над О. 

Пересматривая последнее доказательство, можно заметить, что то же заклю- 
чение можно получить при более слабом предположении, что Е (А) удовлетворяет 
условию минимальности для левых [или правых] главных идеалов [см. Сас [1]]. 


В противоположность условию минимальности условие максималь- 
ности, наложенное на кольцо эндоморфизмов, не слишком ограничивает 
групповую структуру, как показывает хотя бы пример больших нераз- 
ложимых групп, имеющих кольцо эндоморфизмов, изоморфное под- 
кольцу поля А. Однако в периодическом случае условие максималь- 
ности оказывается большим ограничением. 


Предложение 111.4. Пусть А — периодическая группа. Кольцо 
Е (А) нётерово слева [или справа] тогда и только тогда, когда А— 
прямая сумма конечного числа коциклических групп. 


Используя п. в), легко проверить, что базисная подгруппа В 
группы А конечна [см. теорему 32.4]. Поэтому по теореме 27.5 имеем 
АД = В Ф С, где С — делимая группа, обязательно конечного ранга. 

Чтобы доказать обратное, предположим, что А = В ФР, где В — 
конечная группа, а р — делимая группа конечного ранга, и пусть 
л: А—- О — проекция. Тогда Е = Ел ФЕ (1 — п), где второе 
слагаемое конечно, а первое слагаемое Ел = лЕл является в силу 
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теоремы 106.1 полным матричным кольцом над Ох, т. е. также нёте- 
ровым [слева и справа] кольцом.Следовательно, и Ел, иЕ (1 — м) — 
нётеровы левые Е-модули и этим же свойством обладает кольцо Е. 
Аналогичные рассуждения применимы при доказательстве нётеро- 
вости справа. в 


Другие условия на кольца эндоморфизмов будут рассмотрены 
в следующем параграфе. 


Упражнения 


1. (а) Доказать, что кольцо эндоморфизмов Е (А) является полу- 
простым кольцом с условием минимальности для левых [или, что 
эквивалентно, правых] идеалов тогда и только тогда, когда А = В Ф 
Ф р, где В — конечная элементарная группа, а р — делимая группа 
без кручения конечного ранга. 

(6) Какие полупростые кольца с условием минимальности служат 
кольцами эндоморфизмов? 

2. (Кертес). Если А является р-группой, то радикал Джекобсона 
кольца Е (А) равен нулю тогда и только тогда, когда А — элемен- 

со 


тарная группа. [Указание: >», (—1)" р”0” — элемент, квазиобратный 
п==1 


к 16.1] 

3. Доказать, что для периодических групп А справедливо следую- 
щее свойство симметрии: кольцо Е (А) удовлетворяет условию мини- 
мальности [максимальности|] для левых (или правых) идеалов тогда 
и только тогда, когда в группе А выполнено условие максималь- 
ности [минимальности] для подгрупп. 

4. Радикал артинова кольца эндоморфизмов конечен. 

5. Описать р-группы, кольца эндоморфизмов которых удовлетво- 
ряют условию минимальности [максимальности] для левых или правых 
аннуляторов элементов. 

6. Если кольцо Е (А) удовлетворяет условию максимальности для 
левых [или правых] идеалов, то периодическая часть группы А конеч- 
но копорождена. 

7. (а) Если Е (А) — область целостности, то группа А неразло- 
жима. 

(6) Показать, что не всякое кольцо эндоморфизмов, являющееся 
областью целостности, может быть вложено в тело. [ Указание: исполь- 
зовать теорему 110.1.] 

8. (Селпал [3]). (а) Кольхо эндоморфизмов Е (А) является периоди- 
ческим тогда и только тогда, когда А — ограниченная группа. 

(6) Е (4) является кольцом без кручения в том и только в том 
случае, когда А =) ®Ф С, где Р — делимая периодическая группа, 
а С — такая группа без кручения, что рС = С для тех простых чисел р, 
для которых О [р] == 0. 

9. (Орсатти [1]). (а) Всякая группа А, кольцо эндоморфизмов кото- 
рой локально, неразложима. 
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(6) Кольцо эндоморфизмов группы, не являющейся группой без 
кручения, является локальным тогда и только тогда, когда группа 
коциклическая. 

(в) Сервантные подгруппы конечного ранга группы /› имеют 
локальные кольца эндоморфизмов. 

10. Перечислить группы, каждый эндоморфизм которых или являет- 
ся автоморфизмом, или нильпотентен. 

11. Кольцо эндоморфизмов сепарабельной группы А без кручения 
нётерово слева [справа] тогда и только тогда, когда группа А имеет 
конечный ранг. 

12 (Селе и Сендрей [1]). (а) Если кольцо Е (А) коммутативно, 
то р-компоненты Тр группы А являются коциклическими, а А/Т есть 
р-делимая группа для любого простого числа р, для которого Тр == 0. 

(6) Расщепляющаяся группа А имеет коммутативное кольцо эндо- 
морфизмов тогда и только тогда, когда Е. (Т) и Е (А/Т) — коммута- 
тивные кольца и группа А удовлетворяет условию п. (а). 


$ 112. Регулярные и обобщенные регулярные 
кольца эндоморфизмов 


Продолжим рассмотрение вопроса о группах, кольца эндоморфиз- 
мов которых принадлежат тем или иным интересным классам колец. 
В этом параграфе мы сосредоточим внимание на кольцах эндоморфиз- 
мов, являющихся регулярными или обобщенными регулярными в соот- 
ветствующем смысле. 

Для начала сформулируем нужные определения. 

Элемент % кольца В назовем регулярным, если 


аВа = % для некоторого В Е К, 


и т-регулярным, где т — натуральное число, если &” — регулярный 
элемент. Элемент © назовем регулярным слева [справа], если 


я = а? [% = 9] для некоторого % Е В. 


Если а” — элемент, регулярный слева [справа], то элемент & будем 
называть /7-регулярным слева [справа]. Кольцо В назовем регулярным, 
т-регилярным и т. д., если соответствующим свойством обладает 
каждый его элемент. Кольцо В назовем л-регулярным [слева, справа], 
если каждый его элемент т-регулярен [слева, справа] для некоторого 
целого числа т, зависящего от элемента. 

Дальнейшие результаты существенно опираются на следующую 
простую, но важную лемму. 


ЛЕмМмА 112.1 (Рангасвами [8]). Эндоморфизм © группы А является 
регулярным элементом кольца Е (А) тогда и только тогда, когда 
[п а и Кег а — прямые слагаемые группы А. 


Пусть для < ЕЕ (А) выполнено ава = при некотором В ЕЕ (А). 
Так как эндоморфизмы @аВ и Ва — идемпотенты в кольце Е (4), то они 
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являются проекциями группы А, и поэтому их образы и ядра — пря- 
мые слагаемые этой группы. Очевидно, 


[п аВа = [п аВ = [па и Кега = Кег Ва = Кег аВа. 


Отсюда [т и = [п оВ и Кег а = Кег Ва — прямые слагаемые груп- 
пы А. 

Обратно, пусть [па = С и Кега = К — прямые слагаемые 
группы А, скажем А = С Ф Н = К Ф Г для некоторых подгрупп Н, 
[, = А. Так как [, [|] К = 0, мы можем утверждать, что & | [. отобра- 
жает [., изоморфно в группу С, а значит, на нее. Следовательно, суще- 
ствует эндоморфизм В ЕЕ (А), действующий тривиально на Н и об- 
ратный к @ | [ на С. Записав элемент аЕА в виде а =а, - а. 
(а ЕК, а. Е Г), получаем (аВа) а = а [В (ва. )] = аа, = аа, откуда 
оВа = &. щ 


Следующий результат непосредственно вытекает из нашей леммы; 
он является просто переформулировкой (связанной с группой) усло- 
вия регулярности [л-регулярности] кольца эндоморфизмов. 


ПрРЕдложЕНИЕ 112.2. Кольцо эндоморфизмов группы А регулярно 
[л- регулярно] тогда и только тогда, когда образы и ядра [подходящих 
степеней] эндоморфизмов группы А служат прямыми слагаемыми для 
Д. а 


Прежде чем приступить к рассмотрению строения групп, кольца 
эндоморфизмов которых регулярны или л-регулярны, приведем не- 
сколько примеров и затем докажем один предварительный результат, 
который нам понадобится в дальнейшем. 


Пример 1. Кольцо эндоморфизмов элементарной группы регулярно. 
Действительно, всякая подгруппа такой группы служит в ней прямым слагае- 
мым, поэтому регулярность кольца эндоморфизмов вытекает из предложения 
1.1 2:2. 


Пример 2. Всякая делимая группа без кручения имеет регулярное коль- 
цо эндоморфизмов. Это очевидно в силу предложения 112.2. 


Пример 3. Группы, о которых говорится в теореме 111.3, имеют т-регу- 
лярные кольца эндоморфизмов. Чтобы это проверить, покажем, что артиново 
слева кольцо К с единицей т-регулярно для некоторого т. Из следствия 123.4 
непосредственно вытекает, что кольцо К, рассматриваемое как левый К-модуль, 
имеет конечный композиционный ряд, скажем, длины [. Для @& © В убывающая 
цепочка левых идеалов, порожденных элементами ©, 02, ... соответственно, 
стабилизируется самое большее через / шагов, т. е. &1= Ва?1 при некотором 
ВЕРЮ. Отсюда (1 — @1В) &21 = 0. По той же причине левые аннуляторы элемен- 
тов ©, @&?,... совпадают, начиная, самое большее, с [-го места, поэтому 1 — &В 
аннулирует также 01, т. е. (1 — &1В) «! = 0. Следовательно, кольцо В является 
[-регулярным. Как показывает доказательство, оно также [/-регулярно слева. 


Пример 4. Пусть А = Ф2(р”7) для некоторого фиксированного т 


и различных простых чисел р. Так как всякий эндоморфизм группы 2 (р”) или 
является автоморфизмом, или нильпотентен и имеет индекс нильпотентности 
не больше т, то кольцо Е (А) т-регулярно. Здесь кольцо Е (А) коммутативно. | 
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Пример 5. Кольцо эндоморфизмов аддитивной группы коммутативного 
л-регулярного кольца М из теоремы 125.3 изоморфно М. Оно л-регулярно, но не 
т-регулярно ни при каком т, кроме случая, когда числа [; ограничены. 


ЛЕммА 112.3. Если группа А имеет регулярное [л-регулярное] 
кольцо эндоморфизмов, то этим же свойством обладает кольцо эндо- 
морфизмов любого прямого слагаемого С группы А. 


Пусть #: А —= С — проекция. Любое «ЕЕ (С) можно рассмат- 
ривать как эндоморфизм группы А, переводящий Кег = в 0. Если 
этот эндоморфизм, т-регулярен в кольце Е (А) для некоторого т >> 1, 
т. е. я"Во” = я" при соответствующем ВЕЕ (А), то для элемента 
В’ = =Вё ЕЕ `(С) справедливо равенство ©”В’о”" = а" 


Наша первая задача — получить основные сведения о влиянии 
д-регулярности кольца Е. (А) на строение группы Д. 


ПрРедложЕНИЕ 112.4 (Фукс и Рангасвами [1]). Если кольцо Е (А) 
является л-регулярным, то А = С ФО, 2где 

1) С — редуцированная группа, такая, что ее р-компоненты Ср — 
или конечные, или элементарные группы, СИТ (С) — делимая группа 
и, кроме того, 


СЕ СС 
р р 


2) р — делимая группа без кручения. 


Умножение на простое число р является эндоморфизмом группы А, 
который можно, не опасаясь недоразумений, обозначать просто через р. 
В силу л-регулярности р" = р"Вр" для некоторого т >> | и некото- 
рого ВЕЕ (4). Таким образом, для всех аЕ А выполнено р”а = 
— р“"Ва, откуда вытекает, что р”А = р?"А есть р-делимая группа 
и р"а = 0 для всех элементов а из р-компоненты Ар группы А. Следо- 
вательно, А» — прямое слагаемое группы АД, т. е. А = А, ® В для 
некоторого В = А. Отсюда р”А = р"В и р"В есть р-делимая группа. 
Деление на р в группе В определяется однозначно, поэтому р"В = В. 
Таким образом, А = А, Ф р"А, где р"А, = 0. Теперь ясно, что 
максимальная делимая подгруппа О группы А удовлетворяет усло- 
вию 2). Группа С/Т (С) — эпиморфный образ каждой группы А/Ар = 
= р”А, где последняя группа р-делима. Следовательно, С/Т 2 
делимая группа. 

Остается показать, что если группа С» = Ар не элементарная, 
то она конечна. В силу ограниченности С» — прямая сумма Цикли- 
ческих групп порядка не больше р”. Если С» — не конечная группа, 
то она имеет прямое ‹ слагаемое С =С®048... ФО ®..., где 
= (р") и а = 2(р’), причем < т фиксировано для всех 
п> 1. Существует `эндоморфизм & группы ДА, переводящий в нуль 
дополнительное к С прямое слагаемое группы Аи такой, что обо = = 0, 
аа: = р", в, = Ч, при п > 2. Очевидно, р "10. = [п @^ при 
всех К — 1, и Ни а" не может служить прямым слагаемым группы С, 
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если т == 1. Из предложения 112.2 следует, что С» обладает нужными 
свойствами. 

Наконец, из существования разложений С = Ср Ф р"С вытекает, 
что для всех р существуют эпиморфизмы С — С›. Они индуцируют 


гомоморфизм С -— [[ С». Чтобы проверить, что С = |]Сь, достаточно 
р 
показать, что К = Пр"С = 0. Если 9 — простое число, отличное 


р 
от р, то Са — прямое слагаемое группы р"С и С=С®С. Ф 
Ф (р"СП 9"С). Заметим, что каждый элемент а р"СГ] 4"С одно- 
значно делится на р в подгруппе р"С [|] 4”С, так что каждый элемент 
ак = П (р"СП 9'’С) делится на р в К. Это означает делимость 
Ч 


группы А, откуда К == 0. а 


Теперь мы в состоянии рассмотреть вопрос о периодических груп- 
пах с л-регулярными кольцами эндоморфизмов. 


ТЕОРЕМА 112.5 (Фукс и Рангасвами [1]). Пусть А — периодическая 
группа с р-компонентами Ар. Для п-регулярности кольца Е. (А) 
необходимо и достаточно, чтобы существовало такое целое число 
е > 0, что при любом р или Ар — элементарная группа, или | А» | < 
< р”. 


Пусть кольцо Е (А) является л-регулярным и Ар — неэлементар- 
ная группа при некотором р. В силу утверждения: 1) из предложе- 
ния 112.4 существует такое наименьшее целое число К» >22, что 
р*РА, = 0. Лемма 112.1 показывает, что умножение на р в группе 
Ар — это Ер-регулярный эндоморфизм, который не К-регулярен, если 
| < Е <Ер. Поэтому эндоморфизм группы А, действующий как 
умножение на р на группе Ар при каждом р, может быть т-регулярным 
при некотором т только в случае, когда множество {Кр}, где р пробе- 
гает все простые числа, для которых рАр = 0, ограничено. Пред- 
положим теперь, что группа А р имеет прямое слагаемое В = В, Ф 


Ф Ви, где все В; — циклические группы, |В, | > р? и 
| В, В | а эндоморфизм В группы В, отобра- 
жающий В, на В; (=1,..., р — 1), а Вь — на В, [р]. В силу 


леммы 112. 7 эндоморфизм Я не [-регулярен, если 1 < [ъ. Как и для 
чисел А», мы получаем существование верхней грани чисел [›. Исполь- 
зуя верхние грани для Кр» и [%, получаем такое целое число е, что 
| А ›| < р° для всех неэлементарных р-компонент А» группы А. 
Обратно, пусть группа А обладает указанным в теореме свойством. 
Если порядок группы Ар не больше р®, то легко видеть, что Е (Ар) 
имеет порядок не больше } ре? ‚ Следовательно, Е (Ар) как левый модуль 
над собой имеет длину не больше [ = е?, и из примера 3 вытекает 
[-регулярность кольца Е (Ар). Если д, — элементарная р-группа, 
то пример | показывает, что кольцо Е (А›) регулярно. Теперь ясно, 


что Е (А) = [Е (4,) есть /-регулярное кольцо. а 
р 
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Полностью охарактеризовать группы с л-регулярными кольцами 
эндоморфизмов в общем случае не удается. Самое большее, что можно 
сделать, — это свести вопрос к случаю редуцированных групп, причем 
даже это далеко не просто. 


ПрЕдложеЕнНиЕ 112.6 (Фукс и Рангасвами [1]). Пусть А = СФО, 
где С — редуцированная, а р — делимая группа. Кольцо Е (А) являет- 
ся л-регулярным тогда и только тогда, когда 

а) Е (С) есть л-регулярное кольцо, 

6) р — группа без кручения, 

в) С — периодическая группа, если ранг группы ШО бесконечен. 


Если кольцо Е (А) является л-регулярным, то утверждения а} 

и 6) вытекают из леммы 112.3 и предложения 112.4. Чтобы доказать 

утверждение в), предположим, что группа О имеет бесконечный ранг, 
оо 


и запишем р =), Ф Ф О,, где О, = 09 прип > 1. Если группа С 
п==1 


не периодическая, то в силу предложения 112.4 существует эпиморф- 
ное отображение группы С на ;, и группа А обладает таким эндомор- 
физмом @, что @& |), = р @), = О, при п > Ти @аС =П.. 
Легко видеть, что Кег а = Кег а^ при всех Ё >= ТиТ (С) = Кега <= 
< С, откуда следует, что Кег а” не может служить прямым слагаемым 
для группы А. Получилось противоречие, и утверждение в) доказано. 

Докажем достаточность. Пусть А = С ФР и выполнены усло- 
вия а) — в). Если ранг группы О бесконечен, то в силу условия в} 
подгруппа С вполне характеристична в А. Поэтому Е (А) = Е (С) ®Ф 
ФЕ (О). Из условия 6) и примера 2 получаем, что кольцо Е. (А) 
является л-регулярным. Если О имеет конечный ранг, то требуются 
более сложные рассуждения. 

Для «СЕ (А) положим А, = а^А (в > 1) и напишем разложение 
А, = С, ФО», где С» — редуцированная, а РД» — делимая группа. 
Так как Ав = Ак и О» = Оь, то конечность ранга грунпы РО 
влечет за собой р, = О, = ... при некотором п. Теперь можно 
выбрать С; = С, П Аз при {> 1, т. е. С, > С, > .... Ясно, 
что каждая группа Сь является эпиморфным образом группы С. 
Отсюда заключаем, что Сь/Т (Сь) — делимая группа. Легко видеть, 
что Сь — подпрямая сумма подгруппы С’ группы С и подгруппы О” 
группы О, причем Т (С’) =Т (С»). Следовательно, Сь/Т (Сь) — 
подпрямая сумма обязательно делимых групп без кручения С”/Т (С’) 
и О’. Ядра этой подпрямой суммы сервантны в подпрямой сумме, 
так как компоненты — группы без кручения [см. т. 1, стр. 55], и из 
делимости группы С»/Т (С») следует, что С»/Т (Сь), а значит, и Сь 
пересекается с О’ по делимой подгруппе. Но так может быть лишь 
в случае, когда С. П О’ = 0, откуда С» ПР = 0. Без ограничения 
общности можно предполагать, что Сь = С при всех К > п; иными 
словами, если 8: А-> С — проекция, то &А» = С» при всех К > п. 
Заметим, что для эндоморфизма г0/^е выполняется равенство =0“еС = 
— во/^С = С,. Теперь из условия а) вытекает существование такого 
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т, что [т (в"в)" и Кег (ва" =)" [] С — прямые слагаемые группы С. 
Так как (#0"=)” = га”, то Сьш, а значит, и Ат — прямые слагае- 
мые группы А. Для завершения доказательства остается только про- 
верить, что Кег а" -- Ор = Кег 0", так как тогда редуцирован- 
ные части этих двух ядер одинаковы. Включение <= очевидно. Пред- 
положим, что га”"ва = 0, где а=с-- а СЕС, аер). Равенство. 
го"Тс = 0 означает, что я”"с Е О, откуда "Тс Е О». В силу выбора 
числа п имеем а”" с = а”"о для некоторого © ЕО. Следовательно, 
а = (с — 90) + (а- с) Е Кег а"" -- О, что и требовалось. в 


Посмотрим, что дают наши теоремы в частном случае регулярных 
колец эндоморфизмов. 


ПредложеНиЕ 112.7. а) Если А — нередуцированная группа, то 
кольцо Е (А) регулярно тогда и только тогда, когда А — прямая 
сумма делимой группы без кручения и элементарной группы. 

6) Если А — периодическая группа, то кольцо Е (А) регулярно 
в том и только в том случае, когда А — элементарная группа. 

в) Если А — редуцированная группа и Е (А) — регулярное кольцо, 
то Т (А) — элементарная группа, А/ГТ (А) — делимая группа и 
ФА, ЕА = [| А,. 

р р 


Из первой части доказательства предложения 112.4 мы заключаем, 
что все р-компоненты А» — элементарные группы, если кольцо Е (А) 
регулярно. Этот факт и пример 1 доказывают утверждение 6). В силу 
1) из предложения 112.4 это доказывает также утверждение в). Нако- 
нец, чтобы доказать утверждение а), запишем А = С ®Ф р, как в пред- 
ложении 112.4, и заметим, что ядро нетривиального гомоморфизма 
С —р не может быть прямым слагаемым. Теперь необходимость 
условия а) очевидна. Его достаточность была установлена при дока- 
зательстве предложения 112.6. в 


С кольцами эндоморфизмов, л-регулярными слева или справа, 
можно действовать аналогичным образом. В самом деле, фактически 
все, что мы получили для случая л-регулярности, переносится на слу- 
чай колец эндоморфизмов, л-регулярных слева или справа, хотя дока- 
зательства должны быть несколько изменены. Заранее во всяком слу- 
чае не очевидно, что для колец эндоморфизмов л-регулярность слева 
эквивалентна л-регулярности справа [и каждая из них влечет за 


собой л-регулярность]. Однако это будет следовать из предложе- 
ния 112.9. 


Начнем с аналога предложения 112.4. 


ПрРЕдложЕнИЕ 112.8 (Фукс и Рангасвами [1]). Если кольцо Е (А) 
является л-регулярным слева или справа, то А = С ФО, где 
1) С — редуцированная группа, такая, что ее р-компоненты Ср 
конечны, СИТ (С) — делимая группа и Ф Сь=С = [| С»ь; 
р р 


2) р — делимая группа без кручения конечного ранга. 
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Первая и последняя часть доказательства предложения 112.4 
проходят для л-регулярности слева и справа. Поэтому для завершения 
доказательства достаточно показать, что группа А не имеет слагаемых 

со 


в. — О Ст, равных прямой сумме бесконечного числа изоморфных 
П==1 


между собой групп С@,. Если бы группа А имела такое слагаемое (, 
то а. бы эндоморфизмы а, В ЕЕ (А), для которых “а, = 
—= См, Ва, = 0, Ва, = С, прип =1,2,...и которые действуют 
тривиально на дополнительном к С слагаемом группы, А. Отсюда 
следовало бы, что [п о” 52 пой" и Кег В* 2 Кег В**1 для всех 
Е =1,2,.... Но если эндоморфизм & является т-регулярным 
справа, то [т а” = [т а"*1, а если эндоморфизм В является т-регу- 
лярным слева, то Кег В" = Кег В"*1. ш 


Теперь мы вплотную подошли к доказательству более сложного 
аналога предложения 112.2, который в то же время устанавливает 
эквивалентность л-регулярности слева и справа для колец эндомор- 
физмов. 


Предложение 112.9 (Фукс и Рангасвами [1]). Для кольца эндомор- 
физмов Е (А) группы А эквивалентны следующие утверждения: 


1) Е (А) — л-регулярное слева кольцо, 

2) Е (А) — л-регулярное справа кольцо, 

3) для любого «ЕЕ. (А) существует такое натуральное число т, 
что 


А= то” Ф Кег а" 


Пусть А = шо" Ф Кег о". Тогда, очевидно, &” индуцирует 
на [п а” = С мономорфизм. Он должен быть автоморфизмом, так 
как @ = "А = а”"(. Если эндоморфизм \} ЕЕ (А) обратен к &”" 
на С и аннулирует Кег м”, то уа?" = а" = о’Ту, т. е. эндоморфизм а 
является 11-регулярным слева и справа. Таким образом, условие 3) вле- 
чет за собой 1) и 2). 

Чтобы доказать обратные импликации, предположим сначала, что 
А — редуцированная группа. 

Из условия 1) следует, что для всякого & Е Е (А) справедливо 
0" при некотором ® СЕ (А) и некотором натуральном числе т. 
Очевидно, &@”" = уа2" влечет за собой Пт ©" [|] Кег а" = 0. Поэтому, 
чтобы доказать, что выполнено условие 3), остается только показать, 
что А = [па" - Кег а”. В силу 1) из предложения 112.8 все р-ком- 
поненты Ар группы А конечны, поэтому при любом р сравнение поряд- 
ков групп. дает А’ = [п (м | Ар) - Кег (“" | А р). Точнее, всякий 
элемент а Е, Ар МОжет быть записан в виде @ == "а -- а., где а, 
а. Е Ариа "а, — 0. Следовательно, а — "а = а иа”"а — а”уа”а= 
= 0. Таким образом, представляя А в виде подпрямой суммы групп 
Ар как в 1) из предложения, 112.8, для любого аб А получаем, что 
все координаты элемента (&” — о"уо") а должны равняться нулю. 
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Отсюда @уа”“ = м" и А = шуа" - ТШт (1 — фа") = [поа" + 
- Кег а" 

Предположим, что выполнено условие 2), и пусть и" = а?”у, где 
я, } ЕЕ (4). Так как а" (а — а”уа) = 0 для всех а ЕСА, то а = 
—= а, + а›, где а, = о"уа Е та" иа, Е Кег а". Другими словами, 
А = па” - Кег а”. Теперь будем рассуждать как в предыдущем 
абзаце. Так как р-компоненты Ар конечны, то [п (а" | А») п 
П Кег (м | А») =0 для любого простого числа р. Следовательно, 
элементы из [т о” Г] Кег о" имеют нулевые координаты в каждом 
А». Отсюда Ип а” Г] Кег а" = 0, и 3) доказано. 


Если группа А нередуцированная, то нужно сослаться на следую- 
щую лемму. а 


ЛЕММА 112.10. Если А = С Ф р, где С — редуцированная, а р — 
делимая группы, то кольцо Е (А) является п-регулярным слева [справа] 
тогда и только тогда, когда 


а) Е (С) есть л-регулярное слева [справа] кольцо, 
6) р — делимая группа без кручения конечного ранга. 


Необходимость непосредственно следует из предложения 112.8 
и очевидного аналога леммы 112.3. Докажем достаточность. Пусть 
=: А—> С — проекция. Используя уже доказанную часть предло- 
и. 112.9, мы можем для некоторого т написать С = [п га"г Ф 

Ф (СП Кег га"=). Кроме того, доказательство предложения 112.9 
а что такое же разложение имеет место для всех больших 
целых чисел. Следовательно, О = Кег во" влечет за собой А = 
—= [п гай Ф Кег г0/з для всех Ё > т. Если выбрать О‚ как в дока- 
зательстве предложения 112.6, то будет [п о^ = [п ге ФО, 
и Кег о, Фр, = Кег го^= для любого Ё > п. Следовательно, А = 
— [п а^ Ф Кег а^ для некоторого А, и по предложению 112.9 коль- 
цо Е (А) является л-регулярным слева [справа]. в 


Более или менее полное описание редуцированных групп, имею- 
щих регулярные, л-регулярные или л-регулярные слева кольца 
эндоморфизмов,— видимо, сложная проблема. Ясно, что трудность 
заключается в выделении нужных смешанных групп, лежащих между 
прямой суммой и прямым произведением их р-компонент. 


Упражнения 


1. Показать, что если кольцо Е (А) является т-регулярным, 
то в п. 1) из предложения 112.4 для неэлементарных р-компонент Сь 
выполняется неравенство | Ср | < р"". 

2. Доказать теорему 112.5 для групп А = [| Ар, где А» — неко- 

р 


торые р-группы. 


3. Найти неизоморфные группы, имеющие изоморфные регуляр- 
ные кольца ие [ Указание: прямая сумма и прямое произ- 
ведение групп А (р). | 
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4. (а) Если в предложении 112.6 кольцо Е (С) является т-регуляр- 
ным, а группа О имеет ранг х, то Е (А) есть (г - 1) т-регулярное 
кольцо. . 

(6) Кольцо эндоморфизмов группы О Ф [7 (р) является 2-регуляр- 

р 


ным, но не регулярным. 
5. Доказать, что группа Ф 2 (р) ®Ф | 2 (р) служит аддитивной 
р р 


группой регулярного кольца и удовлетворяет условию в) из предло- 
жения 112.7, но что кольцо эндоморфизмов этой группы не регулярно. 

6 (Кертес и Селе [1]). Показать, что если всякий эндоморфный 
образ группы А служит для нее прямым слагаемым, то каждая р-ком- 
понента группы АЬ—или элементарная, или делимая группа и А/Т(А)— 
делимая группа. [Указание: рА.] 

7 (Рангасвами [8]). Ядра и образы эндоморфизмов группы А сервант- 
ны в А тогда и только тогда, когда Т (А) — элементарная группа 
и А/Т (А) — делимая группа. 

8. Если Е (А) — коммутативное л-регулярное кольцо, то А — 


или сервантная подгруппа группы | (р”Р), содержащая @ 2 (р"Р), 
р 


р 
или группа, изоморфная группе Я ФФ (р"Р), где р пробегает 
р 


некоторое множество различных простых чисел, а Е — целые числа. 

9. Охарактеризовать алгебраически компактные [копериодические] 
группы, имеющие л-регулярные кольца эндоморфизмов. Показать, 
что эти кольца являются тогда 1т-регулярными для некоторого т. 

10. Кольцо эндоморфизмов, л-регулярное, слева или справа, 
л-регулярно. 

11. Описать строение периодических групп, имеющих л-регуляр- 
ные слева кольца эндоморфизмов. 

12. Кольцо эндоморфизмов является 1-регулярным слева тогда 
и только тогда, когда оно коммутативно и регулярно. 

13 (Рангасвами [9]). Кольцо В с единицей называется бэровским, 
если левые [или, эквивалентно этому, правые] аннуляторы непустых 
подмножеств из В порождаются идемпотентами. 

(а) Кольцо эндоморфизмов Е (А) периодической группы А является 
бэровским тогда и только тогда, когда р-компонента Ар группы А 
для любого простого числа р — или делимая, или элементарная 
группа. 

(6) Если А = А, Ф рА для любого простого числа р, то Е (А) — 
бэровское кольцо тогда и только тогда, когда всякая подгруппа груп- 
пы А, замкнутая в Й-адической топологии группы А, служит для А 
прямым слагаемым. [ Указание: в рассматриваемом случае замкнутость 
подгруппы эквивалентна тому, что эта подгруппа — пересечение 
ядер эндоморфизмов. 

14*. (а) (Вольфсон [1]). Если Е — свободная группа, то Е (ЁР) — 
бэровское кольцо тогда и только тогда, когда пересечения ядер эндо- 
морфизмов служат для Е прямыми слагаемыми. 
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(6) (Рангасвами [9]). Группа ЁР обладает свойством, указанным 


в п. (а), тогда и только тогда, когда она счетна. [Указание: ср. теоре- 
му 19.2.] 


Замечания 


Изучение колец эндоморфизмов берет начало в теории линейных преобразо- 
ваний конечномерного векторного пространства. Давно было известно, что эти 
преобразования образуют простое кольцо, изоморфное кольцу матриц. Шода [1] 
положил начало теории колец эндоморфизмов конечных абелевых групп. Матрич- 
ное представление, данное в теореме 106.1, в конечном случае принадлежит ему. 

Бэр [9] первым сосредоточил внимание на кольцах эндоморфизмов как коль- 
цах со специальными свойствами. Ему удалось полностью охарактеризовать 
кольца эндоморфизмов ограниченных групп в терминах теории идеалов. Другой 
подход можно найти в работах Либерта [1, 2 и 4], который дал теоретико-кольце- 
вую характеризацию колец эндоморфизмов Е (А) сепарабельных р-групп А. 
Различные виды колец эндоморфизмов р-групп исследовали Пирс [2, 3] и Корнер 
[7]. Делимый случай рассматривал Либерт [5]. 

Тот факт, что кольца эндоморфизмов периодических групп определяют эти 
группы с точностью до изоморфизма, был установлен Бэром [9] в случае ограни- 
ченных групп и доказан Капланским [2] в общем случае. Для групп без кручения 
аналогичный результат места не имеет, если не ограничиваться рассмотрением 
групп с соответствующим запасом эндоморфизмов. Например, как показал 
Хауптфлейш (а. Наир{Пе!зс|), верно следующее: если А и С — однородные сепа- 
рабельные группы без кручения типов 8 и + соответственно, то Е (А) = Е (С) 
влечет за собой А 6) Т = В ( 5, где $ и Т — рациональные группы типов $ и # 
соответственно. Имеются и еще частные случаи, когда изоморфизм групп следует 
из изоморфизма колец эндоморфизмов, ср. Вольфсон [\МоНзоп К., Ргос. Атег. 
Мат. 50с., 13 (1962), 712—714, и 14 (1963), 589—594; Мемеап Май. Х., 9 
(1962), 69—75]. 

В случае групп без кручения, несомненно, наиболее значительным резуль- 
татом, известным до сих пор, является теорема 110.1. Примыкающие к ней резуль- 
таты для случая ббльших мощностей были получены Корнером [6] путем рассмот- 
рения кольца Е (А) как топологического кольца, снабженного конечной тополо- 
гией. Еще об эндоморфизмах групп без кручения см. в работах Бреннера и Батле- 
ра [1], Корнера [8], Кишкиной [1] и Круль [2]. 

Сравнительно мало внимания до сих пор уделялось кольцам эндоморфизмов 
смешанных групп. Интересный частный случай — это когда эндоморфизмы впол- 
не определяются их действием на периодическую часть, как это имеет место в уре- 
гулированных копериодических группах [см. упр. 7 из $ 108]. 

Интересное обобщение теоремы 108.3 получил Нунке [8]. 

В работе [23] автор поставил вопрос о группах А, для которых подкольнцо, 
порожденное обратимыми элементами кольца Е (А), совпадает с Е (4). Этот 
вопрос, видимо, должен легче поддаваться решению в случае периодических 
групп АД. В то время как легко найти даже конечную 2-группу, которая не облада- 
ет указанным свойством [см. упр. 10 из $ 108, ср. также Пирс [2]), все тотально 
проективные р-группы, где р >> 2, и все периодически полные р-группы обладают 
даже более сильным свойством, а именно всякий их эндоморфизм равен сумме 
двух автоморфизмов [ср. Хилл [14] и Кастанья [1], см. также Фридман [2] 
и Стринголл [3]. 

Всякое кольцо с единицей тривиальным образом является кольцом эндомор- 
физмов некоторого модуля. Однако вопрос о кольцах эндоморфизмов становится 
очень трудным, если зафиксировать кольцо, модули над которым рассматри- 
ваются, или наложить условия на модули. Здесь один из наиболее полных резуль- 
татов касается квазиинъективных модулей М [см. ЕайВ С., ОЧшпи У., Агсй. 
Майй., 15 (1964), 166—174]: радикал Джекобсона Ч кольца Ею (М) состоит в этом 


случае из всех эндоморфизмов, ядра которых — существенные подмодули в М, 
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а Ер (М)/4 — регулярное кольцо. О радикалах колец эндоморфизмов см. также 


Хаймо [3, 4]. 

Имеется ряд классов колец, строение которых известно лучше. Можно было 
бы исследовать их роль как колец эндоморфизмов, в частности, установить, какие 
из них служат кольцами эндоморфизмов. Эту программу предложил Селе [5], 
и стех пор она привлекала большое внимание [ср. $ 111 и 112, Рангасвами [9, 10]], 
но тем не менее здесь остается много открытых вопросов. Первоначальное пред- 
положение, что указанные исследования дадут возможность глубоко проникнуть 
в строение групп, не оправдалось, так как традиционные кольцевые свойства 
оказались жесткими ограничениями на кольца эндоморфизмов. В случае модулей 
дело обстоит сложнее, и, насколько мы знаем, здесь были получены только спора- 
дические результаты. Вэр и Зельманович [ М’аге В., Де] тапо\!{2 }., Атег. Май. 
Моп у, 77 (1970), 987—989] исследовали модули М над коммутативными коль- 
цами К, для которых Еь (М) — простое кольцо, и модули без кручения М 


над коммутативными областями целостности, для которых кольцо Ев (М) 


регулярно. Дополнительно отметим, что коммутативные кольца эндоморфизмов 
изучал Зельманович [(е]папо\1{2 У., Сапа4. Г. Майй., 23 (1971), 69—76], а полу- 
наследственные кольца эндоморфизмов — Ленцинг [1еп71п5 Н., Май. 7., 118 
(1970), 219—240]. 


Проблема 84. Для различных типов колец найти критерии, 
при которых эти кольца служат кольцами эндоморфизмов; в частно- 
сти, сделать это для 
а) областей главных идеалов, 

6) локальных и полулокальных колец, 
в) нётеровых колец, 
г) самоинъективных колец. 


Проблема 85. Дать общую характеризацию колец эндомор- 
физмов р-групп. Какие из них являются кольцами эндоморфизмов 
тотально проективных р-групп? 


Проблема 86. Кольца эндоморфизмов каких р-групп допу- 
скают компактную кольцевую топологию? 


Проблема 87. Обязательно ли две смешанные группы ранга 
без кручения 1 будут изоморфными, если их кольца эндоморфизмов 
[группы автоморфизмов] изоморфны, а их факторгруппы по периоди- 
ческой части изоморфны группе 0? 





Глава Х\| 
ГРУППЫ АВТОМОРФИЗМОВ 


Всякая группа А определяет группу АцЁ А, состоящую из всех ее авто- 
морфизмов. Последняя коммутативна лишь в исключительных случаях, так что 
при изучении групп автоморфизмов неизбежно приходится применять методы 
теории некоммутативных групп. 

В основном нас будет интересовать вопрос о взаимоотношении группы и ее 
группы автоморфизмов. Поскольку Аи А — не что иное, как группа обратимых 
элементов кольца Е (А), ясно, что группа Ач А дает, вообще говоря, меньше 
сведений о группе А, чем кольцо Е (А). С другой стороны, концентрируя внима- 
ние на группе Ац+ А, мы получаем возможность использовать мощные теоретико- 
групповые методы, т. е. совершенно новый подход, и можно ожидать, что в этом 
направлении мы получим новые результаты. 

Первый параграф в этой главе имеет вводный характер, назначение его — 
ознакомить читателя с простейшими отношениями, существующими между груп- 
пой, ее прямыми разложениями и автоморфизмами. Всестороннее изучение групп 
автоморфизмов начинается с исследования некоторых нормальных подгрупп 
группы Ацф А, тесно связанных с группой А. Более существенные результаты 
будут получены в $ 115 и 116, где группа Ац{ А подробно исследуется для перио- 
дических групп и для групп без кручения соответственно. 


$ 113. Группы автоморфизмов 


Автоморфизмы группы А образуют группу относительно компози- 
ции отображений: произведение «В двух автоморфизмов ©, В груп- 
пы А действует так: 


(«В) (а) = а (Ва) для всех аЕСА. 


Группа Ац{ А называется группой автоморфизмов группы А. Очевид- 
но, группа Ац{ А в точности совпадает с группой обратимых элемен- 
тов кольца Е (А). 

Циклические группы порядков | и 2 не имеют иных автоморфиз- 
мов, кроме тождественного. Но всякая группа А порядка больше 2 
обладает нетривиальными автоморфизмами. Действительно, соответ- 
ствие а —> —а является автоморфизмом, отличным от |4, кроме слу- 
чая, когда А — элементарная 2-группа. Для элементарной 2-группы 
А порядка п >> 4 перестановка элементов базиса дает автоморфизм, 
отличный от тождественного. 

Группы автоморфизмов некоторых важных групп описать легко. 

Пример 1. Очевидно, 2 обладает ровно двумя автоморфизмами, и Ац{ 7 = 
= 7 (2). 

Пример 2. Автоморфизм группы & (п) переводит образующий а в другой 
образующий 6; очевидно, 6 должен иметь вид В = Ка, где (#, п) = 1. Обратно, 
всякое такое А дает автоморфизм, переводящий а в Ка. 
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Отсюда сразу следует, что группа автоморфизмов группы 1 (п) изоморфна 
мультипликативной группе тех классов вычетов по модулю п, которые опреде- 
ляются числами, взаимно простыми с п. Таким образом, группа Ац+ 7 (п) комму- 
тативна и ее порядок — значение функции Эйлера ф (п) = п (1 — р .:. 
..: (1 — р), где ра, ..., р. — различные простые делители числа п. 


Пример 3. Из примера 3 в $ 106 следует, что группа автоморфизмов груп- 
пы 2 (р) изоморфна мультипликативной группе р-адических единиц. [Эта группа 
будет подробно описана в 6 127.] 


Пример 4. Аналогично, группа автоморфизмов группы Ур изоморфна 
мультипликативной группе р-адических единиц. 


Пример 5. Пусть Ю — рациональная группа типа # = (1,...,№,...). 
Тогда сопоставление а->рла (гдеае Ю, а р» есть п-е простое число) является 
автоморфизмом группы А в том и только в том случае, когда №„ = со. Мы заклю- 
чаем отсюда, что группа Ацё А изоморфна мультипликативной группе рациональ- 
ных чисел, числители и знаменатели которых делятся только на те простые числа 
р»„, для которых Ёп = со. Таким образом, группа Ац{ А изоморфна дискретному 
прямому произведению группы 1 (2) и стольких бесконечных циклических групп, 
сколько имеется К„, равных со. 


Пример 6. Пусть А — элементарная р-группа ранга щ. Тогда А — 
векторное пространство над простым полем ЕР} характеристики ри 41 А = ш. 
Поскольку всякий автоморфизм группы А является линейным преобразованием 
векторного пространства, мы видим, что Ац{ А в этом случае — полная линейная 
группа а. (м, р). 


Сделаем теперь несколько простых замечаний. 


а) Если С — характеристическая подгруппа группы А и аб 
ЕАЧ А, то @ | С — автоморфизм группы С и а- С => аа- С — 
автоморфизм группы А/С. 

6) Изоморфизм ф: А —> С индуцирует изоморфизм ф*#: Аш А — 
— АцЁС между группами автоморфизмов, а именно: 


ФН: а => фаф-". 


в) Если А — прямая сумма групп и если эндоморфизмы группы А 
представлены матрицами, как указано в теореме 106.1, то автомор- 
физмы в точности соответствуют обратимым матрицам [%;;1. 

г) Если А = В Ф С, то группу Аш В можно рассматривать как 
подгруппу группы Ац{ А, отождествив Ац{ В с множеством всех @& Е 
Е АцЕ А, для которых @ | С = 1. [Это отождествление зависит, однако, 
от выбора С.] 

д) Если А = ФА,, то, применяя отождествление, указанное 

ЧЕТ 


в п. г), каждую группу Аи А; можно рассматривать как подгруппу 
группы Ач А. Более того, декартово произведение | Ач А; всех 


1 
групп Аи{ А; является подгруппой группы АцА: эта подгруппа 
состоит из всех автоморфизмов @& Е АцЁ А, которые каждую группу А; 
отображают на себя. При матричном представлении автоморфизмов & 
группа |] Ач А; — это в точности множество всех диагональных 


1 


матриц. 
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е) Если А = ФАДА,, где каждое А; — вполне характеристическая 
подгруппа группы А, то АА = | Ач+ А;. Так как Нот (А;, А;) = 


= 0 при {== 1, то в матричном представлении автоморфизмов & Е 
Е АцЁ А вне диагонали стоят нули [см. теорему 106.1]. В частности, 
верно следующее утверждение: 

ж) Если А = ФА, — периодическая группа и А’ — ее р-компо- 


р 
ненты, то группа Аш А есть декартово произведение групп Ац{ Ар, 
где р пробегает все простые числа. 


Пусть В — подгруппа группы А. Стабилизатором цепочки 0 = 
<= В = А называется подгруппа группы Ац{ А, состоящая из всех 
автоморфизмов % Е АЦ А, для которых 9 = и ча —аЕВ при 
произвольных В Е В иа А; другими словами, & индуцирует тождест- 
венные отображения как на подгруппе В, так и на факторгруппе А/В. 


Лемма 113.1. Стабилизатор цепочки 0 = В = А изоморфен груп- 
пе Нот (А/В, В). Он является нормальной подгруппой группы Ац{ А, 
если В — характеристическая подгруппа группы А. 


Пусть автоморфизмы &, В Е Ац{ А лежат в стабилизаторе » цепоч- 
ки О= В < А. Тогда для элемента аЕ А при некоторых В, СЕВ 
имеет место ва = а БиВа = а-+ с. Мы получаем аВа = а (а- с)= 
—=а-- 6 -- с. Заметим, что отображения @&: а- Вн> (а — Па=Ь, 
В: а-- В-> (В — 1) а = с являются такими гомоморфизмами из А/В 
в В, что оВ: а-+- В->-Ь- с. Отсюда следует, что сопоставление © => % 
является гомоморфизмом » — Нот (А/В, В), ядро которого тривиаль- 
но. Легко видеть, что при данном 1 Е Нот (А/В, В) отображение 
:а -> а-- 1 (а-Ё В) принадлежит » , следовательно, Х == Нот (А/В, В). 

Второе утверждение проверяется непосредственно. в 


Напомним, что группа Г является полупрямым произведением нор- 
мальной подгруппы А и подгруппы = группы Г, если АПН =1 
и подгруппы А, = порождают Г. 

3) Пусть А = В ФС, где В — вполне характеристическая под- 
группа группы А. Тогда Ач А — полупрямое произведение стабилиза- 
тора » = Нот (С, В) цепочки 0 = В <= А илодгруппы Аи В х АС. 

В силу п. а) всякий автоморфизм @& Е Ац{ А индуцирует некоторые 
автоморфизмы “в Е АцшВ и асЕАШ А/В = АШС. Соответствие 
=> (“в, &с) является гомоморфизмом $: Аи А — АШВх Аш С, 
ядро которого, очевидно, совпадает с Х. Поскольку » [] Пиф = 1, 
мы получаем, что Аи А — полупрямое произведение подгрупп % 
и [|пф. Указанный изоморфизм имеет место благодаря лемме 113.1. 

Мы предоставляем читателю доказать п. 3) для частного случая, 
когда В — делимая, а С — редуцированная группы. 


Напомним, что прямые разложения группы выразимы в терминах 
эндоморфизмов. Существует аналогичный, хоть и не столь эффектив- 
ный, аппарат обнаружения прямых разложений с помощью так назы- 
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ваемых инволюций, т. е. автоморфизмов # группы А, для которых 
$" = 1. Как будет видно, эти автоморфизмы не обеспечивают нас 
информацией в том же объеме, что и проекции; к тому же во избежа- 
ние излишних трудностей при использовании этих автоморфизмов 
необходимо предположить, что умножение на 2 есть автоморфизм 
группы 4. Конечно, в этом нет никакого ограничения общности, если 
рассматривать р-группы А для р > 3. 


В утверждениях и) — н) мы будем предполагать, что отображение 
а -> 2а есть автоморфизм группы А. Таким образом, для каждого 


элемента а С А будет однозначно определен элемент а ЕА. 


и) Прямое разложение 
А =С®Ф... ФС,, где С; => 0, (1) 


дает К коммутирующих инволюций: #; определяется как автоморфизм 

группы А, для которого а; | С; = —Т и а; | С; = 1 при 152 |. Мы бу- 

дем говорить, что система {=1, ..., 8} принадлежит разложению (1). 
к) Для инволюции # группы А положим 


Аё = {а А|ва=а} и А ={аЕА|га= —а}. 


Тогда А = А; ® А;; следовательно, инволюции 8 == +] дают нетри- 
виальные прямые разложения группы А. Ассоциированные с таким 


разложением проекции — это отображения > (1 -- =) и (1 — 8). 


л) Две инволюции &, С группы А коммутируют в том и только 
в том случае, когда выполняется равенство 


А == (Аё |4) Ф (Аё ПАС) Ф (АЕ П 4) Ф (Аё П Аб). 


Если 8 и 6 коммутируют, то, очевидно, А+ = (АЪ Г АВ) Ф (АЕП А 
и аналогичное равенство справедливо для Аг. Обратное следует 
из простого замечания, что и 6 коммутируют на всех четырех слагае- 
мых и, значит, на группе А. 

м) Коммутирующие инволюции 6,, ..., б, группы А единствен- 
ным образом определяют такое разложение (1) группы А, что 1) 6; [ С; = 
—= +1 при всех &, [и2) для данных 1 = ] найдется такое &;, что одно 
из ограничений 6, | С; и б; | С; есть + 1, а другое —1. Действительно, 
применив несколько раз п. л), получим требуемое разложение [после 
вычеркивания нулевых компонент]. Заметим, что если разложение (1) 
удовлетворяет условию 1), то С; = АЁП ...П АЕ при подходящем 
выборе знаков =, а в силу условия 2) для различных С; и С; невоз- 
можен один и то же набор знаков. 

н) Пусть система инволюций {#, ..., 8к} принадлежит прямому 
разложению (1). Централизатором системы {2:, ..., вв} назовем 
множество автоморфизмов 


с {=41,..., 8} = {%6 АцЕА | @ 8; =в&а при [=]1,.... А}. 
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Имеет место разложение 
с {=1, ...; =. } =АшШС: Хх... Х АЩС,. (2). 


Очевидно, что при отождествлении, о котором говорилось в п. г), 
все группы Ац+{ С; лежат в этом централизаторе. Обратно, если авто- 
морфизм а коммутирует с каждым из 81, ..., 8в, то С; = аАё, = 
= Аё, = С; для всех 1, откуда яС; = С; и а принадлежит прямому 
произведению групп Ац{С;. 


Следующие два результата были доказаны для р-групп Лептином 
[4] и Фуксом [20] соответственно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 113.2. Автоморфизм а группы А удовлетворяет 
условиям 


1) “ индуцирует тождественное отображение на факторгруппе: 
ПА, 
2) « оставляет на месте элементы из А [п] 
в том и только в том случае, когда «=1 — и для некоторого эндо- 
морфизма 1 группы А. 


Всякий автоморфизм © вида & = | — и удовлетворяет условиям 
1) и 2). Пусть теперь а Е Аи{ А удовлетворяет условиям 1) и 2). Как 
непосредственно видно, достаточно ограничиться случаем, когда п 
есть степень простого числа О Положив & = 1 — «ЕЕ (А}, имеем 
ЕА <= "А и ЕА [р\] =0. Пусть В = Ф ц,;) есть ‘р-базисная под- 
группа группы А. Для каждого 6; выберем такой элемент с; Е А, что 
Е; = рис; причем с; = В;, если о (6) < р’ [и, значит, ЕВ; = 0]. 
Соответствие В; - с; можно расширить до корректно определенного 
гомоморфизма 1: В > А. 

е ПОЮ следующим образом определим эндоморфизм п: если 
а = -- р"х, где БСВ, хЕА, то положим ца = 16 Ех. Заметив, 
что на подгруппе В выполняется равенство р” = &, мы можем дока- 
зать корректность данного определения. Действительно, если а = 
=Ь'- р"х', где 5’ЕВ, х' СА, то в силу р" (х’—х) = —БЕВ 
и р — В’ = р"Ь" для некоторого В” Е В. Отсюда вытекает, что 
д (х —х— В) =0их = Ех ЕБ”, следовательно, 16’ -- Ёх’ = 
= (6 — р*ф") + Ех- Е" = 16 -- &х. Таким образом, \ — эндо- 
морфизм группы А, удовлетворяющий равенству р” = &, откуда 
и = | — р", что и требовалось. а 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 113.3. Для любой группы А и для произвольного целого 
числа п > 0 всякий автоморфизм группы пА индуцируется некоторым 
автомо рфизмом группы А. 


Ясно, что без потери общности можно ограничиться рассмотре- 
нием случая, когда п есть простое число р. Пусть % — автоморфизм 
группы рА и {а;}1ег— р-базис группы А. Каждый элемент а Е А 
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а= аи... Ра. - рб (132; р—1, БЕЛ), 


где слагаемые Кан, ..., Ка, и р однозначно определяются эле- 
ментом а. Для каждого а; порядка о (а;) > р? выберем такой элемент 
с; ЕА, что рс; = а (ра;), и положим с; = а;, если порядок элемента 
а; равен р. Записывая элементы а © А, как указано выше, определим 
отображение В: А > А следующим образом: 


Ва = аси... - Ес. -- © (рЬ). 


Очевидно, что В — корректно определенный эндоморфизм группы А, 
для которого В | рА = а. Докажем, что В — автоморфизм. Пусть 
Ва =0 при некотором аЕА. Тогда В (ра) =0 и ра = 0, следова- 
тельно, элемент а можно записать в видеа = 11, 8... А, а: -- р, 
где о (а„) = ... =0 (а) =р. Мы получаем Ва = ван | 

... - А, - а (р) = 0, откуда г = 0, т. е. а = рьЕрА. Далее, 
аа = Ва = 0 влечет за собой а = 0, и В — мономорфизм. Для про- 
извольного данного х Е А возьмем такой элемент с Е А, что @ (рс) = 
—= рх. Тогда элемент х — Вс имеет порядок р, так что можно записать 


х — Вс = ааа, о... + Ктаа, -- рь, где элементы а, ..., @1, имеют 
порядок р. Существует такой элемент 4 ЕСА, что ра = а (рб), и мы 
получаем, что у =с-т Ка, | ... -Е Ага, -- РА переходит в х при 


отображении В. Мы видим, что В — эпиморфизм и, значит, авто- 
морфизм. а 


Упражнения 


1. Доказать, что всякий автоморфизм группы А может быть про- 
должен до автоморфизма ее делимой оболочки. Продолжение един- 
ственно, если А — группа без кручения. 

2. (а) Пусть А — такая группа, что А! = 0. Всякий автоморфизм 
группы А можно продолжить единственным образом до автоморфизма 
7-адического пополнения А группы А. 

(6) Всякий автоморфизм редуцированной группы А можно про- 
должить единственным образом до автоморфизма ее копериодической 
оболочки Д’. 

3. (Бэр [3]). Пусть Г — группа автоморфизмов группы А. Пока- 
зать, что 

(а) если С — характеристическая подгруппа группы А, то А = 
= {“«ЕГ | с =с при всех сЕС} — нормальная подгруппа груп- 
пы Г; 

(6) если А — нормальная подгруппа группы Г, то С={аЕ А|ба=а 
при всех 6бЕЛ} — характеристическая подгруппа группы А. 

4. Группа автоморфизмов локально циклической группы комму- 
тативна. 
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5. Пусть А — элементарная р-группа ранга м. Тогда 
| АЕ |= (0 — П "р... "— р"м) 
или | Аи А | = ом 


в соответствии с тем, конечно м (= 7) или бесконечно. [Указание: 
посчитать, сколькими способами можно выбрать образ базиса. ] 

6. а) Пусть Д — прямая сумма т групп, изоморфных й (р*). Пока- 
зать, что порядок группы Ац{ А делится на р"””-*. [Указание: индук- 
ция по 11; если А = (а) Ф В, то в группе Аш А порядок. подгруппы, 
состоящий из нижних треугольных матриц, делится на р"*-".] 

6) Если А есть р-группа порядка р”, то порядок группы Аи А 
делится на р"! 

7. Характеристическая подгруппа группы А, выделяющаяся в А 
прямым слагаемым, должна быть вполне характеристической под- 
группой группы Д. 

8. Доказать следующее утверждение, обратное к утверждению п. е): 
если А = ФА; иАШ А = [| АША,, то каждое А; — вполне харак- 
теристическая подгруппа группы А. 

9. Если группа А полна в своей -адической топологии и Ар — ее 
р-адические компоненты, то АцЁ А = || АЧЁ Ар 

р 


10. Пусть &, С — коммутирующие инволюции, как в п. л). Н айти 
четыре проекции, соответствующие прямому разложению, указанному 
в этом пункте. 

1. Произвольный автоморфизм группы А и произвольный авто- 
морфизм группы С индуцируют коммутирующие автоморфизмы 
на группах Нот (С, А), Ех (С, А), С ® А и Тог (С, А). 

12. Пусть (а) — циклическая группа порядка р», и пусть Т = 
= ® (а, ), А = [] (а), где сумма и произведение взяты по беско- 

и и 


нечному множеству различных простых чисел ри. 

(а) Всякий автоморфизм (эндоморфизм) группы Т можно един- 
ственным образом продолжить до автоморфизма (эндоморфизма) груп- 
пы А, так что автоморфизмы группы А составляют множество мощ- 
ности континуума. 

(6) Две сервантные подгруппы группы А, содержащие Т, изоморф- 
ны в том и только в том случае, когда некоторый автоморфизм груп- 
пы А отображает одну из них на другую. 


2 №0 

(в) Доказать, что существует 2“ неизоморфных сервантных под- 
групп группы А с периодической частью, равной Т. 

(Г) Все группы из п. (в) обладают коммутативными группами авто- 
морфизмов. 

13 (Мишина [6]). Группа А обладает тем свойством, что произволь- 
ный автоморфизм любой ее подгруппы индуцируется некоторым авто- 
морфизмом группы А, в том и только в том случае, когда А является 
одной из следующих групп: (1) делимая группа; (2) прямая сумма 
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периодической делимой группы и группы без кручения ранга 1; (3) 
периодическая группа, р-компоненты которой являются прямыми 
суммами изоморфных коциклических групп. [Указание: рассмотреть 
подгруппы, являющиеся прямыми суммами циклических групп.] 
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В настоящее время наши сведения о группах автоморфизмов абеле- 
вых групп весьма ограничены, даже в очень частных случаях. Систе- 
матическому анализу только положено начало. Какими бы ни оказа- 
лись результаты такого исследования, ясно, что даже неполная клас- 
сификация нормальных подгрупп поможет лучше уяснить структуру 
групп автоморфизмов. Этим оправдывается наша заинтересованность 
в получении нормальных подгрупп группы АцЁ А. 

В наших рассмотрениях мы будем исходить из самой группы А — 
при таком подходе можно надеяться на получение нормальных под- 
групп группы Ач А, более тесно связанных с группой А. 

Сначала мы изучим так называемые стабилизаторы. Пусть {Х; т 
цепочка подгрупп в группе А, т. е. для любых двух Х; и Х; выполняет- 
ся либо Х; = Х;, либо Х, = Х;. Говорят, что между Х; и Х; имеется 
скачок, если Х; Е Х; и если ни одна подгруппа из цепочки, кроме 
Х; и Х, не лежит между этими подгруппами. Стабилизатор цепочки 
{Х;} состоит по определению из всех таких автоморфизмов @& Е Ац{ А, 
что для каждого скачка Х; > Х; в этой цепочке % переводит в себя 
смежные классы группы Х; по подгруппе Х ;: еслих Е Х;, тах = х-+ 
-- и при некотором и ЕХ;;. 

Сразу видно, что если группы Х; из цепочки {Х;} являются харак- 
теристическими подгруппами группы А, то стабилизатор этой цепоч- 
ки — нормальная подгруппа группы Аи А. 

Пусть {Х;} — цепочка характеристических подгрупп группы 4 
и Хх — стабилизатор этой цепочки. Всякий автоморфизм а Е А А 
очевидным образом индуцирует автоморфизм ©; группы Х;Х,;, где 
Х; > Х; — скачок в цепочке. А именно, 


и: а А; => аа- Х; (ЕХ,). 


Таким способом мы получаем гомоморфное отображение ф: @ => 
= (.... а, ...) группы Ац+ А в декартово произведение ПацхиХ, 
групп автоморфизмов факторов, соответствующих скачкам. Очевидно, 
Кег ф = %. В общем случае о гомоморфизме ф можно сказать немно- 
гое, так что рассмотрим цепочки специального вида. 

Пусть А есть р-группа длины т. Мы концентрируем наше внимание 
на стабилизаторе вполне упорядоченной цепочки 


РР РР Изер (1) 
где Р. = рбА [р]. В этом случае Р./Р... — векторное пространство 


над простым полем характеристики р, размерность которого есть 0-й 
инвариант Ульма — Капланского [‹ (А) группы А. Отсюда следует, что 
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Аш Рое/Ро-. — линейная группа СТ. (К (А), р) = Лъ, и мы заклю- 
чаем, что существует гомоморфизм 


фм (бу...) бт (2) 
группы Аи А в декартово произведение Л = [ Ло. Очевидно, 
<т 


Кег ф — стабилизатор А цепочки (1). 

Интересно узнать, для каких групп А отображение ф сюръективно. 
Приведем по этому поводу два результата. Первый из них касается 
периодически полных р-групп. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 114.1. Для произвольной р-группы А композиция 
АцЕ А — А- ЛА, гомоморфизма ф и естественной проекции А на Ав 
является эпиморфизмом при всяком неотрицательном целом п. Если 
А — периодически полная р-группа, то ф — эпиморфизм. 


Мы можем записать р”А = 0 ФИ, где Ур] =Р и Р‚ = 
= 0 ФР... Всякий элемент „Е Л, действует как автоморфизм 
на группе (И, и существует автоморфизм В на группе р"А, который 
совпадает с „ на И и индуцирует тождественное отображение на У. 
В силу предложения 113.3 этот автоморфизм может быть продолжен 
до автоморфизма % группы А. Ясно, что я переводится в @а„ указан- 
ным отображением. 


Пусть А — сепарабельная р-группа и В = Ф В, — базисная 


П==1 
подгруппа группы А, где В, = ® 2 (р"). По доказанному 1шф — 
подпрямое произведение групп ЛА» (и = 0, 1, ...). При данном эле- 
менте (%,..., би, ...)Е [ А„, где „Е А, можно рассматривать 


а„ как автоморфизм группы р”В»+.. Из предложения 113.3 следует, 
что я», индуцируется автоморфизмом В„ группы В».1. Очевидно, суще- 
ствует единственный автоморфизм В группы В, для которого В | Ви. = 
—= В, при каждом п > 0. Ввиду теоремы 69.1 можно продолжить В 


до единственного автоморфизма & С Аи В. Этот % отображается при 
ф на (%,..., би, ...), если А =В. а 
Еще в одном важном частном случае гомоморфизм ф сюръективен. 


ТЕОРЕМА 114.2 (Фридман [1], Хилл [23]). Для тотально проектив- 
ных р-групп А отображение ф из (2) есть отображение «на». 


Как ив $ 84, запишем рбА [р] = рб+! А [р] Ф $‹ для каждого 
порядкового числа о, меньшего длины т группы А. Пусть для каждого 
о задан автоморфизм ок группы $°о. Сюръективность отображения ф 
означает существование автоморфизма я Е Аш А, индуцирующего 
автоморфизмы оз на 5о. Последнее вытекает из теоремы 83.4 и ее дока- 
зательства. в 


Вернемся к рассмотрению группы А — стабилизатора цепочки (1). 
Подмножество А* всех элементов конечного порядка из А можно 
описать достаточно хорошо. 
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Приведем замечание чисто технического характера. 


Леммл 114.3 (Лептин 1[4]). Пусть А есть р-геруппа, где р > 5, 
и автоморфизм а Е АША оставляет на месте смежные классы гриуп- 
пы Ру по подгруппе Р: и смежные классы группы Р.; по подгриппе Р.. 
Если а? = Ти р (1 — 9) = 0, тор (1 — а) = 0. 

Запишем А = В, ФВ. ФА,, где В; — максимальная прямая 
сумма циклических групп порядка р’ (1 = 1, 2) в некоторой базисной 
подгруппе группы А. Положив 1 = | — а, получим пР, <= Р;, тР! = 
=Р, и ТР. = 0, откуда 13Р. = 0. Так как рчА = руВ., | ртА. = 


= Р., то р?А = 0. Следовательно, 1?А = Р, и 15А = 0. Поскольку 
—> 0, имеем 1Р = 0. Очевидно, | = а? = |1 — ри [р нь 
.— 1? влечет за собой р = — 1? = 0. в 


Теперь мы можем доказать следующий результат: 


ТЕОРЕМА 114.4 (Фридман [1], Лептин [4], Хилл [23], Хаузен [4]). 
Пусть А — некоторая р-группа, где р > 5. Множество А* элементов 
конечного порядка из стабилизатора А цепочки (1) является р-группой. 
При а Е А* следующие условия эквивалентны: 


1) ат" = 1; 
2) р" (1 — 9) = 0; 
3) & индуцирует тождественное отображение на подгруппе р”А. 


Если А — тотально проективная р-группа или А — сепарабельная 
р-группа, то А* является [структурным] объединением всех нормаль- 
ных р-подгрупп группы Ац{ А. 


‚Пусть я Е А* — элемент конечного порядка А >> 1. Допустим, что 
найдется элемент а ЕР, для которого ва = а - В, где р == 0. Если 
аф = Б - с, то И* (а < й* (6) < * (с). Имеем а = а = а- 6+ 
-- Вс [при некотором В ЕЕ (А)], откуда Аб = 0. Таким образом, р | К 
и ^ — степень числа р. Если % оставляет на месте каждый элемент 
из Р, то выберем а Е А — элемент наименьшего порядка, для которого 
аа 52 а. Мы получаем, что аа = а -№ В, где о (6) = р, иа^а =а- 
снова влечет за собой р | Г. Следовательно, порядки элементов из Д* 
являются степенями числа р. 

Чтобы доказать эквивалентность указанных условий, заметим, 
что равенство р” „(1 — &) = 0 выполняется тогда и только тогда, 
когда © (р”а) = р"а для всех а Е А, так что условия 2) и 3), очевидно, 
эквивалентны. Покажем теперь, что если а? = 1, том | рА — тож- 
дественное отображение. Проведем индукцию по длине т группы А. 
Если т = 1, доказывать нечего. Предположим, что длина группы А 
равна т -- Ги для группы А/р"А утверждение верно. Так как & лежит 
в стабилизаторе цепочки (1), то по индуктивному предположению 
в группе 4/7“А автоморфизм @& оставляет на месте смежные классы 
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группы рА по подгруппе р"А, т. е. (1 — а) рА = р"А. В силу равен- 
ства р (р"А) = 0 имеем р? (1 — а) = 0, а из леммы 114.3 следует, что. 
р (1 — а) = 0. Если длина т группы А является предельным поряд- 
ковым числом, то включение (1 — &) рА = рбА выполняется для всех 
о < т, откуда снова получаем, что р (1 — @а) = 0. Пусть теперь. 
и = | при п > 1. Тогда @а?Р”" | рА — тождественное отображение 
и, таким образом, можно рассматривать % как автоморфизм группы 
рА, причем его р’--я степень есть тождественное отображение. 
Используя очевидным образом индукцию, получаем, что @ | р"А — 
тождественное отображение. 

Обратно, пусть я Е А* индуцирует тождественное отображение 
на группе рА. Тогда для всякого элемента а © А можно записать ва = 
—= а - Ь, где рб = 0. Так как а Е А*, тоаь = 6 + сдля такого с Е А, 
что й* (с) > В* (6), откуда сЕрА и ас = с. Из равенства 96 = Ь -- 
-- Кс следует, что 


ро... ар = с +... + ф—Пс= 
=Ь+ (2) =0, 


значит, Ра = а - о ... - а? = а и а? = 1. Простая 
индукция по п показывает, что если © Е А* индуцирует тождествен- 
ное отображение на группе р”А, то @?" = |. 

Используя полученные сведения, нетрудно вывести, что Д* — 
подгруппа группы А. Действительно, если а, ВЕ Д*, то на некоторой 
подгруппе р”А каждый из этих автоморфизмов есть тождественное 
отображение. Следовательно, ©В-" | р"А = 1, откуда о В-* Е А*. Таким 
образом, А* — максимальная периодическая подгруппа группы А 
и поэтому — нормальная подгруппа группы Аш А. 

Докажем последнее утверждение теоремы. Пусть © — нормаль- 
ная р-подгруппа группы А\ф А. Очевидно, что гомоморфизм ф из (2} 
отображает подгруппы © на некоторую нормальную подгруппу груп- 
пы Л, если ф — эпиморфизм. Но полные линейные группы Ло не со- 
держат нетривиальных нормальных р-подгрупп [см., например, Фрид- 
ман [1]], откуда следует, что ф (9) — тривиальная подгруппа группы 
Л и, значит, © = А. Благодаря теореме 114.2. наше утверждение дока- 
зано для тотально проективных групп А. Пусть А — сепарабельная 
р-группа. Тогда по предложению 114.1 компоненты подгруппы ф (09) 
являются нормальными подгруппами в группах А», так что снова 
ф (9) = 1 И =". а 


В действительности группа А* является р-нильпотентной в сле- 
дующем обобщенном смысле. Группа № называется обобщенно р-ниль- 
потентной, если она обладает вполне упорядоченной убывающей 
цепочкой нормальных подгрупп 


МММ... РМ№МЬ... > Ма = 1, (3) 
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причем 


1) №./М№о-1 — элементарная абелева р-группа при каждом поряд- 
кОвОМ числе 6 < т; 


2) Мс = ПМ№, если о — предельное порядковое число. 
р<в 


ПрРЕдложеЕНИЕ 114.5. (Лептин [4]). Группа А* для р-группы А яв- 
ляетея обобщенно р-нильпотентной. 


Для каждого порядкового числа о, меньшего длины т группы А, 
положим А. = {& Е А* | я индуцирует тождественное отображение 
на группе Р/Р. }. Тогда А. ч Аш А при каждом в, Ау = А* и Ас 


= ПА, для предельных порядковых чисел о. Пусть @&, ВЕЛ. 
00 


тогда для аЕР имеют место равенства ва = а ии Ва=а-+чуч 
при некоторых и, оЕР.. Далее, Ви = ии и м=ои-о при 
Ш, о С Ром. Отсюда 


оВа =а и оу, Воа = ао ии’ иаВа — Ваа Е Ролл. 


Таким образом, А ‹/Ас--4 — коммутативная группа. Более того, по- 
скольку ола — (а-- Ви) ЕР, мы получаем, что Ао/Аси — эле- 
м р-группа. Очевидно, что А. = {% Е Д* | ча = а при всех 
аЕР 

Положим теперь А+, = {4 Е А. | а индуцирует тождественное 
отображение на группе (А [р"] -- рА)!рА} при п = 1, 2, Эти 
подгруппы также являются нормальными в группе Аш А. Мы 
утверждаем, что А.+„1/Ач+„ — элементарная абелева р-группа при 
каждом п. Пусть а, ВЕ А... и-. Если @а Е Ах, то дляа Е А [р"*1 долж- 
ны выполняться равенства ча = а | и, Ва = а-- ч при некоторых 
и, ОСА [р"]. Отсюда следует, что элементы 


аВа = ат и- о, атифо и Воа 
лежат в одном и том же смежном классе по подгруппе рА, а так как 
ога —аЕрА, то мы получаем требуемое утверждение. 
со 
Далее, Аз+ь = П А--п- — нормальная подгруппа группы Аи А, 
п=1 


состоящая из всех автоморфизмов &%6 Ац{ А, которые оставляют на 
месте элементы из Р и индуцируют тождественное отображение на 
группе А/рА. В силу предложения 113.2 имеем Аз+ь ={1 — рт Е 
ЕЕ (4А)} [заметим, что для каждого эндоморфизма ЧЕЕ (4) = 


эндоморфизм |— ру обладает обратным — это У. (рч)" ЕЕ (4А)]. Ясно, 


что Альт = {1 — р" Ч ЕЕ (А)} — Ви = подгруппы группы 
Ац{А. Так как 


(1— р"\) (1 — р") —(1— р” (и 5)) Ер”"Е, 
то соответствие |1— р” => р”и-- р"**Е является групповым эпимор- 
физмом Аз+ь-+п-— на р"Е/р”*Е, ядро которого есть А++ь+п. Поскольку 
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р"Е/р"*'Е — элементарная абелева р-группа, группа Ах+о-+и-1/Алочт 
также является элементарной абелевой р-группой при п=1,2,.... 
Для завершения доказательства предложения 114.5 остается заме- 


оо 
тить, что ГП А--о-,=1, Так как р®Е =0 в силу теоремы 46.1. в 
П=1 


Достоин также изучения стабилизатор ® цепочки 
А >рА>... ЭРА... > р"А = 0, (4) 


где ДА — редуцированная р-группа. Заметим, что если автоморфизм & 
группы А отображает в себя смежные классы группы р°А по подгруп- 
пе р°т1А, то он также отображает в себя смежные классы группы 
рбА [р] = Ро по подгруппе рб+1А [р] = Ро-1. Другими словами, ® — 
подгруппа стабилизатора А цепочки (1). Непосредственно проверяется, 
что подгруппы обобщенно р-нильпотентных групп снова являются 
обобщенно р-нильпотентными, и в силу предложения 114.5 мы полу- 
чаем 


СледствиЕ 114.6. Группа элементов конечного порядка в стабилиза- 
торе цепочки (4) для р-группы является обобщенно р-нильпотентной. в 


Перейдем к другому интересному стабилизатору, связанному с 
р-группами А; это стабилизатор Х возрастающей цепочки 


ОА с... Аа... СА 


[эта цепочка является конечной, если А — ограниченная группа]. 
Положим 


УХ, = {а Е Х | аа =а при всех аЕА[р"|}. 

Тогда Хв ч АША, и мы получаем убывающую цепочку 
р ао | (5) 
нормальных подгрупп, для которой п | 7, =1. Заметим, что 


А [р"| с А [р”*| влечет за собой Х„ < Уп, так как умножение 
на | -- р” лежит в №», но не лежит в »„-1. Очевидно, группа Х„/Х п-т 
изоморфна некоторой подгруппе стабилизатора цепочки 0 < А [р"] = 
< А [р"*1. В силу леммы 113.1 этот стабилизатор является элемен- 
тарной абелевой р-группой. Мы доказали, таким образом, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 114.7. Цепочка (5) для р-группы А является строго 
убывающей цепочкой нормальных подгрупп группы АцЁ А, причем ее 
факторы — элементарные р-группы. Цепочка обрывается на Х„ = 1 
тогда и только тогда, когда р” является максимальным порядком 
элементов из А. в 


До сих пор мы имели дело со стабилизаторами цепочек. Суще- 
ствуют другие способы получения цепочек нормальных подгрупп 
группы Ац{ А. 
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Вернемся к рассмотрению цепочки (_) и положим 
Гс = {«Е АША | аа =а при всех аЕ р°бА}. 


Мы получаем вполне упорядоченную возрастающую цепочку нормаль- 
ных подгрупп группы Г = АцЁ ЛД: 
> ре ЕТ Е (6) 


Следующий результат дает некоторую информацию об этой цепочке. 


ПредложеЕнНИЕ 114.8. Пусть А — редуцированная р-группа. Если 
п — натуральное число, п< т, то ГГ и Г/Г, = Аш р"А. 

Если А — тотально проективная р-группа, то Гос Гон 
и Г/Г. = Аи рбА для каждого порядкового числа в < т. 


Ввиду предложения 113.3 [теоремы 83.4] достаточно установить 
только строгое включение Г„ < Ги, [Го < Го1| при п = 0 [с = 0]. 
Группа А обладает циклическим слагаемым (а) порядка, скажем, р», 
А = (а) Ф С. Тогда автоморфизм группы А, являющийся тожествен- 
ным на подгруппе С и действующий как умножение на 1 -- р\-1 
на подгруппе {а), принадлежит Г,, но не принадлежит Гу, если толь- 
ко к >> 2. В оставшемся случае А — элементарная р-группа и Г, = Г. 

Соответствие %& => 0% = @а | р°А является гомоморфизмом Аи А — 
— Аш рбА с ядром Ге. Ввиду предложения 113.3 и теоремы 83.4 [или 
только теоремы 83.4] в обоих указанных случаях этот гомоморфизм 


сюръективен. в 
Наша основная цель — получить сведения о факторах Го-/Го 
цепочки (6). Для этого мы определим две нормальные подгруппы груп- 
пы Г между Гси Го. Положим 
Гб = {% Е Го-.|ва=а при всех аЕ рбА[р]} 


6" = {9 Е Го | аа-аЕ р°+1А при всех а6 р°А[р]}. 


Это нормальные подгруппы группы Г и, очевидно, Го = Го = Гб* = 
= Го+4. Используя обозначения р (А) для 0-х инвариантов Ульма— 
Капланского группы А и положив Р. = рбА[ р], докажем, что верна 


ТЕОРЕМА 114.9 (Фукс 4[20]). Факторгруппы Гб/Го, Го*/Гб и 
Го-+1/Г5* изоморфны подгруппам следующих групп соответственно: 
ПР, где = г (рб! А/рб-+2 А); НРЫЬ где т=| (А); ОГ (о (4), р). 
г т 


Если © — натуральное число или А — тотально проективная 
группа, то эти факторгруппы изоморфны самим указанным группам. 


Запишем р°А= 5х, Ф С, где р°+1А — существенная подгруппа груп- 
пы С. Каждый автоморфизм &Е Гу индуцирует некоторый автомор- 
физм на рбА, а |—@ индуцирует отображение группы С/р°т*А 
в группу Ре, а именно Уа: Сс-- р’ Ан (1 —@а)с. Легко проверить, 
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что соответствие & => Х„ является гомоморфизмом Г&— Нот (С/р°-+1{А, 
Ро), ядро которого состоит из всех автоморфизмов а, для которых 
(1 —@)С=0, т.е. равно Го. Поскольку С/рб-+1А = ро+1А/ро2 А, 
группа Гб/Го действительно изоморфна некоторой подгруппе декартова 
произведения г (р°+!А/рб+?А) групп, изоморфных Ро. 

Каждый автоморфизм %Е Гё* дает отображение ри: х ны (1— а) х 
группы о9с в группу Ро-4. Соответствие @ н> фа является гомоморфиз- 
мом Г&* — Нот (55, Г с ядром Гб и второе утверждение теоремы 
следует из равенства г (5°) = р (А). 


Каждый не “Е Г... индуцирует автоморфизм @ на 5х, 
заданный равенствами 05 = 95--х, где $, 9565, ХС Ро-а. Отображе- 


ние & - @ является гомоморфизмом Го —> СЁ (| (А), р), ядро ко- 
торого совпадает с Гб*. Отсюда мы сразу получаем третье утвер- 
ждение. 

Последнее утверждение теоремы можно легко доказать, применяя 
предложение 113.3 и теорему 83.4. Доказательство проводится непо- 
средственным образом и предоставляется читателю. щ 


Упражнения 


1. Если А — группа без кручения и @ — существенная подгруппа 
группы А, то стабилизатором цепочки 0 < @ = А является одноэле- 
ментная подгруппа группы Аи А. 

2. Для группы без кручения А стабилизатор любой цепочки в А — 
группа без кручения. 

3. Пусть 9 — стабилизатор цепочки {Х;} подгрупп группы А. 
Выяснить, как он связан со стабилизатором ее подцепочки и со стаби- 
лизатором цепочки {Х!; [| У}, где У — характеристическая подгруппа 
группы А. 

4. Пользуясь методом доказательства предложения 114.1], пока- 
зать, что если А — прямая сумма циклических р-групп, то ф из (2) — 
сюръективное отображение. 

5. Показать, что для ограниченной р-группы А [скажем, р\А = 0} 
А* — разрешимая р-группа. Найти верхнюю грань для класса раз- 
решимости через показатели №. [Указание: доказательство предло- 
жения 114.5.] 

6. Если автоморфизм © Е АШ А индуцирует тождественное отобра- 
жение на группе р°А/рс+!А, то он также индуцирует тождественное 
отображение на группе р°+"А/р°+"+1А при любом п >> 1. 

7. Показать, что в цепочке (6) объединение Ц Гь не обязано совпа- 

р<б 
дать с Г. для предельных чисел о. [Указание: рассмотреть неограни- 
ченную прямую сумму циклических р-групп.] 

8. Известно, что группа @Г. (м, р) является разрешимой тогда 
н только тогда, когда или (1) м = 1, или (2) р = 2, Зи м = 2. Исполь- 
зуя этот факт, показать, что для ограниченной р-группы А группа 
Ац{ А разрешима тогда и только тогда, когда А — конечная группа 
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и ее инварианты не превосходят 2 в случае р = 2, Зи не превосходят 
] в случае р > 5. 

9 (Хилл [23]). Пусть А — прямая сумма циклических р-групп. 
Всякий автоморфизм группы А [р"], который сохраняет высоты 
[взятые в А], может быть продолжен до автоморфизма группы А. 
(Указание: продолжить его до автоморфизма группы А [р"*1].] 

10*. Привести пример, когда ф из (2) не является эпиморфизмом. 

11 (Мадер [2]). Пусть А — делимая р-группа и Х„ — нормальная 
подгруппа Аи{ А, состоящая из всех автоморфизмов группы А, кото- 


рые оставляют на месте элементы из А [р"]. Показать, что Аи А/Х и = 
— Аи А [р"]. 
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Теперь мы можем попытаться ответить на основной вопрос: до ка- 
кой степени определяются группы своими группами автоморфизмов? 
Аналог теоремы 108.1 остается верным во всяком случае для р-групп, 
где р > 5: эти группы должны быть изоморфными, если их группы 
автоморфизмов изоморфны. 

Доказательство этого результата носит более изощренный харак- 
тер, поскольку мощная техника доказательства теоремы 108.1, исполь- 
зовавшая проекции, теперь не применима. Вместо этого приходится 
использовать инволюции, менее связанные с прямыми разложениями. 
Мы удовлетворимся доказательством более слабого результата. 

Вначале рассмотрим центр группы автоморфизмов периодической 
группы. Центр группы Г будем обозначать через $Г. В силу п. ж) 
из $ [13 можно без потери общности ограничиться рассмотрением 


р-групп. 


ТеоРЕМА 115.1 (Бэр [5]). Центр группы автоморфизмов р-группы А 
состоит из умножений на р-адические единицы, если А — неограничен- 
ная группа, и из умножений на целые числа Е, где (Е, р) = 1, 1<Е < 
< р’, если р’ — наименьшая верхняя грань порядков элементов из А. 

Имеется, однако, одно исключение: если А является 2-группой вида 


А=2(2=) © 2(7) Фб, где 26 =0, г>1, (1) 


то $ АШ А — прямое произведение мультипликативной группы диади- 
ческих единиц и циклической группы порядка 2. Последняя группа может, 
например, порождаться автоморфизмом 6 группы А, который дей- 


ствует тривиально на 7 (2”) и Ц, а всякий образующий 6 группы 2 (7) 
переводит в В - ао, где а, — единственный элемент из А, имеющий 
порядок 2 и бесконечную высоту. 


Непосредственно проверяется [и сразу следует из теоремы 108.1], 
что умножения на р-адические единицы должны содержаться в $ АцЁ А. 
В указанном исключительном случае элемент ау остается на месте 
при всех автоморфизмах, и отсюда сразу следует, что автоморфизм 6, 
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описанный в формулировке теоремы, коммутирует со всеми автомор- 
физмами группы А. 

Пусть теперь у) — центральный элемент из Аи А, и пусть А = 
= В ФС, а в — такая инволюция, что в | В = [виз | С = — с. 
Для произвольного элемента 6 © В мы можем записать 76 = бо - со 
(% ЕВ, со ЕС). Тогда бо -- с, = 86 = 8%6 = 6, — со влечет за собой 
2с, = 0. Это означает, что ^› отображает подгруппу 2В в [и, значит, на] 
себя. Следовательно, квазициклические подгруппы и, в случае р = 2, 
все прямые слагаемые группы А отображаются при * на себя. 

Если 1: В —> С — гомоморфизм, то соответствие 


о: Бы Ь-- тб, снс (6 СВ, СЕС) 


является автоморфизмом группы А. Равенство о/у = ‘у@& дает тб, = 
= тб, и мы получаем, что у переводит п \ в себя. Если у: С -—> В — 
гомоморфизм, то соответствие 


В: бы>Ь, сы-с- ус (6 ЕВ, ССС) 


является автоморфизмом группы А и, поскольку Ву = В, справедли- 
во равенство хс, = 0. Следовательно, элемент с, лежит в ядре каж- 
дого из гомоморфизмов С -— В. 

Сначала рассмотрим случай В = (6), где порядок группы В равен, 
скажем, р”. Тогда уб = Кб -- с, для некоторого целого К, причем 
1] ЗЕ < р". В силу чЕб = тб получаем, что у действует в группе п \ 
как умножение на К. Поскольку | может быть произвольным гомомор- 
физмом из В в С, мы видим, что ^) действует как умножение на К в груп- 
пеС [р"], и, значит, обязательно выполняется (#, р) = 1. Если С обла- 
дает циклическим слагаемым, порядок которого больше или равен р", 
то мы также можем вывести, что, уб = Аб. Таким образом, ^ действует 
как умножение на Ё в группе А,[р"]. Если в А имеется неограничен- 
ная базисная подгруппа, то, как сразу видно, должна существовать 
такая р-адическая единица о, что ^) есть умножение на о [в каждой из 
подгрупп А [р"] и, значит] в группе А. 

Теперь рассмотрим случай В = 1 (р®). Мы знаем, что у индуци- 
рует некоторый автоморфизм на группе В,’ являющийся ввиду при- 
мера 3 из $ 113 умножением на некоторую” 'р-адическую единицу 0. 
Если группа С нередуцированная, то для гомоморфизма т: В —> С 
имеем о = 7, откуда следует, что у также является умножением 
на о в группе [т п. Мы заключаем, что у всегда действует как умно- 
жение на р-адическую единицу р в делимой части группы А. 

Остался случай А =р ФЕ, где ОР — делимая, а Е == 0 — огра- 
ниченная группы, скажем р”Ё = 0, но р”"Е = 0. Если р 23 или 
если Е обладает по крайней мере двумя независимыми элементами 
порядка р", то так же, как и раньше, мы получаем, что у переводит 
каждую циклическую подгруппу группы А в себя и должно быть умно- 
жением на некоторую р-адическую единицу р или на целое число Р, 
взаимно простое с р, | < Е < р,. в соответствии с тем, нулевая группа 
Р или нет. Предположим, что р = 2 и Е = {) ФЕ’, гдео (5) = 2" 


310 Гл. ХУГ. Группы автоморфизмов 


и 21’ = 0. По доказанному мы можем быть уверены, что ‘у есть 
умножение на диадическую единицу р на группе О и умножение на це- 
лое число, сравнимое с р по модулю 2-1, на группе (25) Ф Е’. Запи- 
шем уб = АБ -- а, геа О ФЕ, 2а =0. Если элемент ау имеет 
бесконечную высоту, то существует гомоморфизм ху: р ФЕ’ -> (6), 
для которого ха, = 0, в противоречие с доказанным выше. Если 0 == 
5 а ЕД. = 1 (2”) ир =, ФО,, где О; =2 0, то применим то же 
рассуждение к разложению А = (16) ФО,) Ф (Е’Ф®Бъ; в силу 
существования мономорфизма хх: р, —> О, из аз =2 0 следует, что ОЭ = 
= 7 (2”) и а — единственный элемент из А [2], имеющий бесконеч- 
ную высоту. Значит, А — группа вида (1) и у — либо умножение 
на диадическую единицу, либо композиция умножения на диадиче- 
скую единицу и автоморфизма 6. Доказательство завершено. а 


С помощью примеров | и 2 изб 128 мы получаем, что для р-группы 
А при р=2 
8 АША = 1 (р— 1) ХТ или 


АША = 2 (р— 1) Хх 7 (2*-*. (2) 


Поскольку группа коммутативна тогда и только тогда, когда она 
совпадает со своим центром, из предыдущей теоремы легко вывести 


Следствие 115.2 (Шатле [1], Бэр [5]). Группа автоморфизмов 
р-группы А коммутативна тогда и только тогда, когда А либо является 


коциклической группой, либо изоморфна группе 2 (2°)- 2 (2). в 


Перед тем как взяться за решение поставленного вопроса об изо- 
морфных группах автоморфизмов, сделаем несколько замечаний. 
Через А мы будем обозначать р-группу, где р > 3. 


а) Из теоремы 115.1 следует, что группа А является ограниченной 
и р" является наибольшим из порядков ее элементов тогда и только 
тогда, когда $ Аи А == 2 (р”-* (р — 1). 

6) Пусть в — инволюция группы А, 8 == |. Тогда для разложе- 
ния ДА = ДАё ФА; легко выяснить, имеет ли место ограниченность 
одного из слагаемых или обоих, и если да, то каковы точные верхние 
грани порядков элементов. Действительно, в силу равенства $6 {=} = 
—= $ АША; Х 3 АША; и теоремы 115.1 группа $6 {=} не содержит 
подгрупп, изоморфных У», или содержит такую подгруппу или пря- 
мое произведение двух групп, изоморфных /ь, в соответствии с тем, 
являются ли обе группы Аё и А: неограниченными или ограниченной 
будет одна из них или обе. С помощью п. а) легко определяются гра- 
ницы порядков элементов для ограниченных компонент. 

в) Если А =А. Ф...ФА,, где А; 52 0, и {#,..., & } — система 
инволюций, принадлежащая этому разложению, то группа $6 {#4,..., 8} 
содержит ровно 2” инволюций. Это следует из п.н) $ 113 и того 
факта, что группа $ Аи А, не содержит инволюций, отличных 
от |. 
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Инволюция # называется экстремальной, если одна из групп Аз 
и А отлична от нуля и неразложима. Если С— произвольная инволю- 
пия, коммутирующая с экстремальной инволюцией &, то разложение 
группы А, указанное в п. л) из$ 113, может содержать не более трех 
ненулевых слагаемых. С другой стороны, если инволюция & не являет- 
ся экстремальной, то легко найти инволюцию 6, которая коммутирует 
с = и в разложении п. Л) из $ 113 дает четыре ненулевых слагаемых. 
Таким образом, справедливо утверждение 

г) Инволюция  экстремальна тогда и только тогда, когда в группе 
36 {=, 6} содержится не более 8 инволюций при любом СЕс {2}. 
Мы получаем, что экстремальные инволюции переходят в экстремаль- 
ные инволюции при Любом изоморфизме между группами автомор- 
физмов. 


Лептин [2] доказал, что если р = 5 и А, С — некоторые р-группы 
с изоморфными группами автоморфизмов, то группы А и С изоморфны. 
Мы приводим более слабый результат, доказательство которого проще. 


ТЕОРЕМА 115.3 (Лептин [2]). Пусть А, С — это р-группы, где 
р > 3. Если Ац{ А = Ац{ С, то группы А и С обладают изоморфными 
базисными подгруппами и изоморфными делимыми частями. 


Пусть ф: Аш А — Аш С — изоморфизм. Пусть В = ФВ», где 

В» = = ®2 (о) — базисная подгруппа группы А.  Запишем 
В. ®Ф. Ф В, Ф 4*, где И р"А-- В, -+ В+... 

[см,. теорему `32. 4]. Предположим, что В — неограниченная группа. 


Представив В, Ф... ФВ, в виде Ф «а;), где о (а) < р", рас- 
ЕТ 
смотрим инволюции ;, е, принадлежащие разложению 
А = ® (а:) Ф Ал. (3) 
16 


Вначале мы установим некоторые свойства системы {=;, #}, которые 
позволяют доказать, что эта система принадлежит разложению, в ко- 
тором @Ф (а;› — максимальное р"-ограниченное слагаемое группы 
А. Очевидно, {;, #} — коммутативная система инволюций, где каж- 
дая =; — экстремальная инволюция. Если \ — экстремальная инво- 
Люция из с {;, 8}, ОТЛИЧНая ОТ всех &;, и если, скажем, Ат — нераз- 
ложимая группа, то в силу п. л) из $ 113 мы получаем, что Аз — под- 
группа каждой из групп Ф (а;) Ф А#. Следовательно, Ац = Ав 

1% 
и А; — неразложимое ви в 4%, | А | > р"". Если инволюция 
& не является экстремальной, то система {=;, в, |} дает такое продол- 


жение разложения (3), что группа 
вс {вр в, 1} {ев =} (4) 


изоморфна либо циклической группе порядка р” (р — 1), где Е > 
либо группе 7 (р — 1) Х Хь. Очевидно, что если бы группа А* _ 
дала циклическим слагаемым порядка не больше р”, то мы могли бы 
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подобрать такое , для которого группа (4) была бы циклической 
порядка р" (р — 1), где < п— 1 

Теперь мы переходим к рассмотрению группы Аи С как образа 
изоморфизма ф. Очевидно, ф (#;) — экстремальная инволюция при 
каждом ГЕ Г. Таким образом, ф (8;) дает прямое разложение С = 
ее Се.) Ф Се, где одно из слагаемых, скажем, С; — неразложи- 
мая группа, другое слагаемое обозначим через С;. Благодаря п. 6) мы 
знаем границы порядков элементов для слагаемых; поскольку мы пред- 
положили, что В — неограниченная группа, сразу получаем С; = 
= (а; ). Далее по п. м) из $ 113 для всякого конечного и индек- 
ОВ: Па о имеет место разложение С = С, ®... Ф С Ф 


$ СП. С‚,). Таким образом, С” = >С: = = Ф С; — сервант- 


ная подгруппа группы С. Она является ограниченной. и, значит, слу- 
жит для С прямым слагаемым. Имеем также С = в Ф С где, 
скажем, первое слагаемое является р"”-ограниченным. Так как ф (8;) 
коммутирует с ф (=), то в силу п. л) из $ 113 каждое из слагаемых С; 
содержится в одном из слагаемых последнего разложения. Включение 
С; = Се) невозможно, иначе мы пришли бы к существованию такой 
инволюции 1’ Ес {ф (5)}, что группа $6 {ф (5), \’} не изоморфна 
никакой из групп $с {=г, п} при всех Ес {=}. Отсюда следует, что 
С’ = Сы, и С’М— слагаемое в группе Съе). Если бы С было соб- 
ственным слагаемым, то нашлась бы такая инволюция \’Е с% {ф (&;), 
ф (=)} ет, что факторгруппа, соответствующая группе (4), была бы 
изоморфна группе Й (р* (р — 1)), где Е < п — 1, а это невозможно. 

Таким образом, С = ФС; ®Ф Сы, где р’С; = 0 при всех #. Из 

1 


сказанного в предыдущем абзаце о системе {=;, #} получаем, что 
группа Сы) не содержит ни одного циклического слагаемого, поря- 
док которого не превосходит р”. Следовательно, ФС; — максимальное 
р"-ограниченное слагаемое группы С. 

Заметим, что инволюции &; и ф (8;) определяют изоморфные нераз- 
ложимые слагаемые групп А и С соответственно. Отсюда вытекает, 
что при каждом п максимальные р"-ограниченные слагаемые групп А 
и С изоморфны. Пользуясь теоремой 33.2, сразу получаем изоморфизм 
базисных подгрупп групп А и С. 

Если заменить разложение (3) разложением А = ФО; ФО, где 

7 


р; = 7 (р®), а @а — редуцированная группа, то можно провести ана- 
логичные рассуждения. Легко понять, как в терминах инволюций 
формулируется отсутствие в группе С квазициклических слагаемых. 
Тем самым доказательство теоремы 115.3 завершено для групп А с не- 
ограниченными базисными подгруппами. 

Если группа А обладает ограниченной базисной подгруппой В, 
скажем р”В = 0, то можно записать А == Ф (а; ) Ф Ф р;, ге р; 


= 7 (р®), и рассмотреть соответствующую “систему ИНВолЮЦиЙ а 
1;}. Тогда {ф (;), ф (И;)} будет максимальной коммутативной систе- 
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мой экстремальных инволюций, для которой соответствующие нераз- 
ложимые компоненты являются группами 2 (р®) или циклическими 
группами порядка не выше р”. Мы заключаем, как и выше, что эти 
неразложимые компоненты порождают сервантную подгруппу С’, 
которая должна быть прямым слагаемым в группе С; следовательно, 
С’ = Си С — прямая сумма коциклических р-групп. Тогда группа: 
с {Ф (=;), Фф (;)} является декартовым произведением групп автомор- 
физмов этих коциклических групп, и изоморфность групп 4 и С оче- 
видна, если А — конечная прямая сумма коциклических групп. Если 
группа А не такая, сначала надо установить, что инволюции ф (\;у 
соответствуют квазициклическим слагаемым, а затем использовать 
разложения (3) при п =1,..., т— 1. а 


Доказательство изоморфности групп А и С, предложенное Лепти- 
ном, основывается на тонком исследовании стабилизаторов прямых 
разложений. Основная трудность этого доказательства связана со сле- 
дующим фактом. Если # и ф (#) — инволюции, принадлежащие раз- 
ложениям А = А, ФА. и С = С, Ф С, соответственно, то стабили- 
затор цепочки 0 < А, < А отображается при ф либо в стабилизатор: 
цепочки 0 < С, < С, либо в стабилизатор цепочки 0 < С. < С. Воз- 
никает неоднозначность, устранить которую не всегда удается, даже: 
если известно, что 4.1, С, — ограниченные группы, а Д., С, — неогра- 
ниченные. Хотелось бы получить более короткое доказательство важ- 
ной теоремы Лептина, и еще лучше, если бы оно включало случаи: 
р=2ир = 3. 


Упражнения 


1 (Бэр [5]. (а) Множество элементов, переходящих в себя при всех. 
автоморизмах р-группы А, состоит не из одного нуля тогда и только» 
тогда, когда А является 2-группой, обладающей единственным эле- 
ментом © == 0 максимальной высоты. 

(6) В указанном случае это множество совпадает с (5). 

2 (Бэр [5]). (а) Пусть А — сепарабельная р-группа, р = 3, иС — 
подгруппа группы А. Множество всех элементов группы А, которые 
остаются на месте при всех автоморфизмах группы А, переводящих 
в себя все элементы из С, совпадает с С- — замыканием подгруппы С 
в р-адической топологии. 

(6) При р = 2 для случая, указанного в упр. 1, к подгруппе С- 
должна быть присоединена подгруппа (9) из упр. 1. 

3 (Бойер [1], Э. Уокер [4], Кхаббаз [1], Мадер [1], Хилл [4]. 


(а) Если группа А не является редуцированной, то | АиЁ А | = 2141. 
(6) Если А — бесконечная редуцированная группа, то | АцЁА | = 


—= 218! где В — базисная подгруппа группы А. 

4 (Лептин [2]). Пусть  — инволюция р-группы А, где р >> 3. Сла-- 
гаемые А и А; обладают изоморфными ненулевыми слагаемыми тогда 
И только тогда, когда существуют такая система {1, 82, 83, 8} ком- 
мутирующих инволюций из с {=} и такая инволюция 1 ЕС {3, #4}, 
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что 8 = 838, И 1, = 51. [Указание: пусть Аё = А. ФА., А; = 
= Аз Ф А,; если А, = А., выбрать автоморфизм |, меняющий места- 
ми А, с Аз; для доказательства обратного утверждения воспользо- 
ваться матричным представлением.] 

5. С помощью второй части доказательства теоремы 115.3 показать, 
что если А — прямая сумма циклических р-групп и АцЁ А = Ац С, 
где С — некоторая р-группа, то А == С. 

6 (Лептин [2]). Пусть А — некоторая р-группа и С — некоторая 
9-группа, причем для простых чисел ри 4 выполняются неравенства 
3< р< 4. Тогда изоморфизм АцЁ А = АцЁС имеет место в том и 
только в том случае, когда А = 7 (р*), С = 2 (а) и р" (р— 1) = 
=9—[. 

{ (Бэр). р-группа А (р >> 3) удовлетворяет условию минимальности 
тогда и только тогда, когда все периодические подгруппы группы 
АцЁ А являются конечными. [Указание: если число независимых сла- 
гаемых бесконечно, то в Централизаторе соответствующей системы 
инволюций содержится бесконечная периодическая подгруппа; дока- 
зательство обратного утверждения свести к случаю делимых групп 
и рассмотреть матричное представление.] 

8 (Хаузен [2]). Группа автоморфизмов группы, удовлетворяющей 
условию минимальности, остаточно конечна. [Указание: нормальные 
подгруппы, состоящие из всех автоморфизмов, оставляющих на месте 
все элементы из А [р"|], имеют конечный индекс, и пересечение их 
тривиально. | 

9 (Тарватер [3]). Пусть А — прямая сумма коциклических групп 
одного и того же порядка. Автоморфизм группы А, отображающий 
подгруппу С = А на подгруппу Н = А, существует тогда и только 
тогда, когда 


а=Н и А [Р/В [р] = АШрН [р] 


10 (Меджиббен [5]). (а) Пусть С = А (%, ..., , ...)— широкая 
подгруппа р-группы А и ф — мономорфизм группы @ в некоторую 
р-группу С. Мономорфизм ф может быть продолжен до изоморфизма 
между А иС в том и только в том случае, когда (1) р, (А) = Р (С) при 
п < у; (2) ф сохраняет высоты; (3) Пт ф — широкая подгруппа груп- 
пы С. 

(6) Всякий автоморфизм широкой подгруппы р-группы А, кото- 
рый сохраняет высоты в А, может быть продолжен до автоморфизма 
труппы А. 


$ 116. Группы автоморфизмов групп без кручения 


В то время как р-группы при р > 5 определяются с точностью до 
изоморфизма своими группами автоморфизмов, группы автоморфиз- 
мов групп без кручения дают мало сведений о самих этих группах. 
Действительно, существуют болыпние группы без кручения с тои же 
труппой автоморфизмов, что и у группы Й, и даже группы ранга 1 
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не могут быть восстановлены по своим группам автоморфизмов [см. 
упр. 1]. К тому же в противоположность случаю периодических групп 
группа автоморфизмов бесконечной группы А не обязана быть бес- 
конечной, если Д без кручения. 

Только в незначительно более широком случае, чем случай конеч- 
ных групп, мы имеем подробное представление о группах, являющих- 
ся группами автоморфизмов групп без кручения. Мы приводим здесь 
некоторые результаты, полученные Холлетом и Хиршем 11, 2]. 

В течение этого параграфа А — группа без кручения и 


Г = АА. 


а) Если Г — периодическая группа, то кольцо Е. (А) не содержит 
нильпотентных элементов. 

Если для эндоморфизма Ч ЕЕ (А) выполняется 12 = 0, то эндо- 
морфизмы [|- чи [{ —\1 являются взаимно обратными и, следова- 
тельно, лежат в группе Г. Но (1 - 1)" = 1 - ям =Е 1, иначе \ = 0, 
так как Еп4 А — группа без кручения. 


6) Если Г — периодическая группа, то всякая инволюция &« ЕГ 
лежит в центре группы Г. 

При любом  эндоморфизме ВСЕ (А) эндоморфизмы ф = 
= (1-- а) В (1 — “) ит = (1 — 9) В (1 + а) являются нильпотент- 
ными, откуда ф = 0 =\ф всилу п. а). Таким образом, 2 (яВ — Ва) = 
= ф —ф = 0 и, значит, аВ = Во. 


в) Если Г — периодическая группа и элемент я Е Г имеет нечет- 
чый порядок п > 1, то п = 3. 

Очевидно, это утверждение достаточно доказать для случая п = р“, 
где р — т число, не равное двум. Эндоморфизм В = | — “ Е 


в 


5%... фа "3 является обратным к эндоморфизму 
а? — А —...-- а”, если п==1 то44, 


Следовательно, В Е Г. Покажем, что элемент В имеет бесконечный 
порядок, если п >> 3. Заметим, что эндоморфизм а” — | аннулирует 
группу АД, и, значит, существует минимальный многочлен &` (%) с целы- 
ми коэффициентами, аннулирующий группу А. Очевидно, & (х) делит 
ай |, но не делит х" — 1. Из неприводимости р*-го кругового 
многочлена Ф, (х) = (хР* — Г) /(хР* 2 1) следует, что Ф, (х) | в (х). 
Пусть 6 — некоторый первообразный корень и-й степени из единицы. 
Мы получаем, что сопоставление & --> 6 может быть продолжено до 
кольцевого гомоморфизма $ (&) —- О (5), где $ (&) — подкольцо 
кольца Е (А), порожденное элементом ©, а О (5) — расширение поля 
О, полученное присоединением 6. Этот гомоморфизм переводит В 
в комплексное число 1—6 —... 6 = (1-57) (|-- 
-- 6)", модуль которого отличен от 1, иначе выполнялось бы 


316 Гл. ХУГ. Группы автоморфизмов 


равенство С”? = ( или (7-? = (, откуда вытекало бы, что п = 3. 
Следовательно, образ элемента В, а значит, и сам элемент В имеет 
бесконечный порядок при п > 3. 


г) Если Г — периодическая группа, то она не содержит элементов 
порядка 8. 

Действительно, если & Е Г — элемент порядка 8, то в кольце 
Е (А) эндоморфизмы В = 1- (1 — 9^) (1 - а — 93) и ф=Т- 
-- (1 — а) (1 — “ -- о?) являются взаимно обратными. Так же как 
и в п. в), мы можем показать, что подкольцо $ (%) кольца Е (А), 
порожденное элементом @&, обладает гомоморфизмом в поле О (5), 
причем @а => &, где & = (1 + И/УИ 2 — первообразный корень 8-й сте- 
пени из единицы. При этом гомоморфизме элемент В отображается 
в элемент З-- 2у2 ЕС (5), а последний имеет бесконечный порядок, 
следовательно, В не может быть элементом конечного порядка. 


д) Если Г — периодическая группа, то не всякая инволюция из Г 
содержится в циклической подгруппе порядка 12. 

Мы утверждаем, что ни для какого элемента © Е Г порядка 12 не 
выполняется 98 = —1[. В противном случае эндоморфизм В= 
=1 —@-- &? — а -- а является обратным к эндоморфизму \= 
—=1— ©? — 93 — 9—5, и остается показать, что тогда элемент В 
не имеет конечного порядка. Мы снова исследуем многочлен в (х) 
с целыми коэффициентами, минимальный по отношению к свойству 
р (4) А =0. Заметим, что х8 -- | = (хх? - 1) (\** — 2 -- 1) — разло- 
жение на неприводимые множители и (4? -- 1) А =20, так как @? = 
= —]| невозможно. Отсюда следует, что многочлен Ф;» (х) = х* — 
— х2 -- 1 делит многочлен & (х). Как и выше, мы получаем гомомор- 
физм, переводящий В в 1 6- # — 3 @ = (1+ $) 1-9, 
где & — первообразный корень 12-й степени из единицы. Поскольку 
11 -- 55 | == |1 + 6], элемент В должен иметь бесконечный порядок. 


е) Если Г — по-прежнему периодическая группа, то силовские 
3-подгруппы группы Г коммутативны. 

В силу п. в) силовские 3-подгруппы $ являются подгруппами экспо- 
ненты 3. Таким образом, с помощью известного результата о неком- 
мутативных группах мы получаем, что для любых двух элементов 
о, ВС $, а также их коммутатора у = а юяВ = [а, В] выполняются 
равенства ©3 == В3 = 3 = | и а = фа, Ву = \В. Теперь мы можем 
применить п. 3) из $ 106 для эндоморфизмов 1 -- 1-Е %*, 1 — 4 и целого 
числа т = 3 [заметим, что (1 у- 12) + (2-\) (1—7) = 31. 
Имеем ЗА = В Ф С, где В = Кег (1 - \- 1?) иС = Кег (1 — 7) — 
вполне характеристические подгруппы группы А. Аналогичным обра- 
зом, получаем ЗВ = [Кег (1 -- %-[ а?) | В] Ф [Кег (1 — а) П В]. 

В последней прямой сумме групп автоморфизм &, а значит, и авто- 
морфизм *› индуцируют тождественное отображение на втором слагае- 
мом. Следовательно, это слагаемое содержится в группе С, т. е. равно 
нулю. Мы заключаем, что (1 -- а - 9?) (1 — 1) = 0, т. е. у  уа = 
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-- уа? =1-- а + 9”. Двукратное сопряжение с помощью В дает 
у-- а - 9 = 1- фа + 19? иу  а- у"? = 1- уа - уа? [мы 
используем В-юВ = у% и 13 = 1]. После сложения и сокращения 
получаем 3) = 3. Отсюда у = 1, это и устанавливает коммутативность 
группы э. 

ж) Писть %& Е Г — инволюция. Группа А обладает такой харак- 
теристической подгруппой В, что для гомоморфизма ф: Г- Аи В, 
ставящего в соответствие элементам из Г их ограничения на В, Ф: у => 
-> 7 | В, выполняется ф (“) = —Ги |ф (Г) | делит 24. 

Поскольку © = |, мы можем применить п. з) из $ 106 для эндо- 
морфизмов 1 -- &, | — @ и целого числа т = 2. Имеем 2А = В, Ф С,, 
причем & есть —1[| на группе В, == 0 и тождественное отображение 
на группе С;. Пусть ф:: Г Аи В, — гомоморфизм, ставящий в соот- 
ветствие ограничения. Очевидно, к группе ф, (Г) применимы п. в), г) 
и е). Покажем, что каждый элемент В Еф, (Г) порядка 2 лежит в цен- 
тре группы Ац+ В.. Предположим противное, т. е. что для некоторого 
элемента УЕ Аш В, выполняется [В, у] 1. Так как ф = (1 - 
В) лу (1—В) и ф=(1—В) у (1-Е В) — нильпотентные эндоморфизмы 
группы В1, то с помощью рассуждений п. 6) и неравенства [В, %] == 
= | мы получаем, что либо ф = 0, либо ф = 0, т. е. кольцо Е. (В\) 
содержит ненулевые нильпотентные элементы. То же верно для кольца 
Е (А) в противоречие с п. а). 

Далее, пусть ф, (Г) содержит кроме ф, (4) еще один элемент В 
порядка 2. Аналогичным образом получаем, что 2В. = В. Ф С., где 
В] В. = —1, В | С. =Ги В,, С. — характеристические подгруппы 
[группы В, и, значит] группы А. Этот процесс приведет нас в конце 
концов К Такой характеристической подгруппе В, группы А, что 
Фо (%) = —1! — единственный элемент порядка 2 в группе фо (Г). 
Поскольку конечная 2-группа с единственным элементом порядка 2 
является либо циклической, либо обобщенной группой кватернионов, 
мы заключаем из п. г.), что силовские 2-подгруппы группы Фо (Г) 
являются циклическими группами порядка 2 или 4 или группами 
кватернионов. 

Следовательно, | фо (Г) | = 2*31, где & < 3. Если [>> 1, мы про- 
должаем действовать, как раньше, и выбираем элемент 6 Е фу (Г) 
порядка 3. Применяя п. 3) из $ 106 для эндоморфизмов 1 + 6 - 8, 
| —би целого числа т = 3, получаем ЗВ, = В’ Ф С’, где В’, С’— 
такие характеристические подгруппы группы А, что | | 6 -{ 0? | В’ = 
= Оиб | С’ = 1. Если ограничение ф, (Г) на группу В’ содержит еще 
один элемент # порядка 3, для которого (1 -+ &-{ =?) В’ = 0, то мы 
продолжим этот процесс до тех пор, пока не получим такую характе- 
ристическую подгруппу В, что 1 | В-- В* = |+ у- у? =0 на В 
при любых двух элементах В, ^ =- | некоторой силовской 3-подгруппы 
группы ф (Г). Если у == В", то на подгруппе В также выполняется 
равенство | -- Ву -- (Ву)* = 0. Таким образом, 


— В = 1 В = ТВ У) = 2- ВУ В, 
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а так как 
(В — 1 = — 289 7 =Р-ЕОВУ-У = 
= ВР аут) =0, 


то мы получаем В = у в силу п. а). Следовательно, силовская 3-под- 
группа группы ф (Г) имеет порядок Зи |ф (Г) | делит 24. Тем самым 
доказательство п. ж) завершено. 


Теперь мы в состоянии доказать следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 116.1 (Холлет и Хирш [1]). Если конечная группа Г 
является группой автоморфизмов группы без кручения А, то группа Г 
изоморфна некоторой подгруппе конечного прямого произведения групп 
следующих типов: 


1) циклические группы порядков 2, 4 или 6; 

2) группа кватернионов ©); = (%, В | <? = В? = (В)? ) порядка 8; 

3) дициклическая группа ОС;. = (%, В | а? = В? = (аВ)*) поряд- 
ка 1[2; 

4) бинарная группа тетраэдра ВТо= (а, В | “3 = В3 = (аВ)?) 
порядка 24. 


Повторное применение процедуры п. ж) дает при некотором целом 
т включение 


тА=сС ФФ... ФС,, 


где С:,..., Сь — такие характеристические подгруппы группы А, 
что для гомоморфизмов $Ф;: Г-—> Аи С;, ставящих в соответствие 
ограничения, |ф; (Г) | делит 24 при каждом #. Соответствие & == 


= (ф. (а), ..., Ф»ь (а)) является гомоморфизмом 1р: Г-— ф, (Г) Х 

Хх ф» (Г), для которогот (%) = 1 только в случае, когда ф; (&) = 
= | при =|,..., К, т. е. когда я является тождественным отобра- 
жением на группе С, @... ФС, и, значит, на группе А. Таким 


образом, ф — мономорфизм. 

Группы, порядки которых делят 24 и которые удовлетворяют усло- 
виям п. 6) и г), легко поддаются перечислению: это группы типов 1) — 
4), а также группы 2 (12) и ОС» = (а, В | 8 = В? = (аВ)?).; Две 
последние группы не могут быть группами автоморфизмов, так как 
они не удовлетворяют условию п. д). Сейчас мы покажем, как исклю- 
чить эти группы из наших рассмотрений. 

Пусть & Е Г — элемент порядка 12. Тогда эндоморфизм ©! — 1 
аннулирует группу А, и, так же, как в п. в), мы заключаем, что суще- 
ствует минимальный многочлен с (%) с целыми коэффициентами, анну- 
лирующий группу А. 12-й круговой многочлен Фу» (х) = х* — х-{ | 
не может делить многочлен 5 (х) по следующей причине. Допустим 
противное и рассмотрим гомоморфизм $ (а) — О (5) [где а => 5] под- 
кольца кольца Е (А), порожденного элементом ©, в расширение поля 
О, полученное присоединением & — первообразного корня 12-й сте- 
пени из единицы. При этом гомоморфизме обратимый элемент 1 - 
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-- « ЕЕ (А) [обратным к нему является ©? — о?] переходит в комплекс- 
ное число, по модулю не равное |. Пришли к противоречию. Ясно, что 
элемент & может иметь порядок 12 только в том случае, когда под- 
группы, аннулируемые эндоморфизмами 8 — [ и а“ — 1, порождают 
группу А, т. е. (6 — 1) (9%? - 1) =0. Заметим, что — (6 — Г 
- (хе — 2 -- 1) (2 1) = 2. В силу п. 3.) из $ 106 получаем, что 
2А = В Ф С, где аб — 1 аннулирует группу В и ©" -- | аннулирует 
группу С. Если образ группы Г в группе Аи В или в группе Аи С 
все еще содержит элементы порядка 12, то продолжим этот процесс 
до тех пор, пока все элементы порядка 12 не будут устранены из груп- 


пы ф (Г). а 

Перейдем теперь к обратной задаче и покажем, что все шесть групп, 
перечисленных в теореме 1[16.|, действительно являются группами 
автоморфизмов для подходящих групп без кручения. Поскольку для 
группы 4 (2) утверждение тривиально, рассмотрим остальные пять. 
групп. 


Пример 1. Группа 2 (4) как группа автоморфизмов. Пусть. 


р,..., р: ...-— бесконечное множество простых чисел, причем 
р; = 1 104 4. Тогда —1[ является квадратичным вычетом по модулю 
р;. Пусть А; — целые числа, для которых А? == — 1 то4 р;. Положим 


А = (а, 6, р} (а- Е;Ъ) при всех 1). 


Сопоставления а => —6,`6 ->а индуцируют автоморфизм В группы Д, 
порядок которого равен 4. Покажем, что не существует других авто- 
морфизмов группы А, кроме степеней автоморфизма В. Действительно, 
всякий автоморфизм яч Е Аш А должен действовать следующим 


образом: 
= га - 56, аб = @- и6, (1) 


Где г, $, Ь и — целые числа, удовлетворяющие условию ги — $ = 
= 1. Далее, элемент а (а -- К:6) = (г кр а- ($ - Е;и) 6 дол- 
жен делиться на р;; следовательно, он является линейной комбина- 
цией элементов а -- К:6, р:а и р:6. Ввиду линейной независимости эле- 
ментов а и Б получаем соотношение $ -| К;и =; (г- Е) то р,;, 
откуда $-|- Ё==А; (’ — и) то@ р; и, после возведения в квадрат, 


($ 2? == — (г — и)? тод р;. При достаточно болышом простом числе 
р; последнее сравнение можно заменить равенством, из которого сле- 
дует, чтог = ни? = —5. Если к тому же учесть условие ги — $ = [, 


то останется лишь четыре возможности: г = +1, $ = О иг = 0, $ = 
—= +1. Таким образом, АцЁ А == 1 (4). 


Пример 2. Группа 2 (6) как группа автоморфизмов. Пусть 
9, ..., 9, ...-—“ бесконечное множество простых чисел, причем 
9; = | то4 6. Существуют такие целые числа [, что #- [ = 
= —| 104 4;. Рассмотрим группу 


А = (а, Б, 4:' (а- 1:6) при всех 1). 
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Соответствия а => Ь, 6 -> —а -- 6 индуцируют автоморфизм группы АД, 
имеющий порядок 6. Пусть а — произвольный автоморфизм, дей- 
ствующий, как указано в соотношениях (1), при целых числах Г, $, &, 
и, удовлетворяющих тому же условию. Тогда а; | а (а- 1:5) = 
—= (г-- ДРа- ($-+ 1:4) 6 влечет за собой [; (7-+ [Р) =5 - [ и то д:. 
Заметив, что | == —/; —Й, и сокращая на [, получаем г-Р [== 
== — (|1 + 1) $ + и, т. е ГЕ 5— и= — [1 ($-- #) то 4:. Освобо- 
дившись от [;, получаем (7- $ — и)? — (и $ — и) ($ + В- ($-+ 8*= 
== 0 то4 4;. Снова при достаточно больших простых числах 4; послед- 
нее сравнение можно заменить равенством. Уравнение х? — ху -+ у? = 
— 0 имеет единственное решение в действительных числах, а именно 


х = у = 0, следовательно, # = —$ и и =г- $. Пользуясь условием 
ги — $ = 1, приходим к уравнению 1? -| 15$ -Р $* = 51 с решения- 
ми Г = |, $ = 0, г = [, $ = —| и еще двумя решениями, гдегиз 


поменялись ролями. Таким образом, группа А обладает не более чем 
шестью автоморфизмами. 


Пример 3. Группа ©; как группа автоморфизмов. Мы будем 
пользоваться примером 1. Возьмем два непересекающихся бесконеч- 
ных множества {р;} и {49;} простых чисел, для которых найдутся такие 
целые числа К; и [;, что Е} == —1| 1104 р; и @ = —1 по4 4;. Искомой 
группой в данном случае является группа 


А = (а, р, С, а, рт" (а = Е:6), р: (а-- Е;С), 
Ч: (а-- 1), г: (6 - [а) при всех #). 
Для  автоморфизма “Е АшША имеют место соотношения 
р: | а (а- Е;6), 4; |“ (а- 1) и р; | а (а-- Е;с). Аналогично тому, как 


это делалось в примере |, мы получаем из этих соотношений, что а 
действует следующим образом: 


ява == та -Е $6 6 - иа, об = ва  - и — в, 
ос = —ю@ — иб - гс -+ за, аа = —иа + № — 56 - и. 


Здесь г, $, Ь, и — целые числа, для которых определитель полученной 
системы, очевидно, равный (7? -| $*- Р-- и?)*, является обратимым 
элементом кольца ФД и, значит, равен 1. Уравнение 7? - $ # -- 
-- и? = | имеет ровно восемь решений. Рассмотрим отображения 


а: ан, Бнь»—а, сна, => — Сс, 
‚ аб, 


отвечающие решениям $ = |, г= Ё=и=Оиё= |1 г=з=и=0 
соответственно. Легко видеть, что отображения @ и В индуцируют такие 
автоморфизмы группы А, что Ац{ А = ©.. 


В: он-с, Бн-»—4, сна 


Пример 4. Группа ОС:. как группа автоморфизмов. Возьмем 
два бесконечных непересекающихся множества {р;} и {4:;} простых 
чисел, для которых р; =| то4 4'’и д; =1 п1о4 6. Выберем целые числа 
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Е; и [, удовлетворяющие условиям А == —1 104 ри #-+ Ц, 
= —1 1104 4;. На этот раз мы рассматриваем группу 
А = (а, , С, а, р: (а- Е;6), рт (с а), 4: (а--1;с), 

4: (а-- 1:6) при всех 1). 


|| 


Легко видеть, что соответствия 

и: ан>с, ьфн4, с->—а-с, а->—Ь-а, 

В: а--а, Бнь—с, сн>Ь, == — а 
индуцируют такие автоморфизмы группы А, что @3 = В? = (В)? = 


Действуя так же, как и раньше, приходим к следующей системе 
уравнений: 


аа == га | $6 + Е - ша, оф = —5а + ть — ис - №, 
ас = а - (и зЬ- а = —(и + 53) а—№- 
(Вс — $4, $ + (Ва. 


Определитель матрицы автоморфизма % равен (7? -- 7 РЕ 
-- $и -- 42)? = 1 [как обратимый элемент кольца 7]. Последнее урав- 
нение имеет двенадцать решений: х = +1, $5 =Ё=и = 0; г = — [= 
= |, $ = и =0 и решения, получаемые очевидными перестановками 
переменных. 


Пример 5. Группа ВТ» как группа автоморфизмов. Пусть 
числа р;, 4;:, Е; и [; — те же, что и в примере 4. Положим 


А = (а, Б, с, 4, р: (а--Е;5), р:’(а-с- Е), 
Ч (а--1:а), 9: (с 1:6) при всех 1). 
Непосредственно проверяется, что отображения 
о: а-> 4, ны ас, сна —ьс-а, а-»—а- а, 
В: ас, Б-р, сс — а, 4->Ь 
индуцируют автоморфизмы группы А, для которых @? = В3 = (аВ)* = 


— —1. Таким образом, ВТ», — подгруппа группы Аи А. Мы предла- 
гаем читателю доказать в виде упражнения, что | Ац{ А | = 24. 


Рассмотренные примеры позволяют нам доказать следующий ре- 
зультат. 


ТЕОРЕМА 116.2 (Холлет и Хирш [2]). Пусть Г — конечное прямое 
произведение групп, каждая из которых изоморфна одной из групп, 
перечисленных в теореме 116.1. Тогда найдется такая группа без кру- 
чения А, что АЦЁА = Г. 


Прежде всего заметим, что примеры 1—5 можно легко видоизме- 
нить, рассматривая вместо группы А группу А © К, где Ю — рацио- 
нальная группа типа (К, ..., К,, ...), причем каждое Е, конечно 
и К, = 0, если п-е простое число встречается среди простых чисел, 
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используемых в примере. Интерес представляет лишь случай, когда 
к, == 0 для бесконечного множества чисел А. 

Далее, пусть Г= Г Хх... Хх Г., где каждый из сомножителей 
Г; — группа одного из типов, указанных в теореме 116.1. Для каждой 
группы Г; выберем такую группу без кручения А;, что АцЁ А; == Г,,. 
Ясно, что простые числа, не сравнимые с 1 по модулю 4 или 6, состав- 
ляют бесконечное множество. Таким образом, мы можем выбрать 
жесткую систему ^;, ..., Ю. рациональных групп, имеющих ука- 
занные выше типы, для которых К, >> 0 только в случае, когда п-е 
простое число не сравнимо с | по модулю 4 или 6. Сразу видно, что 


группы В; =А, ® Ю; (=1[, ..., $) снова образуют жесткую систе- 
му. Имеем 
Ац+ (В, Ф... ФВ.) = ААВ Хх... ХАШВ, =Вх... Хх Г, 


что и требовалось. в 


Более тонким представляется вопрос о выделении тех подгрупп 
прямых произведений групп из теоремы 116.1, которые действительно 
могут служить группами автоморфизмов. 


Упражнения 
1. (а) Пусть А — группа без кручения ранга [, тип которой равен 
(,... №, ...), где все Ё, конечны. Показать, что Ач А == Й (2). 


(6) Существует жесткая система мощности континуума, состоящая 
из групп ранга | с группами автоморфизмов порядка 2. 

2. (а) Доказать, что для каждого кардинального числа м, мень- 
шего первого сильно недостижимого кардинального числа, существуют 
группы ранга м, обладающие лишь двумя автоморфизмами. 

(6) Распространить этот результат на жесткие системы. 


3. Всякая элементарная 2-группа, мощность которой равна 2", где 
кардинальное число т меньше первого сильно недостижимого карди- 
нального числа, является группой автоморфизмов некоторой группы 
без кручения. 

4. Доказать, что 1 (р), где р — простое нечетное число, не изо- 
морфна группе автоморфизмов никакой абелевой группы. 

5 (де Врие и де Миранда [1]). Показать, что группа автоморфиз- 
мов группы 
А==(рг”ал, р ®ёа, р. ^а», р: “0. д” (аа -- а), 

9:® (6 --6ь), 95° (аа 6), 9, ® (1 — 2-6»), 


где ру, ро, ди, 9» — различные простые числа, изоморфна группе 0 (6). 
[Указание: автоморфизм @&: =>, => —а, Е 6, ан>Вь, В. => 
= —а. В, является образующим. ] 

6. Доказать, что группа без кручения А с группой автоморфизмов, 
изоморфной одной из шести групп, перечисленных в теореме 116.1, 
обязательно является неразложимой. [Указание: обратить внимание 


на центр группы АцЁ А.] 
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7. Пользуясь техникой примеров 1—4, показать, что в примере 5 
| АЧЁАД | = 24. 

8 (Холлет и Хирш [2]). Пусть А — группа без кручения, для кото- 
рой Ац{ А = О; = (а, В | 9? = В? = (аВ)*). 

а) Для всякого ненулевого элемента а А элементы а, аа, Ва 
и аВа линейно независимы. 

6) Если ранг г (А) конечен, то он кратен четырем. 

9 (Холлет и Хирш [2]). Пусть А — группа без кручения конечного 
ранга. Если Аи А = ОС,., то ранг г (А) — четное число, а если 
Ац{ А = ВТ», то ранг г (А) делится на 4. 

10. Показать, что группы в примерах 1—5 можно выбрать таким 
образом, чтобы их ранг был бесконечен. 

11 (Холлет и Хирш [2]). Конечная абелева группа Г изоморфна 
группе Ац{ А для некоторой группы без кручения А в том и только 
в том случае, когда 

(1) | Г |— четное число; 

(2) ай? = [ для всех © Е Г; 

(3) не всякий элемент а Е Г порядка 2 содержится в циклической 
группе порядка 12. 


Замечания 


Группы автоморфизмов конечных групп были предметом многочисленных 
исследований, но хорошего описания до сих пор не было получено. Случай 
абелевых групп не является исключением: к настоящему времени наши сведения 
о группах автоморфизмов абелевых групп весьма ограничены. Известно несколь- 
ко примеров групп, которые никогда не могут быть группами автоморфизмов, 
и трудно, по-видимому, найти условие, при котором группа служит группой 
автоморфизмов. [Эта ситуация носит довольно таинственный характер, особенно‘ 
в сравнении с некоторыми другими алгебраическими структурами: например, для 
коммутативных колец всякая группа может быть группой автоморфизмов, как 
было показано Шиклером.] 

Ввиду того что в примарных группах автоморфизмов очень много, можно 
надеяться в этом случае на получение более подробных сведений. Для бесконеч- 
ных р-групп А структура нормальных подгрупп группы Ац{ А впервые была 
изучена Бэром [3]. Бэр исследовал соответствие между характеристическими под- 
группами группы А и нормальными подгруппами группы Ац+ А. Не удивительно, 
что в его результатах число 2 заняло особое место среди простых чисел. За послед- 
ние десять лет или около того изучение структуры нормальных подгрупп группы 
Ац{ А значительно продвинулось вперед [см. Фридман [1], Фукс [20], Лептин 
[4], Мадер [1, 2], Хилл [23]. Но, несмотря на все усилия, о группе Ац+ А известно 
на самом деле очень немногое. Мы даже не знаем, как по группе Ац{ А определить 
длину группы А, не говоря уж об ее инвариантах Ульма — Капланского. Интуи- 
тивно кажется ясным, что свойства группы Ац{ А тесно связаны со свойствами 
р-группы А; и действительно, это было подтверждено Лептином [2]: р-группы при 
р > 5 определяются своими группами автоморфизмов, и, следовательно, все 
свойства группы А должны восстанавливаться по группе Ац+ А. Существо про- 
блемы заключается, видимо, в том, что связь между группами А и Ац{ А исследо- 
валась до сих пор практически односторонним образом. 

Для более подробного ознакомления с результатами, касающимися групп 
автоморфизмов примарных групп, см. также Хаузен [2, 3] и Фолтингс [1]. 

Группы автоморфизмов групп без кручения А ведут себя иначе: с одной 
стороны, группа Ац{ А уже не определяет группы А, а с другой стороны, долж- 
ны, очевидно, существовать более строгие ограничения на саму группу Ац+ А, 
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как показывают результаты Холлетта и Хирша [1, 2]. Проблема описания счет- 
ных групп АцЁ А для счетных редуцированных групп без кручения А ввиду 
теоремы 110.1 эквивалентна проблеме описания групп обратимых элементов 
счетных редуцированных колец без кручения. Даже в случае групп ранга 2 воз- 
никают большие трудности, см. Круль [2]. Об автоморфизмах неразложимых 
групп см. де Гроот и де Врие [1]. 

Группы автоморфизмов бесконечно порожденных смешанных групп до сих 
пор не исследовались. 


Проблема 88. Охарактеризовать группы Ап{ А для [сепара- 
бельных| р-групп А. 


Проблема 89. Дать простое доказательство теоремы Лептина: 
р-группы (р > 5) изоморфны, если их группы автоморфизмов изоморф- 
ны. Выяснить ситуацию для случаев р = 2 ир = 3. Все ли изоморфиз- 
мы между группами автоморфизмов индуцируются изоморфизмами 
самих групп? 


Проблема 90. Исследовать группы автоморфизмов групп без 
кручения конечного ранга. 


Проблема 91. Подгруппы В и С группы А назовем эквива- 
лентными, если существуют автоморфизм © Е А А, отображающий В 
на С. Исследовать классы эквивалентности подгрупп в указанном 
смысле. 


О базисных подгруппах счетных р-групп см. Хилл [20]. См: также Хилл [28] 
и Тарвотер и Уокер [1]. 


Проблема 92. Много ли можно узнать о р-группе А из струк- 
туры нормальных подгрупп группы Аш А? Определяются ли этой 
структурой инварианты Ульма — Капланского группы А? 





Глава ХУ\УП 


АДДИТИВНЫЕ ГРУППЫ КОЛЕЦ 


Мы собираемся исследовать взаимоотношения структуры кольца со струк- 
турой его аддитивной группы. Основные проблемы этого исследования форму- 
лируются без труда: 


1. Для данной группы А найти все кольца ЮВ, аддитивные группы которых 
изоморфны группе А. 

2. Для данного класса колец найти необходимые и достаточные условия 
на группу А, при которых существует такое кольцо К из этого класса, что его 
аддитивная группа изоморфна группе А. 


На первый из поставленных вопросов до сих пор не было дано никакого 
удовлетворительного ответа. Кольца на группе А [не обязательно ассоциативные] 
ассоциированы с билинейными функциями п: А Хх А — А, которые образуют 
аддитивную группу Ми! А. Изучение этой группы дает определенные сведения 
о кольцах на группе А, но один из основных вопросов — когда два кольца 
на группе А изоморфны? — за исключением очень немногих частных случаев, 
остается нерешенным. 

Отличительной чертой периодических групп является то, что кольцевые 
структуры на них полностью определяются умножениями элементов некоторого 
р-базиса. Ввиду этого факта случай периодических групп лучше всего поддается 
исследованию, в частности, можно получить полное описание групп, допускаю- 
щих лишь конечное число неизоморфных кольцевых структур. 

Что касается второй сформулированной проблемы, то в основном мы будем 
иметь дело с классами колец, аддитивные группы которых не слишком разно- 
образны, — это артиновы и (обобщенно) регулярные кольца. Можно полностью 
охарактеризовать группы, являющиеся аддитивными группами артиновых колец. 


$ 117. Подгруппы, всегда являющиеся идеалами 


Этот параграф содержит начальные сведения об отношениях, суще- 
ствующих между кольцом и его аддитивной группой. Мы исследуем 
некоторые элементарные свойства кольцевой структуры и опишем под- 
группы группы А, обязательно являющиеся идеалами в каждом коль- 
це, для которого А служит аддитивной группой. 

Прежде всего сделаем замечание терминологического характера. 
Под кольцом будет подразумеваться не обязательно ассоциативное 
или коммутативное кольцо [но умножение всегда будет считаться 
дистрибутивным с двух сторон относительно сложения]. Если это 
не вызывает недоразумений, мы будем приписывать кольцу свойства 
его аддитивной группы. Таким образом, термины: р-кольцо, периоди- 
ческое кольцо или кольго без кручения, делимое или редуцированное 
кольцо, сервантный идеал и т. п.— будут иметь вполне определенный 
смысл, без дальнейших пояснений. 
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Если потребуется, мы будем различать кольцо К и его аддитивную 
группу В*; здесь бывает необходима осторожность — особенно при 
рассмотрении прямых разложений. Кольцо В, аддитивная группа 
которого есть А [или изоморфна группе А], называется кольцом 
на группе А. 

Нам часто представится возможность использовать простые факты, 
собранные в следующей лемме. 


ЛЕММА 117.1. Для произвольных элементов а, сЕ В имеют место 
следующие утверждения: 

а) т | а ит | с влечет за собой тп | ас; 

6) если та =0 и пс = 0, то (т, п) ас = 0; 

в) если т |аи тс =0, то ас = 0. 


Доказательство элементарно и проводится аналогично доказатель- 
- ству леммы 59.2. а 


Стоит отметить несколько следствий, вытекающих из этой леммы; 
доказательство каждого из них заключается в непосредственном при- 
менении леммы 117.1. 


А) В каждом кольце В имеются следующие идеалы: п и РВ Ш] 
для всякого и, периодическая часть Т (В) и ее р-компоненты, цоколь, 
максимальная делимая подгруппа, ульмовские подгруппы В” и под- 
группы р°Ю для всякого порядкового числа с. Более общо, для про- 
извольного левого [правого] идеала |. кольца В подгруппы пЁ., Ё [п] 
и т. д. являются левыми [правыми] идеалами кольца Ю. 

Б) Если КЮ — периодическое кольцо, то для каждого простого 
числа р имеют место неравенства 


йр (2) > Вр (а) - И» (с) для всех а, СЕМ. 


Далее, ас = 0, если А»› (а) =Еир"с =0. Таким образом В! — анну- 
лятор кольца В, а р-компонента В» аннулирует д-компоненту Ка при 
различных простых числах р и 49. Следовательно, для периодического 
кольца К разложение 


К =® Кр 
Р 


является прямым разложением также и в теоретико-кольцевом смысле. 
В) Для кольца без кручения В имеют место неравенства 


Х (ас) > у (а) х (с) при всех а, СЕК. 


Таким образом, для всякого левого идеала [ кольца В и для вся- 
кого типа + как |1 ($), так и [* (+) — левые идеалы. 
При любом данном кольце К левые и правые умножения 


хнах и хнха (хЕЮ), 


где а — произвольный фиксированный элемент, являются эндомор- 
физмами группы В". Отсюда сразу следует, что вполне характеристи- 
ческие подгруппы группы Ю* обязательно являются идеалами в кольце 
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Р независимо от того, каким образом в В определено умножение. 
В связи с этим возникает проблема описания таких подгрупп группы А, 
которые являются идеалами в каждом кольце В на группе А. 

При решении этой проблемы нам пригодится некоторый идеал 
кольта эндоморфизмов Е (А) группы А. Положим 


| (А) = (ФА |фЕ Ном (А, Е (4))}. 


Иначе говоря, |(А) — подгруппа группы Е (А), порожденная 
всеми гомоморфными образами группы А в группе Е (А). Покажем, 
что | (А) — идеал. Заметим, что для каждого п Е Е (А) отображения 
а ->\ (фа) и а-> (фа) являются гомоморфизмами А — Е (А). Это 
сразу видно из равенств 1 (ф (а-1+ 5)) =т (фа -- $5) =т (фа) + 
-- м (ФБ) и им аналогичных. Таким образом, среди образующих груп- 
пы | (4) имеются 1 (фа) и (фа) п при всех а Е А, т. е. | (А) — идеал 
кольца Е (А). 


ТЕОРЕМА 117.2 (Фрид [1]). Подгруппа С группы А служит идеалом 
в каждом кольце на группе А тогда и только тогда, когда С является 
| (А)-допустимой подгруппой, т. е. 1(А) С = С. 


Пусть В — колышо на группе А. Мы связываем с элементом а 6 А 
левое умножение Ла: х -* ах. Соответствие ф: а => Аа является гомо- 
морфизмом группы А в группу Е (А) и, значит, в группу | (А). Под- 
группа С является левым идеалом в Р в том и только в том случае, 
когда каждый гомоморфизм Аа переводит С в себя; то же рассуждение 
применимо к правому умножению. Мы заключаем, что если | (А) С = 
= С, то С — идеал в каждом кольце В на группе А. 

Обратно, всякий гомоморфизм фЕ Нот (А, Е(А)) дает некоторое 
кольцевое умножение, если произведение элементов а, сЕ А положить 
равным ас = (фа) с. Таким образом, если С — идеал в каждом кольце 
на А, то (фа) сЕС при сЕС, т. е. | (А) С = С. а 


Для редуцированных периодических групп А нетрудно охаракте- 
ризовать подгруппу |(А) = Е(А). 


ПрЕдложениЕ 117.3. Если А — редуцированная} периодическая гриуп- 
па, то | (А) — периодическая часть группы Е (А). 


Либо редуцированная р-группа А обладает циклическими слагае- 
мыми порядка я >> р^ для сколь угодно больших К, либо в А найдется 
циклическое слагаемое максимального порядка и А — ограниченная 
группа. В обоих случаях образы ее циклических слагаемых в группе 
Е (4) порождают периодическую часть группы Е (А), значит, послед- 
няя должна совпадать с | (А). в 


Упражнения 


1. В кольце без кручения В с единицей 1 для всех а Е В выпол- 
няется неравенство х (1) < Хх (а). 

2. Доказать неравенство из п. В) для высотных матриц в смешан- 
ных группах. 
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3. В каждом кольце на группе А две непересекающиеся вполне 
характеристические подгруппы группы А аннулируют друг друга. 

4. (Штейнфильд). Если двусторонний аннулятор каждого ненуле- 
вого элемента из В равен нулю, то либо р = 0 при некотором про- 
стом числе р, либо В — кольцо без кручения, причем типы его нену- 
левых элементов образуют множество, направленное вверх. 

5. Пусть М — некоторый В-модуль [под модулем, как и раньше, 
мы подразумеваем унитарный левый модуль над ассоциативным коль- 
цом с единицей]. 

(а) Доказать аналог леммы 117.1 для а Е В, СЕМ. 

(6) Доказать, что ПМ, М [М] ит. д. [как в п. А)] — подмодули 
модуля М. 

(в) В: аннулирует периодическую часть группы М. 

6. Если С = А — левый идеал в каждом кольце на группе А, то 
С является двусторонним идеалом. 

7 (Фрид [1]). Для С = А положим 


С‘ = {ае6А |фаЕёс при всех ф Е | (4)) 


С, =С | при всех ФЕ 1 (А). 


Доказать, что 

(а) СЗи С, — вполне характеристические подгруппы группы АД; 

(6) (С°). = С = (Со); 

(в) В = С влечет В° = С‘ иВ. =С.. 

8 (Фрид [1]). 0° является пересечением аннуляторов всех колец 
на группе А. 

9 (Фрид [1]. В обозначениях упр. 7 доказать эквивалентность 
следующих условий на С = АД: 

(1) С — идеал в каждом колье на А; 

(2) С = С; 

(3) @ = С = (° для некоторой вполне характеристической под- 
группы С группы АД; 

(4) Н, = С = Н для некоторой вполне характеристической под- 
группы Н = А; 

(5) С = С°. 

10 (Фрид [1]. Группа А обладает тем свойством, что только вполне 
характеристические ее подгруппы являются идеалами в каждом коль- 
це на А, в том и только в том случае, когда для всякого элемента а Е 
ЕА группа Е (А) порождается единицей и подгруппами | (А) и 
{ЕЕ (4) | па = 0}. 

11. При данном кольце В универсальным В-модулем на группе А 
называется такой В-модуль И вместе с групповым гомоморфизмом 
ф: А -> 0, что для всякого группового гомоморфизма ©: А —> М, где 
М — некоторый ЮВ-модуль, должен существовать единственный 
Р-гомоморфизмтр: И — М, удовлетворяющий равенству рф = %. Пока- 
зать, что на произвольной группе А существует и единствен с точ- 
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ностью до изоморфизма универсальный Ю-модуль [Указание: И == 
= В®?2А ифан- 1 ®а.] 

12. При данных кольце В и группе А группа А допускает един- 
ственную В-модульную структуру тогда и только тогда, когда | 
пропускается через гомоморфизм ф из упр. 11. 
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Всякая группа А может быть тривиальным образом снабжена 
кольцевой структурой, если все произведения положить равными 0. 
Такое кольцо называется нуль-кольцом. Однако в общем случае это 
не единственное кольцо на группе А, и мы хотим, таким образом, 
получить общий метод нахождения всех кольцевых структур на груп- 
пе ДА. 

Следующее понятие весьма существенно для решения рассматри- 
ваемой проблемы. Функцию и: А х АА назовем умножением 
на группе А, если для всех элементов а, 6, сЕ А выполняются равен- 


ства 
и (а, В -- с) = в (а, 5) - в (а, 6), 
и (Б- с, а) = в (5, а) + в (с, а). 


Очевидно, всякое кольцо В на группе А задает некоторое умножение: 
ц, а именно ц (а, 6) = 06, и это соответствие между кольцевыми струк- 
турами и умножениями на группе А биективно. Таким образом, кольцо 
К мы можем представлять себе как пару (А, в). 

Заметим, что и (па, 6) = пы (а, Ь) = в (а, пб) при всех а, БЕДА 
ин ПЕЙ —это сразу следует из определения. 

Если ц и У — умножения на группе А, то их сумма цв -- у опреде- 
ляется по следующему правилу: 


(и - м) (а, 5) = в (а, 5) -- у (@, 6) для всех а, ВЕА, 


это снова умножение на А. Относительно введенной операции сложе- 
ния умножения на группе А образуют абелеву группу, так называе- 
мую группу умножений на А, МиНА. Нуль группы МиЁ А — это 
умножение, соответствующее нуль-кольцу на группе А. 


Именно из-за группы Мий А приходится включать в наше исследование неас- 
социативные кольца. В действительности, если б мы хотели совершенно исклю- 
чить из рассмотрения неассоциативные кольца, мы не смогли бы даже ввести эту 
группу Ми!{ А, поскольку ассоциативные умножения образуют группу лишь 
в немногих исключительных случаях [см. Харди [1]]. 

Чтобы получить как можно больше сведений о кольцах на группе 
А, исследуем группу МийЁ А. 


ТЕОРЕМА 118.1.| (Фукс [16]). Имеют место следующие изоморфизмы: 
Му А = Нот (А ® А, 4), (1) 
МиуН А = Нот (А, Епд А). (2) 
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Так как и — билинейная функция А Х А -— А, то в силу теоре- 
мы 59.1 существует единственный гомоморфизм $: А ® А-—А, для 
которого ф (а ® Ь) = в (а, 6). Мы получаем, таким образом, отобра- 
жение и ->ф, являющееся, очевидно, гомоморфизмом группы Мий А 
в группу Нот (А @® А, А). Более того, нетрудно вывести, что это изо- 
морфизм. Второй изоморфизм следует из первого, если сослаться 
на п. К) из $ 59. а 


Как будет видно в дальнейшем, полезно зафиксировать в качестве 
мзоморфизмов (1) и (2) естественные изоморфизмы: 


и->ф, если ф (а ® Ь) = в (, 5) 


инф, если (а) 6 = (а, 5). 


Полученная теорема имеет многочисленные применения. Приведем 
некоторые следствия из нее. 

А) Если А — циклическая группа, то Ми{ А = А. Это следует 
из существования естественных изоморфизмов А ® А = А = ЕпдА, 
очевидных для циклической группы А. 

Б) тА = 0 влечет за собой т Ми{ А = 0. 

В) Если рА = А, то группа Ми А не содержит элементов поряд- 
ка р. Это следует из п. А) $ 59 и п. Д) $ 43. В частности, Мий А — 
группа без кручения, если А — делимая группа. 

Г) Если группа А не содержит элементов порядка р, то их не со- 
держит и группа МиЙ А. Применяя п. Б) из $ 43, сразу получаем 
‘требуемое утверждение. Таким образом, для групп без кручения А 
группа Ми А — группа без кручения. 

Д) Если А — делимая группа без кручения, то такой же является 
и группа Ми! А. Это вытекает из п. Г) $ 43. 

Е) Если А = ФА, где все А; — вполне характеристические 


ЕТ 
‚подгруппы группы А, то 


Мин А = || Ми А, 
161 


В силу теорем 59.1 и 43.1 группа Ми! А является произведением 
всех групп Нот (А; ® А, А) при 1, ГЕ Г. Для гомоморфизма фЕ 
Е Нот (А; ® А, А) и фиксированного элемента а; Е А; сопоставле- 
ние а; ->ф (а; ® а;) является гомоморфизмом группы А; в группу А. 
Образ его содержится в группе Д;, так как А; — вполне характери- 
стическая подгруппа группы А. Из соображений симметрии этот образ 
содержится также в А;, следовательно, группа Нот (А; ® А, 4) 
равна нулю при # = ] и совпадает с группой Нот (А; ® А;, А; десли 
р. 

Ж) Если А — периодическая группа и Ар — ее р-компоненты, то 
МиНА = |] МиКА,. 


3) Ми, —= Ур». Это следует из примера 5 $ 43 и изоморфизма (2). 
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Естественно рассматривать два кольца на группе А как одинако- 
вые кольца, если они изоморфны. Легко видеть, что умножения и и\ 
определяют изоморфные кольца на группе А тогда и только тогда, 


когда существует автоморфизм © группы А, сохраняющий произве- 
дения, т. е. 


ц (а, 6) = а \ (ча, аб) при всех а, БЕА. 


Совсем не легкая проблема — решить, определяют ли данные два 
умножения изоморфные кольца. 


Умножения \, являющиеся коммутативными в том очевидном смысле, что 
\ (а, 5) = % (, а) при всех а, 6 Е А, образуют подгруппу Ми А группы МшШ1 А. 
При изоморфизме (1) гомоморфизм ф Е Нот (А © А, А) соответствует коммута- 
гивному умножению в точности тогда, когда Фф (а © 5) = ф (6 Фа) при всех 
а, 6 Е А. Другими словами, это означает, что ф аннулирует «коммутаторную под- 
группу» С = (а —6©а| для всех а, ВЕ А) группы А 63 А. Сразу видно, 


что 
Ми А = Нот (А © А/С, А). 


Гораздо труднее выделить в группе Ми!{ А ассоциативные умножения. При 
несколько ином подходе к вопросу ясно, что умножение и: А Хх А — А ассо- 
циативно гогда и только тогда, когда соответствующий гомоморфизм ф: А © А -+ 
— А индуцирует коммутативную диаграмму 


159Ф 
АЗАФХА ——> АХА 
98! | | 


д 


Немногое известно о том, как расположены в группе МиЙ А ассо- 
циативные умножения. Изоморфизм (2) может дать нам некоторую 
информацию. Этот изоморфизм связывает с умножением в Е Ми! А 
гомоморфизм \1р: а-> ЛА Е Нот (А, Епа А), для которого ц (а, 6) = 
= Лаб при всех а, БЕЛ. Таким образом, ассоциативность 1 (а, (6, с)) = 
= 1 (и (а, 6), с) эквивалентна равенству ЛоЛьс = Аща, ьс или просто 
а№ь = Мца,ь. Следовательно, умножение и ассоциативно тогда 
и только тогда, когда соответствующий ему групповой гомоморфизм 
ф: А — Епа А является кольцевым гомоморфизмом кольца (А, и) 
в кольцо Е (А). 

Проиллюстрируем теперь, как можно использовать группу Ми! А. 
Заметим, что умножение и Е МиЁй А полностью определяется своими 
значениями ц (а, 5) для элементов а и 6 из системы образующих груп- 
пы А. 


Пример 1. Пусть А = (69) — циклическая группа. Из п. А) мы знаем, 
что Ми!{ А = А, и тривиально проверяется, что Ми!{ А = (^), где ^, (5, в) = 5. 
Значит, все умножения на А имеют вид ц = КА, гдее = 0, 1,..., т — 1, если 
9 (5) = то, ий = 0, --1, --2, ... в противном случае. Все эти умножения 
ассоциативны и коммутативны. [Об их изоморфизме см. упр. 5 и 6.] 


Пример 2. Пусть А = © (6;) — прямая сумма неразложимых цикли- 
ЕТ 
ческих групп. Тогда А © А = Ф ((5;) © (5;)), где в скобках стоит циклическая 
1,7 
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группа порядка (о (81), о (5;)), порожденная элементом 2; 69 5; [положим (т, оо) == 
—= ти (00, с) = <]. Умножение и на группе А полностью определяется эле- 
ментами ф (5; © 5;) Е А, которые могут быть выбраны произвольно при един- 
ственном условии, чтобы порядок элемента Ф (5; 69 8;) был делителем порядка 
элемента 5; 6% 5;. [Более подробное описание, в котором особое внимание уделено 
ассоциативному случаю, см. в работах Бьюмонта [2] и Тоски [1].] 


Пример 3. Пусть А — группа без кручения, не изоморфная группе 2, 
причем Е (А) = 2. Нетрудно вывести, что группа А © А не может иметь бес- 
конечного циклического прямого слагаемого. Отсюда в силу (2) имеем Ми{ А = 
= 0. 


Упражнения 


1. Дать прямое доказательство существования изоморфизма (2). 

2. Показать, что для всякой группы А группа Ми! А естествен- 
ным образом является Е (А)-модулем. 

3. Привести пример, показывающий, что ассоциативные умноже- 
ния не обязаны образовывать подгруппу в группе Мий А [Указание: 
7 (п) ФА (п).] 

4. Если6,, 95, 903 — эндоморфизмы группы А, то (6.,6., 05): в (а, 6) — 
= 9:ц (0.а, 0.6) — эндоморфизм группы МиЙ А. Доказать, что эндо- 
морфизмы (6;, 1, 1), (1, 65, Г) и (1, 1, 0.) попарно перестановочны. 

5. а) Два умножения и, У на группе ( определяют изоморфные 
кольца тогда и только тогда, когда и = =. 

6) Существует бесконечно много неизоморфных колец на группе 2, 
и каждое из них изоморфно либо пё (и >> 0), либо нуль-кольцу на 0. 

6. а) Два умножения в, у определяют изоморфные кольца на груп- 
пе 1 (т) тогда и только тогда, когда и = Ку при некотором А, для 
которого (, т) = 1. 

6) Каждое кольцо на группе 2 (р”) изоморфно одному из колец 
Ир" (6 =0, 1... п). , 

7. Всякое кольцо на группе /» изоморфно одному из колец р"Оь 
(К =0, 1,2, ...) или нуль-кольцу на группе Фр. 

8. Пусть ©: А -> В — гомоморфизм абелевых групп. Тогда & 
осуществляет соответствие между кольцевыми структурами, отвечаю- 
щими ф: А @ А» Аит: В @® В-> В, в том и только в том случае, 
когда коммутативна следующая диаграмма: 


А®А-А 


изо | [| 


Во ВВ 


9 (Бьюмонт [2]). Пусть А = ® «а; )›, где о (а;) = п; — натураль- 
ное число или символ со. Показать, что и (а;, а;) = 2: [вавк, причем 


целые числа #&;„ определяют ассоциативное кольцо на группе А тогда 
и только тогда, когда 
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(1) для каждой пары фиксированных индексов 1, | почти все Ё;;ь 
равны нулю; 


(2) В» =0 то4 п, (п;, п;, пк) * при всех 1, |, К; 
(3) 2 быт = 2 Нътй ль при всех 1, |, [, т. 
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Теперь мы рассмотрим проблему, являющуюся непосредственным 
обобщением вопроса, поднятого в предыдущем параграфе. Пусть С — 
подгруппа группы А, и пусть задано частичное умножение, т. е. били- 
нейная функция у: С Х С->А. Проблема заключается в продолже- 
нии функции у до билинейной функции и: А Х А-А. С подобной 
ситуацией можно столкнуться, если, например, какую-нибудь коль- 
цевую структуру на подгруппе пытаться распространить на всю 
группу. 

Прежде всего естественно задаться вопросом, можно ли продол- 
жить кольцевую структуру на группе А до соответствующей структу- 
ры делимой оболочки О группы А. Из теоремы 118.[ сразу следует, что 
на делимой периодической группе не существует иного умножения, 
кроме тривиального [см. также теорему 120.3], таким образом, дей- 
ствительно интересным представляется случай групп без кручения. 


ТЕОРЕМА 119.1. Всякое кольцо без кручения В может быть вло- 
жено как подкольцо в минимальное делимое кольцо без кручения О, 
единственное с точностью 00 изоморфизма. 


Кольцо ОЭ будет определено на делимой оболочке О группы ®*. 
Нетрудно убедиться в том, что существует лишь один способ продол- 
жения умножения у на К на группу О. А именно, если х, УЕО, 
а т, п— такие отличные от нуля целые числа, что тх, пу ЕВ, то про- 
должение должно иметь вид 


и (х, у) = (тп) (тх, пу). 


Это определение не зависит от выбора чисел т, п и превращает группу 
О в кольшо О, которое ассоциативно [коммутативно] тогда и только 
тогда, когда кольцо В ассоциативно [коммутативно]. С помощью обыч- 
ных рассуждений читатель может убедиться в том, что всякое делимое 
кольцо без кручения, которое содержит подкольцо, изоморфное коль- 
цу В, содержит также подкольцо, изоморфное кольцу О. в 


Имеется еще два очень важных расширения групп, а именно алгеб- 
раически компактные и копериодические расширения. Перед тем как 
заняться исследованием, при каких условиях и сколькими способами 
может быть продолжена кольцевая структура в этих случаях, дока- 
жем простую лемму. [Напомним, что плотность подгруппы С в группе А 
означает делимость группы А/С.] 
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ЛЕммА 119.2. Пусть С — сервантная и плотная подгруппа реду- 
цированной группы А. Тогда частичное умножение у: СХС-А 
может быть продолжено д0 умножения в: А х А- А не более чем 
одним способом. 


Из сервантно точной последовательности 0 -> С > А > А/С 0 
с помощью двукратного применения теоремы 60.4 получим точные 
последовательности 


0—>С®С-— А®С- (4/06) 8 С->0 
И 
0—> А ®С-> А®А-АФ (4А/С) > 0. 


Ввиду п. А) из$ 59 как (А/С) ® С, таки А @® (А/С) — делимые груп- 
пы, что дает нам точную последовательность 


0—>С®С>— А®А- ЦА/С) ® С] ФИА ® (4/С)] - 0. 


В силу теоремы 44.4 и редуцированности группы А последователь- 
ность 0 —> Нот (А @ А, А) > Нот (С ® С, А), очевидно, точна. Это 
означает, что любое ту: С х С-> А может иметь не более одного 
продолжения в: Ах А-— А. щ 


Другими словами, лемма утверждает, что всякое умножение 
на редуцированной группе полностью определяется своим ограниче- 
нием на любой сервантной и плотной подгруппе. 

Теперь мы в состоянии исследовать вложения в алгебраически 
компактные и копериодические группы [см. $ 41 и 58]. Наша основ- 
ная задача — показать, что кольцевые структуры на группах всегда 
могут быть продолжены до кольцевых структур на сервантно инъек- 
тивных и копериодических оболочках этих групп, а в некоторых слу- 
чаях такие продолжения единственны. 


ТЕОРЕМА 119.3. Пусть С — сервантно инзективная оболочка груп- 
пы А. Всякое частичное умножение \: А ХА -—+ (Ц может быть продол- 
жено до умножения и: В Хх @-— (0. Если а — редуцированная группа, 
то это продолжение единственно. 


Тем же способом, что и в доказательстве леммы 119.2, получим 
из сервантно точной последовательности 0 —> А — С -> С/А — 0 сер- 
вантно точную последовательность 0 —= А ® АС ® (0. Так как 
С — сервантно инъективная группа, то всякий гомоморфизм А ® А — 
— С может быть продолжен до некоторого гомоморфизма @ ® Ц - (0. 
Второе утверждение теоремы следует из леммы 119.2. в 


Из доказанной теоремы видно, что рассматриваемая ситуация пред- 
ставляет особенный интерес, если сервантно инъективная оболочка 
редуцированна. Более того, в этом случае мы можем слегка улучшить 
полученный результат и доказать 


Следствие 119.4. Пусть Ю — такое кольцо, что В! = 0. 
Тогда существует одна и только одна кольцевая структура на 2-ади- 
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ческом пополнении В кольца В, продолжающая кольцевую структуру 
на В, при этом сохраняются полиномиальные тождества [в частности, 
ассоциативность, коммутативность], верные в В. Кроме того, кольцо 


ЮР превращается в Уд -алгебру. 
Если первая ульмовская подгруппа В' кольца В равна нулю, то 


можно считать группу В* канонически вложенной в группу К = 
= Пт „В/йЮ, как описано в теореме 39.5. Так как В — кольцо 


— 
и В — идеал в. В, то естественное отображение РВ — В/пВ обеспе- 
чивает группу Ю/яЮ кольцевой структурой. Теперь ясно, что отобра- 
жения В/итВ — Ю/пР в рассматриваемой обратной системе являют- 
ся кольцевыми гомоморфизмами, так что обратный предел снова будет 
кольцом В, содержащим РВ в качестве сервантного и плотного подколь- 
ца. Единственность полученной кольцевой структуры на В как про- 
должения кольцевой структуры на К следует из леммы 119.2. Сохра- 
нение же полиномиальных тождеств очевидно, поскольку они сохра- 
няются при гомоморфизмах и при взятии обратных пределов. Послед- 
нее утверждение следствия сразу вытекает из примера 7 $ 106. в 


В случае копериодических расширений имеем точный аналог тео- 
ремы 119.3. 


ТЕОРЕМА 119.5. Всякое частичное умножение у: А Хх А (0, где 
С — копериодическая оболочка группы А, может бытё продолжено дв: 
умножения и: @аХ @->0(. Это цв единственно, если а — редуциро- 
ванная группа. 

Заметим, что С/А — делимая группа без кручения в силу теоре- 
мы 58.[. Такими же будут и группы (С(/А) ® А и С ® (С/А), и мы 
получаем точную последовательность 


0 д®А-—-С®С- [(6/4) ® А] Ф [С ® (С/А)] > 0. 


Существование требуемого продолжения следует из теоремы 58.2. в 


Упражнения 


1. Найти делимую оболочку кольца целых чисел в конечном алгеб- 
раическом расширении поля О. 

2. Пусть Ви) — те же, что и в теореме 119.1. 

(а) Установить взаимно однозначное соответствие между сервант- 
ными левыми идеалами в В и сервантными левыми идеалами в О. 

(6) Показать, что при этом соответствии ВОВА идеалы переходят 
в простые. 

(в) Кольцо О может обладать единицей, даже если кольцо В еди- 
ницей не обладает. 

(г) Если О — кольшо с единицей, то всякий левый идеал в О сер- 
вантен. 
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3. Пусть опять В и О — те же, что в теореме 119.1. Кольцо 0 
содержит ненулевой нильпотентный левый идеал тогда и только тогда, 
когда этим свойством обладает кольцо ВЮ. 

4. Кольцо без кручения В является идеалом в своей делимой обо- 
лочке О тогда и только тогда, когда квадрат В? кольца В содержится 
в максимальном делимом идеале кольца ВЮ. 

5. Применить лемму 119.2 к редуцированной периодической группе 
А и ее базисной подгруппе С. 

6. Если А — периодическая группа и А! = 0, то существует есте- 
ственный изоморфизм Ми А = Миф А. 

7 (Фукс [23]). Если А — редуцированная периодическая группа 
и А’— ее копериодическая оболочка, то существует естественный 
изоморфизм Ми А .= Ми! А. 
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Теория периодических колец без труда сводится к теории р-колец. 
Действительно, в силу п. Б) из $ 117 примарные компоненты Вр 
периодического кольца КЮ являются идеалами, а кольцо ® — их пря- 
мой суммой: В = ФК,. 

р 


В исследовании периодических колец поразительным результатом 
является следующая теорема. Она выявляет тесную связь между коль- 
цевыми структурами и базисными подгруппами и дает удобный метод 
построения р-колец. 


ТЕОРЕМА 120.1. Умножение в на р-группе А полностью определяется 
своими значениями цу (а;, а;), где каждый из элементов а;, а; пробегает 
р-базис группы А. 

Более того, для любого выбора значений в (а;, а;) Е А, где элементы 
а;, а; берутся из некоторого р-базиса группы А, при единственном 
условии, чтобы всегда выполнялось неравенство о (и (а;, а;)) < 
< ши (0 (а, о (а;)), существует умножение на группе А, являющееся 
продолжением сопоставления (а;, а;) => в (а;, а}. 


Имеется несколько доказательств этого факта; мы предлагаем 
наиболее прямое и элементарное из них. Если значения цв (а, а;) 
известны для всех элементов а;, а; из некоторого р-базиса группы А, 
то в силу дистрибутивности элементы и (Б, с) однозначно определяются 
этими значениями для всех элементов 6, с из базисной подгруппы В, 
порожденной данным р-базисом {а;}. Для данных элементов &, ВЕД, 
где о (#) = р", запишем © =Ь-|- р"х при некоторых ВБЕВ ихЕА 
и получим 


и (а, 1) = в (6, В - в (р”х, В) = 
= (6, № Ни (х, р"й) = р (6, №). 


Аналогично, ц (Ъ, |) = ц (6, с) для некоторого с Е В. Тем самым 
первая часть теоремы доказана. 
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Докажем вторую часть теоремы. Заметим, что всякий элемент 
ЬЕ В. единственным образом представим в виде линейной комбинации 
данных элементов а; и для умножения и (5, с) (6, СЕВ) без труда 
проверяются аксиомы кольца. Если продолжить и на всю группу А 
[указанным выше способом], то для завершения доказательства оста- 
нется лишь непосредственно проверить, что аксиомы кольца выпол- 
няются и в этом случае. в 


Перед тем как продолжить исследование р-колец, сделаем несколь- 
ко замечаний о полученной теореме и ее доказательстве. 

Равенство в (<, #) = в (5, с), встречающееся в этом доказатель- 
стве, показывает, что умножение в, ассоциативно [коммутативно] в том 
и только в том случае, когда, оно ассоциативно [коммутативно] на не- 
котором р-базисе группы А. Мы видим также, что подгруппа [Г неко- 
торого р-кольца В является левым идеалом в В тогда и только тогда, 
когда а:[. < [. для всех элементов а; из некоторого р-базиса группы В*. 
В частности, подкольцо В, порожденное некоторой базисной под- 
группой группы В*, всегда является идеалом в ЕВ, причем В? == В. 


Пример 1. Пусть А — некоторая р-группа и В = .Ф (а;) — базисная 


{ЕТ 
подгруппа группы А. В соответствии с теоремой 120.1 умножение п на группе А 
будет однозначно определено, если положить 


0, если Р-Е], 
а; если # =]. 


ав ад = | 


Получающееся кольцо р Ц) ассоциативно и коммутативно, его квадрат — 
это прямая сумма колец 2/(о (а;)) на группах (а;). 


Пример 2. Можно получать и другие ассоциативные и коммутативные 
кольца, если изменить вторую часть определения в примере | и полагать 
ц (а;, а;) = а; или в (а;, а;) = 0 по произвольному выбору: 


Из теоремы 61.1 мы заключаем, что существует естественный изо- 
морфизм В © В =А ФА, где В — некоторая р-базисная подгруппа 
группы А. В соединении с теоремой 118.1 отсюда следует 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 120.2 (Фукс [16]). Для р-группы А и ее базисной под- 
группы В существует изоморфизм Мий А = Нот (В ® В, А). ш 


Таким образом, если А — периодическая группа, то группа Ми А 
всегда является алгебраически компактной [см. теорему 46.1]. Инва- 
рианты группы МиЙ А легко определяются с помощью теоремы 61.3 
и следствия 43.3. 

Сразу обращает на себя внимание частный случай, когда В == 0. 
В этом случае группа А допускает лишь тривиальное умножение. 
Произвольную группу А назовем нильгруппой, если на группе 4 
не существует никакого кольца, отличного от нуль-кольца, т. е. если 
МцИ А = 0. Если же группа А допускает лишь конечное число неизо- 
морфных колец, то мы назовем ее квазинильгруппой. В случае периоди- 
ческих групп как нильгруппы, так и квазинильгруппы легко могут 
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быть описаны. Более того, немногим труднее решается проблема опи- 
сания смешанных нильгрупп [в то время как для ознакомления 
с нильгруппами без кручения мы отсылаем читателя к теореме 121.2 
и к работе Фукса [9]]. 


ТЕОРЕМА 120.3 (Селе [3]). Периодическая группа является нильгрип- 
пой в том и только в том случае, когда она делима. Смешанных ниль-* 
групп не существует. 


Прямое слагаемое ‚В а также является нильгруппой, 
а так как группы 1 (р") (Е =1,2,...) не являются нильгруппами, 
то периодическая часть о обязана быть делимой. С другой 
стороны, для делимой группы А имеем А ® А = 0 и, значит, А — 
нильгруппа. 

Если А — смешанная группа с ненулевой делимой периодической 
частью Т, то существует нетривиальный гомоморфизм группы 4 ® А =- 
== 0 в группу Т, и, таким образом, группа Мий А не может рав- 
няться нулю. а 


ТЕОРЕМА 120.4 (Фукс [9]). Периодическая группа А является ква- 
зинильгруиппой тогда и только тогда, когда А = В ФО, где В — 
конечная группа, а Р — делимая группа. 


Базисная подгруппа В квазинильгруппы А должна быть конечной. 
Иначе на группе А можно определить бесконечное число таких колец 
КЮ, что кольца В* конечны и имеют различные порядки [см. при- 
мер 2 выше]. Таким образом, группа А имеет указанный вид. 

Чтобы доказать обратное, достаточно рассмотреть р-группы А = 

= В ФО с конечными базисными подгруппами В. Пусть р"В = 0 
иг =/ (В). Тогда группа В ® В имеет ранг 7? и для нее выполняется 
равенство р” (В ©® В) = 0. Мы можем считать, что всякий автомор- 
физм ф Е Нот (В ® В, В ФО) отображает группу В @ В в группу 
В ФО. [р"], где 1% — некоторая делимая подгруппа группы ДО, 
имеющая ранг $ < г?. Несмотря на то что группа Оф зависит от ф, ее 
можно выбрать однозначно с точностью до а втоморфизмов группы Д. 
Таким образом, если искать неизоморфные кольца на группе А, то 
следует рассматривать лишь одну группу Ру, а именно имеющую ранг 
т (/?, г (О)). Далее, группа В © В обладает лишь конечным числом 
гомоморфизмов в группу В ФО. [р"], и, значит, А — квазиниль- 
группа. а 


Цель следующих рассмотрений — указать на некоторые интерес- 
ные связи, существующие между периодическими кольцами и их 
аддитивными группами. Мы не упустим из виду ассоциативные кольца, 
но этот случай будет разобран в конце параграфа. 

Аннулятором кольца К называется множество всех элементов 
аЕВ, для которых аР =Ва=-0. Если В — периодическое кольцо, 
то из п. Б)$ 117 следует, что первая ульмовская подгруппа Ю: кольца 
В должна содержаться в его аннуляторе. Однако от ббльших под- 
групп этого требовать уже нельзя. 
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ТЕОРЕМА 120.5. (Фукс [6]). Аннулятор всякого кольца на периоди- 
цеской группе А содержит А*. Существует ассоциативное и коммута- 
тивное кольцо на группе А, аннулятор которого в точности равен А*. 


Для построения кольца (А, и), аннулятор которого совпадает с А, 
мы отсылаем читателя к примеру 1. Пусть а — элемент конечной высо- 


ты и порядка р". Если В = ФВ, — стандартное разложение базис- 
ной подгруппы В = @Ф (а) группы А, то в соответствии с теоремой 
п 


32.4 существует разложение 
А =В Ф... ФВ, ФА,, где А, = (ВФ... р"А). 


Число п выберем здесь таким образом, чтобы и > Е -{ [, где [ является 
индексом первой ненулевой координаты элемента а в данном разло- 
жении группы А. Мы получаем а= Б-Р... -Е в + © (6, = 0), 


обозначения здесь очевидны. Если Бу; = па; Е Е па, где 
каждое слагаемое ненулевое, то | (а, а;,) = 0, так как в (ба, а;,) = 
—=п.а;, 5-0, в то время как ц (6141, ад.) =. . = (В, а.) = в (в, а;,)= 


—=0, где последнее равенство справедливо в силу того, чтой (8) > — 


—&>[ино (а; ) < р. Мы видим, что никакой элемент конечной высоты 
не лежит в аннуляторе кольца (А, в) из примера 1. ш 


Некоторые элементы р-группы А порождают нильпотентные идеалы 
в каждом колще на А. В самом деле, для данного элемента а А 
порядка р" всякий элемент из идеала (ра), порожденного элементом ра, 
делится на р в группе А и имеет порядок, не превосходящий р*^-!. 
Мы получаем отсюда, что произведение произвольных К элементов. 
из идеала (ра) равно нулю, т. е. Е-я степень идеала (ра) равна нулю. 
[Это верно даже для неассоциативных умножений, так как произве- 
дение Ё элементов из (ра) всегда равно нулю независимо от расста- 
новки скобок.] Точным результатом о нильпотентных элементах 
является следующая 


ТЕОРЕМА 120.6] (Фукс [6]). Пусть А — периодическая группа и Е = 
= ПрА — подгруппа] Фраттини группы А. Всякий элемент из Е 
р 


порождает нильпотентный идеал в каждом кольце на А. Существует 
такое ассоциативное и коммутативное кольцо на группе А Рчто любой 
его“ нильпотентный элемент содержится в РГ. 


При доказательстве второго утверждения мы можем ограничиться 
случаем р-групп А. Рассмотрим снова кольцо (А, в) из примера 1. 
Поскольку всякий элемент из рА является нильпотентным, достаточно 
доказать, что соответствующее факторкольцо на группе А/рА == В/рВ 
не содержит ненулевых нильпотентных элементов. Однако это кольго 
является прямой суммой колец (а; )/(ра; › = Г/(р) в теоретико-коль- 
цевом смысле, а в прямой сумме полей не существует ненулевых ниль- 
потентных элементов. в 
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Ограничив рассмотрение случаем ассоциативных колец, мы можем 
задаться вопросом: какова наибольшая подгруппа данной периодиче- 
ской группы А, обязательно содержащаяся в радикале Джекобсона 
данного кольца на группе А? Предыдущая теорема и ее доказательство 
сразу же дают решение этой проблемы. Так как нильпотентные идеалы 
должны содержаться в радикале Джекобсона и так как прямая сумма 
полей имеет нулевой радикал, то справедливо 


Следствие 120.7. Подгруппа Фраттини Е периодической группы А 
содержится в радикале Джекобсона всякого ассоциативного кольца 
на группе А. Существует ассоциативное и коммутативное кольцо 
на группе А, радикал которого совпадает с РЕ. в 


Заключительный результат этого параграфа — не более чем про- 
стое замечание. Он показывает, что существование единичного эле- 
мента в периодических кольцах является удивительно сильным огра- 
ничением. 


Предложение. 120.8. На периодической группе А существует кольцо 
с [левым] единичным элементом тогда и только тогда, когда А — огра- 
ниченная группа. 


Если п — порядок левой единицы е, то па = пеа = 0 при всех 
а (А и, значит, А — ограниченная группа. Обратно, пусть и — наи- 
меньшее натуральное число, для которого пА = 0. Тогда группа А 
обладает циклическим слагаемым (е) порядка п, скажем А = (е) Ф 
® С. Можно построить кольцо с элементом е в качестве единицы, 
положив умножение на С тривиальным и определив действие элемента 
е как умножение на 1. в 


Упражнения 


1. Построить такое р-кольцо, которое не является нильпотентным, 
но каждый из его элементов порождает нильпотентный идеал. 

2. Для р-группы А определить инварианты алгебраически компакт- 
ной группы МиН А. 

3. Для р-группы А группа Ми А является конечной и отлична от 
нуля тогда и только тогда, когда А — конечно копорожденная группа. 

4. Показать, что на счетной элементарной р-группе существует 
семейство мощности континуума неизоморфных ассоциативных колец. 
Ч Указание: прямые суммы конечных полей. | 

5 (Фукс [9]). Если на периодической группе А не существует более, 
чем счетного, семейства неизоморфных колец, то А обязательно являет- 
ся квазинильгруппой. [Указание: базисная подгруппа ограниченна 
и имеет конечный ранг.] 

6. Всякий простой идеал и всякий максимальный идеал р-кольца К 
содержат рЮ. 

7. а) На периодической группе А существует полупростое кольцо 
т. е. кольцо с нулевым радикалом Джекобсона] в том и только в том 
<«лучае, когда А — элементарная группа. 
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6) На периодической группе существует кольцо с нулевым аннуля- 
тором тогда и только тогда, когда Д! = 0. 

8. Пусть ® — некоторое р-кольцо. Если каждый элемент из неко-- 
торой базисной подгруппы В группы В* является нильпотентным, то 
и каждый элемент из В нильпотентен. [ Указание: для элемента а Е + 
в смежном классе а -|- В по подгруппе В взять элемент о (а): а’ и пока- 
зать, что 4”? = Ь? для некоторого В Е В.] 

9. Радикал Джекобсона произвольного кольца на смешанной груп- 
пе обязательно содержит подгруппу Фраттини ее периодической 
части. 
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В этом параграфе мы рассматриваем вопросы, касающиеся колец, 
аддитивные группы которых — группы без кручения. К сожалению, 
ограниченность наших сведений о структуре групп без кручения не 
дает нам возможности построить удовлетворительную теорию колец, 
без кручения. 

Класс делимых колец без кручения описывается без труда. Присту- 
пим к построению колец на делимой группе без кручения О. Пусть 
{а;}зет — максимальная независимая система элементов из Р. 
Положим 


ы (а, а) = > Нрьь (% ], РЕД, 


где &;„ — произвольные рациональные числа [для каждой пары фикси- 
рованных индексов {, | почти все &;» равны нулю]. Значения и (а;, а;} 
дают некоторое умножение | на группе О, и (О, в) становится кольцом 
на О. Всякое кольцо на О можно получить указанным способом. 
Нетрудно сформулировать условие, необходимое и достаточное для 
ассоциативности умножения и: при всяком наборе фиксированных 
индексов $, |, , т должно выполняться следующее равенство: 


2: т ие 2 АвтЁЛЕ- 


Как мы видим, делимые кольца без кручения образуют весьма 
большой класс, и не удивительно, что в общем случае о них немногое 
можно сказать. 

Ситуация сразу меняется, если опустить условие делимости. 
Тогда мы не можем уже выбирать числа 1;;„ произвольно: они должны 
быть выбраны таким образом, чтобы произведения ц (х, у) при любых 
элементах х, у из данной группы снова лежали в этой группе. Это 
можно сделать, если мы обладаем соответствующими сведениями 
о данной группе. 

В очень частном случае, когда ранг группы без кручения равен 1, 
возможно дать полный обзор колец на этой группе. Опуская случай 
нуль-кольца, будем считать, что В — кольцо без кручения ранга 1, 
в котором аб = 0 для некоторых элементов а, 6 Е Ю. Здесь Ь — рацио- 
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нальное кратное элемента а, следовательно, и а? = 0. Для ненулевых 
элементов с, 4 Е К найдутся такие отличные от нуля рациональные 
числа г, $, что с = га, 4 = за, откуда с4 = (73) а*. Мы заключаем, что 
элемент а? полностью определяет умножение в В, и ВР обязательно 
является коммутативным и ассоциативным кольцом, не имеющим дели- 
телей нуля. 

Выясним, когда на группе без кручения А ранга | существует 
кольцо, отличное от нуль-кольца. Записав { = { (А), из предложений 
85.3 и 85.4 получаем, что группа Ми! А = Нот (А ® А, А) отлична. 
от нуля в том и только в том случае, когда #2 < , или, что то же самое, 
{ — идемпотентный тип. Таким образом, группа А является ниль- 
группой тогда и только тогда, когда тип + не идемпотентен. 

Перечислим теперь все кольца на группе А в предположении, что 
тип + идемпотентен. Выберем в А такой элемент а =2 0, что характери- 
стика Хх (а) состоит лишь из нулей и символов со. Если В — кольщо 
на группе А, не являющееся нуль-кольцом, то а? = та для некоторого 
рационального числа т = 0. Без потери общности можно считать, что 
т — положительное целое число, не делящееся ни на какое простое 
число 0, для которого на соответствующем месте в 9 (а) стоит со; 
иначе элемент а можно было бы заменить на некоторое его рациональ- 
ное кратное с той же характеристикой и нужным свойством. Пусть 
{9;}=7 — множество таких простых чисел, что на соответствующих 
им местах в характеристике у (а) стоит со [т.е. 4;,А = А], и пусть 
2 (47, ТЕЛ) — подкольцо поля О, порожденное всеми числами 07". 
Тогда существует кольцевой изоморфизм В = тй (47, | ЕЛ). Дей- 
ствительно, сразу видно, что отображение га -> тг, гдег Е 2. (47*, ТЕЛ), 
биективно и сохраняет как сложение, так и умножение. Тем самым 
мы доказали следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 121.1 (Редей и Селе [1], Бьюмонт и Цукерман [1]). Кольцо 
без кручения ранга 1 либо является нуль-кольцом, либо изоморфно неко- 
торому подкольцу поля рациональных чисел, имеющему вид 


тр (47, ЕТ), где (т, 4д)=1. (1) 


Группа без кручения ранга 1 не является нильгруппой тогда и толь- 
ко тогда, когда ее тип идемпотентен. в 


Проблема изоморфизма для колец на группах без кручения А 
ранга | легко может быть решена. Действительно, два кольца вида (1) 
изоморфны тогда и только тогда, когда множество {49;}ел простых 
чисел и целое число т > 0 — одни и те же для обоих колец. Чтобы 
доказать это, достаточно заметить, что числа д; определяются одной 
лишь группой А [а именно, условием 4;А = А], в то время как чис- 
ло т можно определить как натуральное число, взаимно простое со 
всеми числами 4;, для которого К? = тК. 

Если в классе периодических групп нильгруппы могут быть охарак- 
теризованы явным образом, то в классе групп без кручения описание 
нильгрупп — весьма трудная проблема. Предыдущая теорема рас- 
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пространяется на случай вполне разложимых групп [см. упр. 6], 
но снова недостаточность наших сведений о структуре групп без 
кручения в общем случае делает, по-видимому, невозможной удо- 
влетворительную классификацию нильгрупп. 

Все жесткие группы ранга г >> 2 являются нильгруппами. Кольца 
эндоморфизмов этих групп являются подкольцами поля @, так что 
наше утверждение сразу вытекает из следующего предложения: 


ПрРЕдложениЕ 121.2. Пусть А — такая группа без кручения, что 
все ее ненулевые эндоморфизмы являются мономорфизмами и А как 
Е (А)-модуль содержит хотя бы два независимых элемента. Тогда 
А — нильгруппа. 


Пусть элементы а, В Е А независимы над кольцом Е. (А), т. е. равен- 
ство ма = Вб при а, ВЕЕ (А) всегда влечет за собой & = 0 = В. 
В произвольном кольце на группе А левое умножение № на элемент а 
и правое умножение оь на элемент В являются такими эндоморфизмами 
группы А, что оьа = Лаб, откуда по условию Ла = 0 = фь. Мы заклю- 
чаем, что 0 = Лос = ас = оса для всех элементов с Е А; таким образом, 
ре не является мономорфизмом и, значит, ос =0 при всех СЕА. 
Другими словами, А — нильгруппа. а 


Обращаясь к вопросам, касающимся идеалов, приведем два про- 
стых примера. 


ПредложениЕ 121.3. Для произвольного максимального [левого] идеа- 
ла М кольца без кручения В либо (В/М)* — делимая группа без кручения, 
либо при некотором простом числе р идгал М содержит р. 


Пусть М — такой максимальный [левый] идеал кольца В, что 
ни для какого простого числа р не выполняется включение рЮ = М. 
Тогда при всяком простом числе р справедливо равенство рЮ® -- М = 
= В, т. е. (К/М)* — делимая группа. Группа (В/М)* обязана быть 
группой без кручения, так как иначе для некоторого простого числа р 
имеет место строгое включение М <= р-1М. а 


ПредложЕниЕ 121.4. Объгдинение М всех нильпотентных левых 
идеалов [или левых нильидгалов] кольца без кручения В является сер- 
вантным в Ю. 


Если Ё — нильпотентный левый идеал в В, то сервантная подгруп- 
па [.,, порожденная [., снова является нильпотентным идеалом в Ю. 
Поскольку всякий элемент а М порождает нильпотентный левый 
идеал, нервое утверждение справедливо. Для левых нильидеалов 
доказатетлгство еще проще. в 


Можно получить более содержательные результаты, если рас- 
сматривать кольца конечного ранга. Оставшаяся часть параграфа 
посвящена случаю колец конечного ранга. Кроме того, мы будем 
везде предполагать ассоциативность. 

Из теорзмы 119.1 непосредственно вытекает, что кольцо без круче- 
ния К конечного ранга является подкольцом некоторой однозначно 
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определенной конечномерной О-алгебры А того же ранга, что и КЮ. 
О подкольцах же самого кольца В можно доказать 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 121.5 (Бьюмонт и Пирс [3]). Кольцо без кручения В 
конечного ранга содержит подкольцо В, аддитивная группа которого 
свободна и имеет тот же ранг, что и Ю. Если В обладает единицей е, 
то подкольцо В можно выбрать таким образом, чтобы оно содержало еь 


Пусть а, ..., ап — максимальная независимая система элемен- 
тов в КВ, и пусть а;а; = У как, где Ц © Ц. Если п — такое нату- 
Е 


ральное число, что ИЁ;, — целые числа при всех 1,}, Ё, то легко 
видеть, что подгруппа (5.,..., бт), где Ь; = па;, замкнута относи- 
тельно умножения и является, таким образом, аддитивной группой 
некоторого подкольца В. Если еЕ Ю, то элементы подкольца В., 
порожденного подкольцом В и единицей е, имеют вид Ке-- Ь при 
ЕЕ2. и БЕВ. Мы получаем, что В*, Ву — конечно порожденные 
группы. а 


Пусть В — кольцо без кручения конечного ранга. Из теоремы 119.1 
мы заключаем, что К* — существенная подгруппа в некоторой конеч- 
номерной О-алгебре 0. В силу хорошо известной основной теоремы 
Веддербёрна о сепарабельных конечномерных алгебрах существует 
разложение О = $ Ф М векторного пространства О) в прямую сумму 
векторных пространств. Здесь $ — полупростая подалгебра [и не обяза- 
тельно идеал] в алгебре О), а М — радикал алгебры О, обязательно 
нильпотентный. Ввиду структурной теоремы Веддербёрна подалге- 
бру 3 можно разложить в прямую сумму конечного числа простых 
алгебр, каждая из которых является полным кольцом матриц над 
некоторым [в общем случае некоммутативным] телом. Мы ограничимся 
рассмотрением случая, когда М = 0, т. е. ) — полупростая алгебра. 
Для ознакомления с общим случаем [требующим более изощренных 
рассуждений] см. работу Бьюмонта и Пирса [3]. 

Следуя Бьюмонту и Пирсу [3], будем говорить, что кольцо без 
кручения В является кольцом типа простой [полупростой] алгебры, 
если его делимая оболочка О — простая [полупростая] О-алгебра. 
Аналогично, В — кольцо типа тела, если 9 — [необязательно комму- 
тативное] тело. 


ЛаеммАа 121.6. Пусть В — кольцо без кручения типа простой алгеб- 
ры. Тогда В* — однородная группа идемпотентного типа и ненулевые 
идеалы кольца В имеют в В конечный индекс. 


Для всякого элемента а == 0 из В элементы идеала А, порожден- 
ного элементом а, имеют типы, большие или равные типу # (а). В силу 
того, что ) — простая алгебра, существует целое число т > 0, для 
которого те Е А, гдее — единица алгебры О. Таким образом, + (те) > 
— + (а), а так как обратное неравенство очевидно, мы получаем, что 
В+ — однородная группа без кручения. Ее тип идемпотентен, посколь- 
ку элементы (те)? и те имеют один и тот же тип в В. Из нашего рас- 
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суждения следует, что т® <= А, а раз факторкольцо В/мЮ конечно 
при всех т =2 0, то всякий [главный] идеал имеет конечный индекс 


В ю. В 
Теперь мы докажем основной результат этого параграфа. 


ТеоРЕмА 121.7 (Бьюмонт и Пирс [3]). Пусть В — кольцо без круче- 
ния конечного ранга типа полупростой алгебры. Тогда оно содержит 
такое подкольцо З конечного индекса, что 

$ =5;: Ф... Ф С» (прямая сумма в 
теоретико-кольцевом смысле), 
где каждое из 3; — полное кольцо матриц над некоторым кольцом Е; 
типа тела. 


Можно считать без потери общности, что единица е соответствую- 
щей -полупростой алгебры О) принадлежит кольцу КЮ, так как В имеет 
конечный индекс в подкольце алгебры О, порожденном кольцом В 
и единицей е. Запишем ) =0@Ф... ®ФО,, где О; — простые 
алгебры. Пустье =е- ...-е,, гдее; Е 0; — ортогональные идем- 
потенты. Если целое число т >> 0 выбрано таким образом, что те; Е ВЮ 
при всех &, и ели а=а-+...-а, (а; Е0}), то та; = теа; = 
—= (те; аЕЮ. Отсюда следует, что подкольщо В. Ф...® В», где 

‚; = О; ГП ЮР, имеет конечный индекс в Ю. Тем самым мы свели дока- 
зательство к случаю п = 1. 

Итак, пусть КЮ — кольцо типа простой алгебры, т. е. 0 — полное 
кольцо матриц над некоторым телом К [содержащим О]. Пусть 
ек (|, К=1,..., 5) —матричные единицы в О. Тогда К =е!Ое,, — 
алгебра, изоморфная телу К, и Р |] К— подкольцо кольца КЮ, причем 
К — его делимая оболочка. Пусть т>> 0 — такое целое число, что 
те» ЕК при всех [, ®; положим К); = (те, ;) В (те!) — это подкольца 


алгебры К, и определим Е = ПК». Для всякого элемента ае КПЮ 


из того, что Иа = (те4;) (тён) а (тен) (тек) С Ку, следует, что Е 
имеет конечный индекс в КПВ, значит, Е — кольцо типа тела. Для 
данной матрицы [х„»] порядка $ над кольцом Е мы можем записать 
ха =(те)аз (те,1) при некоторых а»ЕВ и, значит, еяхьеь = 
— (те,;) а;, (тек) ЕВ. Соответствие [х] => ренхуьет является изо- 
морфизмом между полным кольцом Е ($) матриц порядка $ над коль- 
цом Е и подкольцом $ кольца В. Для произвольного элемента а К 
получаем ива = тв 2 езаеьк = У} ел [т“ (те, ;) а (те) е, Е $, таким 
7, 


образом, З имеет сай индекс в В. в 


Упражнения 


1. Пусть Ё — свободная группа и С — подгруппа группы РК. 
Существует такое кольцо В на группе Р, что аддитивная группа коль- 
ца В? совпадает с С. 
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2. а) Свободная группа конечного ранга допускает счетное число 
попарно неизоморфных [ассоциативных] колец. 


6) На свободной группе бесконечного ранга ип| существует 2 
неизоморфных колец. [Указание: упр. 1.] 

3. В кольцах без кручения левые аннуляторы элементов являются 
левыми идеалами. 

4. Привести пример кольца без кручения конечного ранга, в кото- 
ром радикал Джекобсона не является сервантным. Может ли радикал 
Джекобсона иметь в кольце без кручения конечный индекс? 

5. Описать строение колец на вполне разложимых однородных 
группах идемпотентных типов. 

6 (Ри и Уиснер [1]). (а) Пусть РЮ, $, Т — рациональные группы, 
содержащие целые числа. Положим (Ю, 5, Г) = {9 Е О |905 =Т}. 
Показать, что (Ю, 5, Г) — подгруппа группы 

(6) Пусть А = ®, Ю;, причем Ю; — такие рациональные группы, 


что (Ю;, Ю, Ю,) = о при любом выборе индексов 1, |, ЕЕ Г. Тогда 
А — нильгруппа. 

7. Существуют нильгруппы без кручения произвольного ранга. 

8. Если А, С — нильгруппы, то группа А Ф С не обязана быть 
нильгруппой. 

9 (Селе [3]). Если группа А обладает эндоморфным образом, не 
являющимся нильгруппой, то и сама группа А не является ниль- 
группой. 

10 (Корнер). (а) Показать, что группа из упр. 8 $ 88 является 
нильгруппой. 

(6) Существуют однородные нильгруппы без кручения типа 
Орал, Ох вам) 
11 (Селе [7]). (а) Для заданного натурального числа п построить 
группу А со следующим свойством: на группе А существует ассоциа- 
тивное кольцо В, такое, что К” = 0, но никакое кольцо ®, для которого 
Е”*1 -2 0, не может быть на ней определено. [Указание: А = В ®... 

. ФР,, где Ю; — рациональная группа типа (1... ...).] 

(6) Если п > 1, то периодических групп с указанным свойством 
не существует. 

(в) Если п =1, то группа А не может быть смешанной. 
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Мы переходим к изучению аддитивных структур колец некото- 
рых важных типов. Наше исследование начинается с рассмотрения 
иллюстративного класса [левых] артиновых колец, т. е. ассоциатив- 
ных колец, в которых левые идеалы удовлетворяют условию мини- 
мальности. [В действительности нам нигде не потребуется ассоциа- 
тивность, кроме как при доказательстве теоремы 122.7.] Основной 
результат — необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
данная группа была аддитивной группой некоторого артинова кольца. 
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Для начала рассмотрим нильпотентные артиновы кольца В, 
т. е. такие, что В* = 0 при некотором целом # >> 0. Аддитивная 
структура этих колец легко может быть охарактеризована. 


ПРЕдложеЕнНИЕ 122.1 (Селе [15]). Группа А является аддитивной 
группой некоторого нильпотентного артинова кольца тогда и только 
тогда, когда в ней выполняется условие минимальности для подгрупи. 


Пусть В — нильпотентное артиново колыю и В* = 0. Всякая 
и р Р+, содержащая В“! и содержащаяся в В* (1 = 


=1,2,..., Е — 1), является идеалом в В. Таким образом, условие 
минимальности для подгрупп выполнено в группах ВУЮ""? (= 
=]1,... ЕТ) и, значит, в группе В+, так как это условие сохра- 


няется при расширениях. 
Обратно, если группа А удовлетворяет условию минимальности 
для подгрупп, то нуль-кольцо на группе А нильпотентно и артиново. а 


Отказавшись от условия нильпотентности, перейдем к изучению 
артиновых колец в общем случае. Сначала докажем две предваритель- 
ные леммы» 


ЛЕммА 122.2. П роизвольнаяненулевая делимая группа без кручения 
является аддитивной группой некоторого‘ поля. 


Аддитивная группа поля алгебраических расширений степени п 
рационального поля О — это делимая группа без кручения ранга п. 
Если ий — бесконечное кардинальное число, то с помощью «полевого» 
присоединения и переменных к полю О получим поле, аддитивная 
группа которого без кручения, делима и имеет ранг п. в 


ЛЕММА 122.3. Пусть м — бесконечное кардинальное число и А — 
прямая сумма м групп, изоморфных & (р*). Тогда на группе А суще- 
ствует ассоциативное и коммутативное кольцо, Ю с единицей, един- 
ственные идеалы которого — это В, рю, ..., р"Ю =0. 


Допустим, что уже существует кольцо В с указанными свойствами, 
и покажем, как построить большее кольцо 3 с теми же свойствами. 
Пусть $ — кольцо В Пх]] всех формальных рядов Лорана с перемен- 
ной х и коэффициентами из В. Другими словами, кольцо $ состоит из 
элементов, имеющих вид 


Г (х) = ах” +... тах" - в Нах... Вам... 
(а, ЕК). 
Таким образом, аддитивная группа кольца $ — это группа 
ь= Ф в" ФП п В+. 


Значит, снова $* — прямая сумма групп, изоморфных Д (р”). Пока- 
жем, что всякий главный идеал |. = (7 (х)) кольца $ равен одному из 
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идеалов $, р%,..., р" $ = 0; тогда то же самое будет верно и для 
произвольного идеала. 

Сгруппировав члены ряда, коэффициенты которых делятся на 
одну и ту же степень простого числа р, запишем образующий идеала 
[ 520 в виде 


Рх = рифа (х-Е Е р" (х) (05-1, р (х) 520); (1) 


здесь р (х)—ряд Лорана, коэффициенты которого не делятся на р. 
Тогда |. содержит р*—°—1] (х) = р®—1р (х) == 0. Непосредственное вычи- 
сление ‚[или ссылка на то, что З/р$ — поле формальных рядов 
Лорана над полем К/рЮВ] дает такие элементы 2:(х), А, (х) Е 3, что 
Ё (х) в. (х) = 1- ри, (х). Отсюда р" 1Ё (х) с. (х) = р" лежит в |, т. е. 
р"! =. Если 5—2, то рии (Х-Нр"-2Ь (х) = р} (х) ЕЁ 
и в силу уже доказанного р*-2}. (х) ЕЁ, откуда р”?2$ <= [.. Продолжая 
этот процесс, получаем, что р*$ <= [.. Так как [(х)Е р’З, то спра- 
ведливо требуемое равенство (|. = р2°$. 

Чтобы доказать лемму 122.3, рассмотрим {сначала общий случай 
ш>2*°. Пусть {х;}кт— множество коммутирующих переменных, при- 
чем |[|=м. Положим В, =й/р”) и определим В как объединение 
[или прямой предел] колец формальных рядов Лорана ЮВ. [[х; а №%,„]], 
взятое по всем конечным подмножествам {11,..., ш} множества /. 
Тогда В*= ФИ (р") и в силу полученного в первой части доказа- 

м 


тельства всякий ряд Г (ха, ..., Х„) порождает один из идеалов 


В, рю, ..., р'В=0. 

Восполним пробел и докажем наше утверждение для случая 
х< м < 2. В кольце В, [[х]] = $ выберем подкольцо Зо, содержащее 
единицу и имеющее мощность м. Пусть $, — подкольцо кольца $, 
порожденное элементами [,-, (х),..., [з(Х), встречающимися в раз- 
ложении (1), а также соответствующими элементами дз (х), й: (Хх) для 
всех [(х) Е Зо. Повторяя этот процесс с заменой $, на $., получаем 

со 


кольцо З., содержащее З., и т. д. Положим В = Ц $»в. Это кольцо 


п=1 
имеет мощность М и сервантно в кольце $ [если р'е (х)ЕЗ»п, то 
с (х) Е Зл.4|, так что оно обладает требуемой аддитивной структурой. 
Кольцо ЮВ, как показано выше, не имеет идеалов, кроме В, рк, ... 
А 
5 р | =0. а, 


Теперь мы можем доказать результат, о котором говорили в начале 
этого параграфа, — точную структурную теорему для аддитивных 
групп артиновых колец. 


ТворЕмА 122.4 (Селе и Фукс [1]). Для того чтобы группа А была 
аддитивной группой некоторого артинова кольца, необходимо и доста- 
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точно, чтобы она имела вид 


А=ФОФ Ф 172(°) ФФ 2(р}), где ву’ |т, (2) 
и число ` 


причем м, и — произвольные кардинальные числа, а т — фиксирован- 
ное целое число. 


Пусть В — артиново кольцо. Ввиду условия минимальности семей- 
ство идеалов ПВ (п =1, 2,...) содержит минимальный идеал, ска- 
жем, тВ = |. Для этого идеала при всех простых числах р выполняет- 
ся равенство рЁ = [, т.е. [ — делимый идеал. Будучи таковым, 
|. — прямое слагаемое в В в групповом смысле, Ю* = [* ФТ, где 
Т — некоторая подгруппа в РВ. Из равенств |[* = мВ* = т * Ф тТ 
заключаем, что тТ = 0, и, значит, Р* — прямая сумма делимой 
группы [* и ограниченной группы Т. Для завершения доказательства 
необходимости нам осталось лишь показать, что периодическая часть 
группы [* имеет конечный ранг. Доказательство последнего утверж- 
дения основывается на простом факте, достаточно интересном, чтобы 
выделить его в отдельную лемму. 


ЛЕммА 122.5. Квазициклические подгруппы артинова кольца лежат 
в аннуляторе кольца. 


В произвольном кольце элементы конечного порядка, безусловно, 
аннулируются элементами из максимальной делимой подгруппы. 
Если В — артиново кольцо, то в силу полученного’ в доказательстве 
теоремы 122.4 мы видим, что периодическая часть группы [* аннули- 
руется как подгруппой [*, так и подгруппой Т. а 


Вернемся к доказательству теоремы 122.4. Из леммы [22.5 следует, 
что подгруппы периодической части группы |" — идеалы в В. Таким 
образом, для них выполняется условие минимальности и, значит, 
периодическая часть группы [* должна иметь конечный ранг. Итак, 
группа В* имеет вид (2). 

Докажем достаточность. Пусть А — группа вида (2). Соберем 
вместе изоморфные слагаемые и запишем А =рФСФА, 5... 
... ФАь, где р — делимая группа без кручения, С — периодиче- 
ская делимая группа, а каждое из А; — прямая сумма циклических 
групп одного и того же порядка, равного степени простого числа. 
Если О =- 0, то, как показано в лемме 122.2, существует поле О на 
группе О. Нуль-кольцо С над С является артиновым и по лемме 122.3 
каждая группа А; допускает кольцевую структуру А; с лишь конечным 
числом левых идеалов. Прямая сумма В =ШОФСФАФ... 
... ФА, полученных колец является артиновым кольцом, что и тре- 
бовалось. [Более того, мы видим, что на группе А вида (2) существует 
даже коммутативное артиново кольцо.] а 


Первая часть приведенного доказательства останется верной, если 
кольцо В заменить на какой-либо его левый идеал. Чтобы подчеркнуть 
этот факт и в дальнейшем на него ссылаться, запишем его как 
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Следствие 122.6. Аддитивная группа произвольного левого идеала 
артинова кольца имеет вид (2). в 


Оставшаяся часть параграфа посвящена доказательству некото- 
рого теоретико-кольцевого результата. Не только его доказательство, 
но и сама формулировка связаны с аддитивными группами. 


Напомним просто формулируемый результат, сыгравший большую роль 
в развитии теории артиновых колец и по-разному доказывавшийся многими 
авторами. Артиново кольцо В обладает левым единичным элементом. Приведем 
вкратце доказательство этого факта. В силу предложения 122.1 кольцо В не 
является нильпотентным; следовательно, в кольце В существует такой идемпо- 
тент е == 0, что е-- М — единичный элемент полупростого артинова кольца 
Ю/М, где № — объединение всех нильпотентных левых идеалов кольца Ю. Для 
произвольного элемента а К левый идеал, порожденный элементом а’ = 


1 
= а — еа, делим, так что — а’= па’ -+ 6а’ при некоторых ПЕЙ, ВБЕВ, 


2 
Отсюда (2п — Г а’ = —6а’ и а’ = са’, где с = —(п — П-ЬЕВ. Так как 
а’ = са’, то еса’ = еа’ = 0, и, значит, а’ = (с — ес) а'’=... = (с — ес)та' при 
всяком т > 1. Поскольку с — ес Е М, получаем а — еа = а’ = 0. 


ТЕОРЕМА 122.7 (Селе и Фукс [1], Сас [2]). Всякое артиново кольцо В 
является теоретико-кольцевой прямой суммой некоторого артинова 
кольца без кручения $ и конечного числа артиновых р-колец Тр „ С00т- 


ветствующих различным простым числам ру: 


Периодическая часть Т кольца К является идеалом в В. Она раз- 
лагается в прямую сумму своих р-компонент Тр, и ввиду теоремы 122.4 
лишь конечное число этих компонент отлично от нуля. Снова по тео- 
реме 122.4 мы можем записать В* =) Ф Т*, где р — некоторая 
делимая подгруппа без кручения группы В*. Факторкольцо В/Т 
является артиновым кольцом без кручения. Пусть е -- Т — левая 
единица в В/Т, можно считать при этом, чтое ЕО. Положим $ ==еВ. 
Заметим, что так как е-+- Т — левая единица в В/Т, то произвольный 
элемент а В имеет вид а = еа | (а — еа), где еаб 53, а— еа ЕТ. 
Далее, га Е Т возможно лишь в случае а Е Т, а тогда еа = 0, посколь- 
ку всякий элемент из делимой группы ОР аннулирует периодическую 
часть Т. Следовательно, В = $ ФТ, и остается лишь показать, что 
$ — левый идеал. Но последнее сразу вытекает из равенств Т$ = 


= Тек = 0. а 


Из теоремы 122.7 видно, что структурная теория артиновых колец 
может быть сведена*к случаям артиновых колец без кручения и арти- 
новых р-колец. Квазициклические подгруппы слабо влияют на стру- 
ктуру артиновых колец; таким образом, среди артиновых р-колец 
только ограниченные кольца представляют действительный интерес. 


$ 123. Артиновы кольца без квазициклических подгрупп 35] 


Упражнения 


1 (Селе [15]). Описать строение всех нильпотентных артиновых 
колец. 

2. Квазициклические подгруппы не обязаны лежать в аннуляторе 
кольца, если кольцо не является артиновым. 

3. Показать, что утверждения 1[22.4—122.6 дословно переносятся 
на случай колец с условием минимальности для двусторонних 
идеалов. 

4. Пусть М — [не обязательно унитарный] левый модуль над 
кольцом В, причем подмодули модуля М удовлетворяют условию 
минимальности. Тогда М как абелева группа является прямой суммой 
групп, изоморфных О, 7 (р®) ий (р*), где р" — делитель фиксирован- 
ного числа т. 

5 (Сас [2]). (а) Группа А является аддитивной группой некоторого 
кольца с условием минимальности для главных [левых] идеалов 
тогда и только тогда, когда А — прямая сумма делимой группы и пе- 
риодической группы. 

(6) Лемма 122.5 останется верной, если потребовать от кольца 
условия минимальности для главных [левых] идеалов. 

6. Для артиновых колец, не содержащих квазициклических под- 
групп, доказать теорему 122.7, убедившись, что В как кольцо является 
прямой суммой своей периодической части и максимального делимого 
идеала кольца К. 

7. Доказать следующее обобщение теоремы 122.7. Пусть В — 
такое кольцо, что факторкольшо В/Т, где Т — периодическая часть 
кольца ЕЮ, является делимым кольшом с односторонним единичным 
элементом, и пусть Т как подгруппа выделяется в К прямым слагае- 
мым. Тогда В = $ ФТ для некоторого идеала $3 кольца В. 


$ 123. Артиновы кольца без квазициклических подгрупп 


В этом параграфе мы предполагаем рассмотреть два теоретико- 
кольцевых вопроса, касающихся артиновых колец: когда артиново 
кольцо В может быть вложено в некоторое артиново кольцо с единицей? 
И второй: когда левые идеалы кольца В удовлетворяют также и условию 
максимальности? Естественно, мы далеки от того, чтобы браться в этой 
книге за анализ теоретико-кольцевых проблем. Но рассмотрение 
сформулированных вопросов оправдано тем фактом, что полные их 
решения опираются на свойства аддитивной структуры кольца В. 

Как известно, всякое кольцо может быть вложено в качестве 
идеала в некоторое кольцо с единицей. Стандартная процедура [при- 
соединение целых чисел], примененная к артинову кольцу, не при- 
водит снова к артинову кольцу. На самом деле не всякое кольшо Ю 
можно вложить в некоторое артиново кольцо с единицей. Необходи- 
мое условие без труда извлекается из леммы 122.5. Артиновы кольца 
с единицей не имеют ненулевых аннуляторов, значит, не содержат 
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квазициклических подгрупп, что доказывает необходимость условий 
следующей теоремы. 


ТЕОРЕМА 123.1 (Селе и Фукс [1]). Артиново кольцо В может быть 
вложено [в качестве идеала] в некоторое артиново кольцо с единицей 
тогда и только тогда, когда Ю не содержит квазициклических под- 
групп. 


Докажем достаточность. Пусть К — артиново кольцо, не содержа- 
щее квазициклических подгрупп. Из теоремы 122.7 следует, что 
К как кольцо является прямой суммой артинова кольца без круче- 
ния $ и конечного числа артиновых р-колец Тр. Таким образом, доста- 
точно доказать, что каждое из колец 5 и Тр может быть вложено как 
идеал в некоторое артиново кольцо с единицей. 

Чтобы избежать повторения рассуждений, мы выделяем часть 
доказательства в виде леммы, на которую впоследствии будем не раз 
ссылаться. 


ЛаммА 123.2. Пусть А — ассоциативное и коммутативное кольцо 
с единицей = и В — ассоциативное кольцо, являющееся в то же время 
унитарной А-алгеброй. Множество пар (%, а) (% Е А, аЕ ЮР) образует 
ассоциативное кольцо Вад с единицей (, 0) относительно операций: 


(и, а) -- (В, 6) = (% + В, а- 6), 
(и, а) (В, 6) = (аВ, аб - Ва - ав) 


при произвольных с, ВЕСА, а ЕЮ. С помощью вложения — а (0, а) 
кольцо В можно отождествить с идеалом в ВА. Факторкольцо 
кольца Рад по этому идеалу изоморфно А. 


Доказательство состоит в непосредственной проверке аксиом коль- 
ца и похоже на обычное присоединение единицы в случае А = ©. а 


Перед тем как продолжить доказательство теоремы, заметим, что КА может 


быть артиновым кольцом, только если А артиново, поскольку свойство артино- 
вости сохраняется при эпиморфизмах. Мы будем руководствоваться этим замеча- 
нием при выборе подходящего А в доказательстве теоремы 123.1: 


Артиново кольцо без кручения З делимо в силу теоремы 122.4, 
таким образом, его можно рассматривать как алгебру над полем О. 
Благодаря лемме 123.2 остается показать, что кольцо Зо, получаемое 


с помощью этой леммы, также является артиновым. Но это действи- 
тельно так, поскольку идеал $ кольца За и факторкольцо $0/$ == 
= О — артиновы кольца. 

По теореме 122.4 из того, что в кольце В отсутствуют подгруппы, 
изоморфные 1 (р°®), вытекает, что р-компоненты Тр ограниченны, 
скажем, О. Тогда Т»— алгебра над кольцом А ={. /(р*) и, зна- 
чит, применима лемма 123.2. Получаемое кольцо является артиновым 
как расширение артинова кольца с помощью конечного кольца. щ 


Перейдем ко второму вопросу, поставленному в начале параграфа. 
Следующая теорема дает на него ответ. 
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ТЕорЕМА 123.3 (Селе и Фукс [1], Фукс 13]). Левые идеалы артинова 
кольца удовлетворяют условию максимальности в том и только в том 
случае, когда это кольцо не содержит квазициклических подгрупп. 


Всякая квазициклическая подгруппа артинова кольца В содержит- 
ся.в аннуляторе М кольца В, а всякая подгруппа аннулятора является 
идеалом. Квазициклические подгруппы нарушают условие макси- 
мальности для подгрупп; следовательно, кольцо В не может содержать 
квазициклических подгрупп, если его левые идеалы удовлетворяют 
условию максимальности. 


Обратно, пусть КЮ — артиново кольцо, которое не содержит под- 
групп, изоморфных 2 (р®). Прежде всего заметим, что никакое фактор- 
кольцо В/Ё,, где |. — идеал в В, не может содержать ни одной группы 
типа р”. Действительно, рассмотрим разложение кольца В, указанное 
в теореме 122.7. Идеал [ является прямой суммой своих пересечений 
со слагаемыми из этого разложения, и следствие 122.6 убеждает нас 
в том, что кольцо ЮВ/Ё не имеет подгрупп типа р® 

Левые идеалы произвольного кольца В удовлетворяют как усло- 
вию минимальности, так и условию максимальности тогда и только 
тогда, когда Р как левый [не обязательно унитарный] В-модуль имеет 
конечную длину,— это элементарный результат. Итак, мы будем 
стремиться к тому, чтобы найти конечный композиционный ряд левых 
идеалов кольца К. 

Из условия минимальности в кольце К вытекает, что при некото- 
ром Ё выполняется равенство № = 0, где М — радикал [Джекобсона] 
кольца В. Мы можем считать, что №- -Р = 0. Если М = РВ, то в силу 
предложения 122.1 и отсутствия подгрупп типа р® кольцо В обяза- 
тельно является конечным. Мы получаем, таким образом, право 
перейти к рассмотрению случая, когда 


в = № > М > №5... > №1 > №=0 


— а убывающая цепочка идеалов. Факторы М; = М-ИМ (= 
=1,..., Ю) аннулируются радикалом М, их можно рассматривать 
как левые модули над полупростым артиновым кольцом Ю/М = Ю.. 
Давно известно, что [не обязательно унитарный] модуль над полу- 
простым артиновым кольцом КВ. разлагается в прямую сумму простых 
[унитарных] Ро-модулей и подмодуля, аннулируемого кольцом Юо. 
В настоящем случае эта прямая сумма конечна, М; = $51 Ф... 

. Ф5и, ФЦ, Здесь 5;; — простые Ко-модули и К.И; =0 при 
всех 1. В силу условия минимальности для подмодулей модуля М; 
то же условие выполняется для подгрупп в И;. Как отмечалось выше, 
модуль И; = В/М не содержит квазициклических подгрупп, следо- 
вательно, он должен быть конечным. В результате модуль М; обла- 
дает конечным композиционным рядом. Эти ряды можно соединить 
и получить композиционный ряд для Ю. в 


Как ни странно, отсутствие подгрупп типа р® эквивалентно про- 
стому условию чисто кольцевой природы: артиново кольцо не содержит 
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квазициклических подгрупп тогда и только тогда, когда его ачнулятор 
конечен. Это сразу видно из леммы 122.5 и условия минимальности для 
подгрупп в аннуляторе. 

Воспользуемся отмеченным фактом и переформулируем теоре- 
му 123.3 в терминах теории колец. 


Следствие 123.4. В ассоциативном кольце условие минимальности 
для левых идеалов влечет за собой условие максимальности для левых 
идеалов тогда и только тогда, когда аннулятор этого кольца конечен. щ 


Следующий, часто используемый результат Хопкинса тривиально выте- 
кает из предыдущих рассмотрений: артиново кольцо с односторонней единицей 
нётерово [НорК!пз$ С., Апм. 0} Май., 40 (1939), 712—736]. Несмотря на то что 
в следствии 123.4 не указывается явным образом связь с аддитивными структура- 
ми, никакого чисто теоретико-кольцевого доказательства этого факта до сих пор 
найдено не было. 


Упражнения 


1. Нильпотентное артиново кольцо К может быть вложено в неко- 
торое артиново кольцо с единицей тогда и только тогда, когда коль- 
цо В конечно. 

2. (а) Для того чтобы артиново кольцо ВЮ было унитарной алгеброй 
над некоторым коммутативным артиновым кольцом А, необходимо 
и достаточно, чтобы кольцо В не содержало ни одной подгруппы 
типа р®. 

(6) То же верно для произвольного кольца В, аддитивная группа 
которого имеет вид (2) из $ 122. 

3. Пусть Р — такое кольцевое свойство, что если идеал кольца |. 
обладает этим свойством, то кольца В и К/Ё одновременно либо обла- 
дают, либо не обладают свойством Р. Доказать, что если Ю — кольцо 
со свойством Р и в то же время — унитарная алгебра над некоторым 
коммутативным кольцом А с единицей, которое также обладает свой- 
ством Р, то В может быть вложено в качестве идеала в некоторое 
кольцо с единицей с сохранением свойства Р. 

4. В формулировке следствия 123.4 «аннулятор» можно заменить 
на «правый аннулятор». 

5. Пусть М — [не обязательно унитарный] модуль над некоторым 
полупростым артиновым кольцом и подмодули модуля М удовлетво- 
ряют условию минимальности. В модуле М выполнено условие макси- 
мальности для подмодулей тогда и только тогда, когда он не содержит 
квазициклических подгрупп. 


$ 124. Аддитивные группы регулярных 
и л-регулярных колец 


Цель настоящего параграфа — изучить аддитивные структуры 
регулярных и обобщенно регулярных колец. До сих пор не известно 
никакой полной характеризации групп, которые служат аддитивными 
группами регулярных колец, однако значительное количество сведе- 
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ний по этому поводу может быть получено. [В этом параграфе мы не 
используем ассоциативность. ] 

Пусть В — регулярное кольцо [в смысле фон Неймана, определе- 
ние см. в $ 112]. Объединение всех квазициклических подгрупп коль- 
ца Р является идеалом в В, умножение в нем тривиально. Следова- 
тельно, для элемента а из этого идеала элемент х 6 В, при котором 
аха = а, существует лишь в случае а = 0. Таким образом, В не содер- 
жит квазициклических подгрупп. Далее, если р* | а, то р?* | аха = а, 
откуда видно, что элемент а Е В либо не делится на простое число р, 
либо делится на все степени числа р. Мы получаем, что регулярные 
кольца без кручения делимы, а р-компоненты Тр» произвольного 
регулярного кольца В являются элементарными р-группами. Будучи 
элементарной, р-компонента выделяется в КЮ прямым слагаемым, 


К = 5 Ф К». (1) 
Более того, (1) — это разложение В как кольца, так как Вр является 
р-делимым: для произвольного элемента $ Е Вр, элемент рб делится 
на р”, а раз ВЮ» не содержит элементов порядка р, то и сам элемент 6 
должен делиться на р. 

Заметим, что если 4 — простое число, отличное от р, то компонен- 
та Та содержится в Вр, и повторное применение разложения (1) дает 
прямую сумму колец 

К=Т»®... ФТЬ, Ф К... (2} 


Здесь р:,..., рь— различные простые числа, и умножения на них 
являются автоморфизмами кольца Во. 
Рассмотрим теперь О =П Вр, очевидно, что это идеал без круче- 
Р 


ния. Тем же способом, что и в доказательстве предложения 112.4, 

можно получить делимость идеала О). Запишем В*=0*ФС, где 

С — редуцированная группа, содержащая Т= ФТ,. Для любого 
р 


простого числа р разложение (1) дает проекцию #›: В -—> Ть, причем 
П Кег=, = ПР,»-=О0. В результате мы получаем, что В/О как кольцо 


р р 

изоморфно прямой сумме колец [тзр»= Тр. Наконец, В/Т — делимое 
кольцо как регулярное кольцо без кручения, и, значит, его сервант- 
ная подгруппа С/Т* также делима. Таким образом, доказана 


Теорема 124.1 (Фукс [6]). Аддитивная группа регулярного кольца 
является прямой суммой некоторой делимой группы без кручения 
и такой редуцированной группы С, что 


тот г. 
р р 
где Тр — элементарные р-группы, а СИТ — делимая группа без кру- 


чения. в 


Неизвестно, какие из групп с указанной аддитивной структурой допускают 
структуру регулярного кольца. Для групп С = Ф Тр или С = ПТр ответ 
Р р 
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положительный: надо взять поля на каждой из групп Тр и на делимой части 
[являющейся группой без кручения]; 


Резко отличаясь от аддитивных групп регулярных колец, аддитив- 
ные группы т-регулярных (т > 2) или л-регулярных [слева или 
справа] колец могут быть произвольными, поскольку нуль-кольца 
обладают нужными свойствами. Ситуация, однако, существенно изме- 
нится, если предположить в т-регулярных ит. п. кольцах существова- 
ние единичного элемента или даже существование левых идеалов 
с единицей. 


ТеорЕмА 124.2 (Фукс и Рангасвами [1]). Пусть $ — [левый] идеал 
в п-регулярном кольце В с единицей 1. Тогда 

1) для любого простого числа р примарная компонента Зр 
кольца З ограниченна и З как кольцо разлагается в прямую сумму 
$ =$5,@р"$ при некотором т > 0; 

2) если Т — периодическая часть кольца 3, то кольцо З/Т делимо. 

В силу л-регулярности кольца Ю имеем (р.1)”х(р.1)”=(р.1)”, 
т. е. р?"х=р".1 при некоторых хЕР и целом числе т >0. Следо- 
вательно, для любого элемента аЕЗ выполняется р?"ха=р”а и, 
значит, элемент р”а делится на р?” в левом идеале, порожденном 
элементом а. Мы заключаем, что р”*$ = р"”$, таким образом, 
кольцо р”$З р-делимо. В частности, если элемент а Зр имеет порядок 
р", то при некотором уЕВ выполняется р”а = р* (уа) =и(р*а) = 0, 
откуда р"Зр=0. Получаем 3'= 5, ФС, где С — некоторая под- 
группа кольца $. Заметим, что группа р”3* = р"С является р-дели- 
мой и деление на р в группе С однозначно. Таким образом, С = р"С 
и $=5$,Фр"$ — прямая сумма в теоретико-кольцевом смысле. Усло- 
вие |) доказано. Для доказательства условия 2) надо лишь заметить, 
что кольцо З/Т является эпиморфным образом любого из р-делимых 
колец р"З. в 

В следующем параграфе мы докажем теорему, из которой будет видно, что 
утверждение, обратное к теореме 124.2, также верно. 


Теорема 124.2 останется верной, если вместо л-регулярности рассмотреть 
какой-либо другой вид обобщенной регулярности. [См. упр. 4.] 


Необходимость условий следующего результата доказывается с по- 
мощью рассуждений, весьма похожих на доказательство теоремы 124.1, 
надо также использовать здесь теорему 124.2. Достаточность условий 
можно получить из теоремы 125.4. 


СледствиЕ 124.3. Группа А служит аддитивной группой некоторого 
л-регулярного кольца, являющегося [левым] идеалом в некотором л-регу- 
лярном кольце с единицей, тогда и только тогда, когда А — прямая 
сумма некоторой делимой группы без кручения и некоторой редуциро- 


ванной группы С, для которой Т = Ф Тр = С = ПТ», где Тр-— 
р р 
ограниченные группы, а С/Т — делимая группа без кручения. 


Предвосхищая теорему 125.4, заметим, что указанную группу 
достаточно снабдить тривиальным умножением. а 
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Упражнения 


1. Группа А служит аддитивной группой некоторого булева кольца 
[т. е. кольца, каждый элемент которого идемпотентен] тогда и только 
тогда, когда А является элементарной 2-группой. 

2. (а) Группа А изоморфна аддитивной группе некоторого нётеро- 
ва слева регулярного кольца тогда и только тогда, когда она является 
прямой суммой конечного числа элементарных р-групп и некоторой 
делимой группы без кручения. 

(6) Получить аналогичный результат для нётеровых слева л-регу- 
лярных колец. 

3. Если группа А служит аддитивной группой некоторого регу- 
лярного кольца, то на группе А существует регулярное кольцо, 
разлагающееся как кольцо в прямую сумму некоторого делимого 
кольца и некоторого редуцированного регулярного кольца. 

4. (а) Показать, что теорема 124.2 дословно переносится на случай 
левого или правого л-регулярного кольца В с единицей. 

(6) Если В есть т-регулярное [слева, справа] кольцо из теоре- 
мы 124.2, то условие 1) выполняется как раз для этого т. 

5. Доказать, что условия теоремы 124.2 выполняются в Л-регу- 
лярном кольце В для левого идеала $, порожденного элементом а, 
как только существует такой идемпотент е Е К, что еа = а. 

6. Аддитивная группа идеала некоторого т-регулярного кольца 
с единицей не обязана быть аддитивной группой произвольного л-регу- 
лярного кольца с единицей. 

7. Как выглядит следствие 124.3, сформулированное для т-регу- 
лярных колец? 

8. Периодическая часть бэровского кольца [см. $ 112, упр. 13] 
является элементарной группой. 


$ 125. Вложения в регулярные 
И л-регулярные кольца с единицей 


С помощью полученных сведений об аддитивных структурах регу- 
лярных и обобщенно регулярных колец мы сможем решить проблему 
вложения кольца в кольцо с единицей с сохранением регулярности 
или л-регулярности. В предлагаемом решении проблемы существен- 
ную роль играет лемма 123.2, при этом мы будем использовать идею, 
ясно выраженную в упр. 3 из$ 123. В течение этого параграфа кольца 
будут считаться ассоциативными. 

Сначала исследуем случай регулярных колец. Мы уделяем им 
особое внимание частично из-за их исключительной важности, частич- 
но потому, что эти кольца можно будет рассмотреть без дополнитель- 
ных предположений. Прежде всего построим коммутативное регуляр- 
ное кольцо М с единицей. Поступим следующим образом. Для каждого 
простого числа р возьмем простое поле Е», характеристики р; пусть 
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=, — единица поля Е р. Образуем Е = [| Е› — коммутативное регу- 
р 
лярное кольцо с единицей = (..., р, ..].). Факторкольцо Е/ ФЕр 
р 


является делимым кольцом без кручения. Сервантная подгруппа этого 
кольца, порожденная смежным классом, содержащим 8,— это неко- 
торое кольцо М/ФЕр, изоморфное полю О. Таким образом, мы полу- 


р 

чили подкольцо М кольца Е, содержащее &, а также содержащее все 

Гр. Кольцо М регулярно: оно содержит регулярное кольцо ® Ер 
р 


в качестве идеала, факторкольцо по которому регулярно. 


ТЕОРЕМА 125.1 (Фукс и Гальперин [1]). Всякое регулярное кольцо 
является унитарной М-алгеброй. 


Пусть В — регулярное кольцо. Определим произведение ца эле- 
ментов СМ иаЕКЮ. Для этого запишем и = (..., Ц», ...), где 
Ир ЕЕь, и заметим, что по построению кольца М существует рацио- 
нальное число ти-* (т, п — целые числа, п = 0), для которого пир == 
== /И 104 р при почти всех простых числах р. Выберем конечное 
множество {р1,..., Ррь} простых чисел, которое содержит все простые 
делители чисел т ил и к тому же простые числа р, для которых пир = 
== т то4 р. Для выбранного множества простых чисел мы получаем 
следующее разложение М как кольца в прямую сумму колец: 


Здесь Ми— такой идеал кольца М, что умножение на простое число 
2:(1=1,...,Е) является автоморфизмом в кольце Мо. Таким обра- 


зом, и=ырм-... Ир, Е №» ГДе рр, ЕР», Ш№ЕМо. В соответствии 
< разложением (1) кольцо КВ имеет разложение (2) из $ 124 и мы 
можем записать а = ар, Е бе -- ар, Е 4%, где ар, Е Тр 40 Е Юо. 


Теперь можно определить произведение 
ца = Ир. @р, +... р Ир, @р» В тп. (2) 


Так как Тр, — векторное пространство над полем Ер, то произведе- 
ние ира», имеет смысл. Поскольку умножение на п является автомор- 


физмом в кольце В., имеет смысл и произведение ти. Естественно, 
мы должны убедиться в том, что произведение иа, определенное фор- 
мулой (2), не изменится, если выбрать большее множество простых 
чисел или записать тл-* в другой форме. Но это сразу же следует из 
того, как мы выбираем простые числа — каждое из и» прир 6 {р1,... 
... ,Рь} должно действовать на ЕЁ › как умножение на тл-*. Мы предо- 
ставляем читателю проверить аксиомы алгебры: ца Е К, в (а + Ь) = 
= ма - и, (и Е м) а = ва - ча, (ру) а = в (ча), в (45) = (ва) 6 = 
—= а (16) и га =а для произвольных и, УЕМ иа, ВЕБ. а 


Теперь легко доказать следующую теорему. 
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ТЕОРЕМА 125.2 (Фукс и Гальперин [1]). Всякое регулярное кольцо 
может быть вложено в качестве идеала в некоторое регулярное кольцо 
с единицей. 


Пусть дано регулярное кольцо ®. Из теоремы 125.1 мы знаем, 
что это унитарная М-алгебра, где М — коммутативное регулярное 
кольпо, определенное выше. Лемма 123.2 дает вложение кольца ЮВ 
в качестве идеала в кольцо Вм. Поскольку оба кольца В и Вм/РВ = М 
регулярны, кольцо Юм также является регулярным. а 


Перейдем к рассмотрению л-регулярных колец. Ключевым момен- 
том в доказательстве теоремы вложения здесь также является доказа- 
тельство существования коммутативного л-регулярного кольца с еди- 
ницей, такого, что данное кольцо является унитарной алгеброй над 
ним. В общем случае такое кольцо не обязано существовать. На самом 
деле условия |) и 2) из теоремы 124.2 необходимы и достаточны для 
существования такого кольца. С другой стороны, эти условия позво- 
ляют нам доказать аналог теоремы 125.1. 


ТЕОРЕМА 125.3 (Фукс и Рангасвами [1]). Пусть В — такое л-регу- 
лярное кольцо, что его р-компоненты Ть ограниченны, а факторкольцо 
Ю/Т (где Т= Ф Т»,) делимо. Тогда существует такое коммутативное 


р 
л-регулярное кольцо М с единицей, что В является унитарной М-алге- 
брой. 


Теперь нам уже не удастся построить универсальное л-регуляр- 
ное кольцо М [как кольцо М из теоремы 125.П|, кольцо М зависит 
от В. Если В имеет лишь конечное число ненулевых р-компонент 
— то в силу их ограниченности мы получаем К =Т», Ф те 


. Ф Т», ФВ. где ЮВ, — делимое кольцо без кручения. Очевидно, 
кольцо М= 7/ (р!) ®... Ф2/ (рь®) Ф О будет искомым, если выбрать 
такие показатели степени [;, чтобы выполнялось ри Тр, = . [Можно 
опустить Я, если В, =0.] 


Если В обладает бесконечным числом ненулевых р-компонент Тр, 
то определим кольцо М следующим образом. Выбрав целые числа [; 


Г. 
так, чтобы р: Тр, = 0, образуем прямое произведение М’ колец 


И/(р ::), единицы которых обозначим через гр. Определим теперь 
М как подкольцо кольца М’, которое содержит прямую сумму колец 
2/(р :1) и при факторизации по этой прямой сумме отображается на 
сервантное подкольцо, изоморфное кольцу О и порожденное смежным 
классом, содержащим единицу 8 == (.".., р, ...). Из того что М — 
коммутативное кольцо, а кольца ® 2/(р!:) и Я л-регулярны, сразу 
следует, что М действительно является л-регулярным кольцом. Произ- 
ведение уа для элементов у Е Миа Е К может быть определено тем же 


способом, что и в формуле (2). При этом используется разложение 
кольца М, аналогичное разложению (1), и соответствующее разложе- 
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ние кольца В [мы выделяем все те р;-компоненты, которые по тем или 
иным причинам являются исключительными]. Следует добавить, что 
благодаря нашим условиям мы можем не только записать В = Ть се 


... Ф Тр ® К, для всякого конечного множества {р., ..., рь} про- 


стых чисел, но и утверждать, что кольцо К. является р;-делимым при 
[ —- 1, ео 9 Ю. й 


Следующая теорема дает полное решение проблемы вложения для 
л-регулярных колец. 


ТЕОРЕМА 125.4 (Фукс и Рангасвами [1]). л-регулярное кольцо Ю 
может быть вложено в качестве идеала в некоторое п-регулярное 
кольцо с единицей в том и только в том случае, когда 


1) для каждого простого числа р примарная компонента Тр коль- 
ца В ограниченна; 
2) для периодической части Т = ФТ, кольца В факторкольцо 
р 


Ю/Т делимо. 


Необходимость условий 1) и 2) следует из теоремы 124.2. Докажем 
достаточность. Пусть В — это л-регулярное кольто, удовлетворяющее 
условиям 1) и 2). Для начала построим кольщо М, как описано в дока- 
зательстве теоремы 125.3, и образуем кольцо Вм в соответствии с лем- 


мой 123.2. Это колью Вм содержит кольо [изоморфное кольку] В 
в качестве идеала, причем В ц/В == М. Доказательство теоремы будет 
завершено, как только мы установим лп-регулярность кольца Внц. 
Для этого нам потребуются дополнительные рассуждения. 

Мы утверждаем, что достаточно доказать, что для любого элемента 
иЕВм существуют целое число т и элемент о Е Км, при которых 
иПо = ии” и итои" — ип ЕЮ. Действительно, в силу л-регулярно- 
сти кольца В мы сможем тогда найти целое число п >> 0 и элемент 
х ЕВ, для которых 


(итоит — ит х(ибоит — ит й = (ипои" — и”, 


откуда получим и”" ши"" (чи" — 1)" = и" (ои" — 1)” при некото- 
ром Ш ЕЮРм. Умножим последнее равенство справа на элемент 
[(си”)"-1 -- (ои”)"- --...- си" - |”. Правая часть станет равной 
и" [(,и”")" — 1". Раскрыв скобки, видим, что теперь в правой части 
каждое слагаемое, за исключением последнего, хотя бы дважды содер- 
жит множителем элемент и””. Таким образом, для некоторого у Е Вм 
мы получаем равенство и"Туи"" = и”". 

Элементы из Вм имеют вид и = (у, а), ге у Е МиаЕК. В силу 
л-регулярности кольца М мы можем найти такое число т >> 0 и такой 
элемент и Е М, что у"иу" = у”. Выбрав и = (в, 0), имеем иу = чи 
и иТои" — ипЕ В. По доказанному выше отсюда следует л-регуляр- 
ность кольца Кн. а 
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Упражнения 


1. Показать, что выбор кольца М из теоремы 125.1 является наи- 
лучшим в следующем смысле. Если М* — какое-нибудь коммутативное 
регулярное кольцо с единицей, над которым всякое регулярное коль- 
цо КВ является унитарной М*-алгеброй, то существует такой сохраняю- 
щий единицу эпиморфизм ф: М* — М, что и*а = ф (и*) а при любых 
и* Е М* иаЕБ. 

2. Пусть М* — регулярное кольцо с единицей, обладающее сохра- 
няющим единицу эпиморфизмом на всякое простое поле, но никакое 
собственное регулярное подкольцо кольца М*, содержащее единицу, 
этим свойством не обладает. Тогда существует указанный эпиморфизм 
кольца М* на кольцо М. 

3. Кольцо М из теоремы 125.3 выбрать для данного кольца В 
наилучшим образом в смысле упр. 1. 

4. (а) Проверить, что условия 1) и 2) из теоремы 125.4 для регу- 
лярных колец ® выполняются автоматически. 

(6) Показать, что артиново кольцо удовлетворяет условиям 1} 
и 2) из теоремы 125.4 в том и только в том случае, когда не содержит 
квазициклических подгрупп. 

5. Пусть В — некоторое м-регулярное кольцо, причем р"Т» = 0 
для всех простых чисел р, где п не зависит от р, а В/Т — делимое 
кольцо. 

(а) Кольцо М из теоремы 125.3 может быть выбрано п-регулярным. 

(6) Кольцо В может быть вложено в качестве идеала в некоторое 
тп-регулярное кольцо с единицей. 

(в) Привести пример, показывающий, что не всякое 1т-регулярное 
кольцо В, удовлетворяющее условиям 1) и 2), может быть вложено 
в качестве идеала в некоторое т-регулярное кольцо с единицей. 

6. Всякое делимое т-регулярное кольцо без кручения является 
идеалом в некотором т-регулярном кольце с единицей. 

7. Показать, что теоремы 125.3 и 125.4 справедливы для случая 
левой [и правой] л-регулярности. 


$ 126. Аддитивные группы нётеровых колец и кольца 
с ограниченным условием минимальности 


Напомним, что кольцо называется нётеровым [слева], если его 
левые идеалы удовлетворяют условию максимальности. Мы получим 
некоторые сведения об аддитивных группах нётеровых колец; полное 
описание будет дано с точностью до случая групп без кручения. 

Рассмотрим сначала нильпотентные кольца. Следующий результат 
двойствен предложению 122.[. 


ПрРедложЕниЕ 126.1] (Селе [15]). Группа А является аддитивной 
группой некоторого нильпотентного нётерова кольца тогда и только 
тогда, когда А — конечно порожденная группа. 
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Пусть В — такое нётерово кольцо, что В” = 0 для некоторого 
Е > 1. Подгруппы, лежащие между В“ и В' (1 = 1, „ЗЕ — 1), 
являются идеалами в кольце В, таким образом, они удовлетворяют 
условию максимальности, или, что то же самое, аддитивные группы 
колец Р’Ю“! являются конечно порожденными. Следовательно, 
и Р* — конечно порожденная группа. 

Обратно, нуль-кольцо на конечно порожденной группе является 
нетеровым. а 


Возвращаясь к общему случаю, сконцентрируем наше внимание 
на периодической части Т нётерова кольца В. Мы знаем, что В [и] — 
идеалы в В при всех п >> 0. Таким образом, среди них найдется макси- 
мальный, скажем, ВЮ [т]. Тогда обязательно Т = В м, тТтТ=0 
и, значит, К* = Т* Ф С, где С — некоторая подгруппа без кручения 
группы Ю®*. Группа С изоморфна аддитивной группе нётерова коль- 
ца Р/Т, таким образом, мы получаем следующий результат: 


Предложение 126.2. Группа А является аддитивной группой неко- 
торого нётерова кольца в том и только в том случае, когда А = Т ФС, 
где Т — ограниченная группа, а С — группа без кручения, допускающая 
некоторую структуру нётерова кольца. 


На ограниченной группе всегда существует нётерово кольцо — это 
сразу следует из леммы 122.3. в 

Ввиду предложения 126.2 при изучении аддитивных групп нёте- 
ровых колец можно ограничиться случаем групп без кручения. Даль- 
нейшее сведение к случаю редуцированных групп без кручения три- 
виально, надо лишь заметить, что на произвольной делимой группе 
без кручения существует нётерово кольцо [а именно поле]. 

К настоящему времени наши сведения о нётеровых кольцах Ю 
на группах без кручения А не выходят за пределы нескольких элемен- 
тарных замечаний. 


А) Для всякого левого идеала [. кольца В имеет место вложение 
п, = Ё при некотором п >> 0. Здесь [+ — сервантная подгруппа, 
порожденная подгруппой |1". 

Это сразу следует из того факта, что в |1,/Ё. должно выполняться 
условие обрыва возрастающих цепей Р-подмодулей, значит, ([.„/1.)* — 
ограниченная группа.! 


Б) Типы элементов из А удовлетворяют условию минимальности. 


Действительно, убывающей цепочке {$ >... >>>... типов 
элементов из Д соответствует возрастающая цепочка А (4) <... 
. С Аф)<... идеалов в В. 


В) Минимальные типы элементов из ДА являются идемпотентными. 
Пусть аЕ А — элемент минимального типа +. Исключив три- 
виальный случай, будем считать, что #52 (0,..., 0, ..). В силу 
п. А) для левого идеала [, порожденного элементом а, подгруппа 
1-П (а>, имеет конечный индекс в группе (а ),. Следовательно, |. 52 
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= (а) и элемент а не лежит в правом аннуляторе кольца ВЮ. Таким 
образом, для некоторого г Е В выполняется 0 == га Е (а),. Мы полу- 
чаем { = ф (га) > +(7), откуда + (7) = и (га). 

В теории коммутативных идеалов наряду с другими условиями 
используется так называемое ограниченное условие минимальности для 
характеризации дедекиндовых областей целостности. Кольца с этим 
условием будут предметом дальнейших рассмотрений в нашем иссле- 
довании аддитивных групп. 

Напомним, что кольцо ВЮ удовлетворяет ограниченному условию 
минимальности, если обычное условие минимальности выполняется 
во всяком факторкольце кольца В по ненулевому идеалу. Мы хотим 
получить некоторые сведения об аддитивных группах таких колец. 

Если кольшо В содержит элементы конечного порядка, то для 
некоторого простого числа р в нем имеется ненулевой идеал В [р] 
и, значит, В/В [р] — артиново кольцо. Из теоремы 122.4 видно, что 
для некоторого целого числа м кольцо т делимо. Таким образом, 
аддитивная группа кольца В должна быть группой вида (2) из $ 122. 
Тем самым установлена справедливость первой части следующей 
теоремы: 


ТЕОРЕМА 126.3 (Фукс [16]). Группа А, обладающая элементами 
конечного порядка, является аддитивной группой некоторого кольца 
с ограниченным условием минимальности тогда и только тогда, когда 
она имеет вид (2) из $ 122. 

Аддитивная группа кольца без кручения с ограниченным условием 
минимальности является однородной группой идемпотентного типа. 


Пусть ® — кольцо без кручения с ограниченным условием мини: 
мальности. Если максимальный делимый идеал кольца ЕЮ отличен 
от нуля, то в силу теоремы 122.4 факторкольцо кольца В по этому 
идеалу является делимым, следовательно, и само кольцо В делимо. 


Пусть В редуцированно. Рассмотрим идеалы вида | = П ри, где 
В. о 
р;: пробегает некоторое бесконечное множество степеней простых 


чисел. Либо |. = 0, либо В/|. — артиново кольцо. Тем самым исклю- 
чается возможность существования в В элементов с характеристиками 
(К, -.-., Юл, ...), ГДе бесконечное число К, — натуральные числа. 
Другими словами, типы всех элементов из Ю являются идемпотентны- 
ми. Более того, если некоторый ненулевой элемент а Е В делится на 
все степени простого числа р, то этим же свойством обладают и осталь- 
ные элементы из В, так как иначе мы получили бы строго убывающую 
цепочку идеалов В > рВ >... > р\В с ненулевым пересечением. 
Однородность группы ЕЮ* теперь очевидна. в 


Остается открытым вопрос, какие из однородных групп без круче- 
ния идемпотентных типов допускают кольца с ограниченным условием 
минимальности 
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Упражнения 


1. Привести пример нётерова кольца В, аддитивная группа кото- 
рого свободна и имеет ранг х,. [Указание: 7 [х].] 

2. Пользуясь методом доказательства леммы 122.3, получить 
нётерово кольцо мощности континуума, аддитивная группа которого 
является группой без кручения, однородна и имеет тип (0,...,0,...). 

3. Аддитивная группа аннулятора произвольного нётерова кольца 
является конечно порожденной. 

4. Пусть В — нётерово кольцо без кручения. Показать, что оно 
содержит такой идеал А, что А* — конечно порожденная группа 
и В/А — нётерово кольцо с нулевым аннулятором. [Указание: взять 
аннулятор А, кольца В, затем аннулятор кольца В/А. ит. д.] 

5. Пусть ® — нётерово кольцо без кручения. 

(а) Если Р — рациональная группа идемпотентного типа и 1 ЕР, 
то группа В* ®Р допускает структуру нётерова кольца $, причем 
естественное отображение а -- а ® | превращает В в подкольшо 
кольца 5. 

(6) О-алгебра на делимой оболочке группы Р*, индуцирующая 
на В его обычную кольцевую структуру, также является нётеровой. 

6. (а) Всякое нётерово кольшо может быть вложено в качестве 
идеала в некоторое нётерово кольцо с единицей. 

(6) Существует вложение указанного рода, при котором сохра- 
няется отсутствие элементов конечного порядка и однородность. 

7. Группа без кручения ранга | является аддитивной группой неко- 
торого кольца с ограниченным условием минимальности в том и только 
в том случае, когда она имеет идемпотентный тип. 

8. Привести пример однородной группы без кручения идемпотент- 
ного типа, которая не является аддитивной группой никакого кольца 
с ограниченным условием минимальности. [Указание: показать, что 
группа из примера 8 в 6 88 является нильгруппой. | 

9. Пусть ® — кольцо с ограниченным условием минимальности, 
имеющее элементы конечного порядка. Произвольный левый идеал 
кольца ВЮ обладает аддитивной группой вида (2) из $ 122. 


Замечания 


Проблема определения кольцевых структур на аддитивной группе была 
поставлена Бьюмонтом [2], который рассматривал кольца на прямых суммах 
циклических групп. Приблизительно в то же время Селе [3] исследовал кольца 
с нулевым умножением, Редей и Селе [1], а также Бьюмонт и Цукерман [1] 
описали кольца на подгруппах группы рациональных чисел. Более систематиче- 
ское изучение построения колец на группе впервые было проведено в работе 
Фукса [6], здесь была выявлена фундаментальная роль базисных подгрупп. 
Бьюмонт и Пирс [3], [5] получили более удовлетворительные результаты для 
групп без кручения конечного ранга. В их работах был установлен интересный 
аналог основной теоремы Веддербёрна о конечномерных алгебрах. 

Лишь двадцать лет назад стало ясно, что аддитивная группа кольца может 
дать некоторую интересную информацию о самом кольце. Программа система- 
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тического исследования аддитивных структур колец была сформулирована Селе, 
который начал рассмотрение с нильпотентных колец [15]. Преждевременная 
смерть помешала ему закончить изучение аддитивных групп артиновых колец, 
его работа по этому вопросу была завершена автором; см. Селеи Фукс [1]. Теоре- 
ма 122.4 дает хорошее описание аддитивных групп артиновых колец [о другом 
подходе см. Кег{6$2 А., Уог|езипвеп @Бег АгИпзсНе В шее, АКадёп!а! К1а@0, 
Видарез+, 1968]. Результаты о регулярных и л-регулярных кольцах уже не так 
хороши [Фукс [16], Фукс и Рангасвами [1]] 

Было бы серьезной ошибкой ожидать слишком многого от изучения аддитив- 
ных структур колец постольку, поскольку речь идет о теории колец. Во многих 
важных случаях аддитивные структуры слишком тривиальны [например, дели- 
мые группы без кручения или элементарные р-группы], чтобы дать какую-нибудь 
содержательную информацию о кольцевой структуре. Это особенно относится 
к группам без кручения. В этом случае тесная связь между аддитивной и муль- 
типликативной структурами может существовать, только если строение аддитив- 
ной группы достаточно сложно. Следует помнить, однако, что, даже если адди- 
тивная группа легко описывается, возникает ряд весьма интересных вопросов. 


Например, не известно никакого несчетного нётерова кольца, аддитивная группа 
которого свободна. 


Проблема 93. Какие группы допускают кольцевую структу- 


ру, единственные идеалы в которой — это идеалы, описанные в теоре- 
ме 117.2? 


Проблема 94. Исследовать «абсолютные» аннуляторы, «абсо- 
лютные» радикалы Джекобсона и т. д. для группы А. [Под абсолютным 
аннулятором мы подразумеваем множество элементов из А, лежащих 
в аннуляторе всякого кольца на группе А.] 


Проблема 95. Дать обзор колец на сильно неразложимых 
группах без кручения конечного ранга. 


Проблема 96. Охарактеризовать аддитивные группы регу- 
лярных колец, локальных колец, и т. д. 


Проблема 97. Существуют ли нётеровы кольца со свободны- 
ми аддитивными группами болыших мощностей? 





Глава ХУШ 
ГРУППЫ ОБРАТИМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ В КОЛЬЦАХ 


Важной областью применения абелевых групп является теория мультипли- 
кативных групп полей или, более общо, групп обратимых элементов в коммута- 
тивных и ассоциативных кольцах с единицей. [В этой главе все встречающиеся 
кольца мы будем предполагать ассоциативными и коммутативными.] 

До последнего времени этой области уделялось довольно мало внимания. 
В наших исследованиях мы в основном займемся двумя аспектами теории: полу- 
чением информации о мультипликативных группах специальных полей и груп- 
пах обратимых элементов в некоторых кольцах и нахождением условий на груп- 
пу, при которых она является группой обратимых элементов подходящего 
кольца. 

Мы собираемся охарактеризовать мультипликативные группы простых 
полей и их конечных алгебраических расширений, алгебраически и вещественно 
замкнутых полей и полей р-адических чисел. Что касается групп обратимых 
элементов, то мы здесь в общем случае можем сделать только некоторые замеча- 
ния. Будет сравнительно легко проверить, что для любой группы А группа 
2 (2) ХА является группой обратимых элементов некоторого кольцаь 


$ 127. Мультипликативные группы полей 


Изучение мультипликативных групп обратимых элементов мы 
начнем с важного частного случая, когда кольцо является полем. 
Естественно было бы ожидать, что основную роль в строении мульти- 
пликативной группы поля будет играть характеристика этого поля. 
Однако, как мы узнаем, здесь до сих пор были обнаружены лишь не- 
значительные различия, за исключением случая абсолютных алге- 
браических расширений. 

С этого момента мы будем рассматривать только поля. Мультипли- 
кативную группу поля К будем обозначать через К”; как множество 
Кх = К \ 0. По понятным причинам в группе К” мы будем при- 
держиваться мультипликативной записи. Таким образом, | будет 
нейтральным элементом этой группы, а символ Х будет обозначать 
ограниченные прямые произведения '). 

Нетрудно описать периодическую часть группы К^. 


ТЕОРЕМА 127.1. Периодическая группа изоморфна периодической 
части группы Кх для некоторого поля К характеристики О тогда 
и только тогда, когда она изоморфна подгруппе группы 09/7, имеющей 
нетривиальную 2-компоненту. 


1) Это соответствует прямым суммам при аддитивной записи.— Прим. 
перев. 
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Пусть ИСК” — такой элемент, что и? = 1 при некотором про- 
стом числе р. Уравнение х? — | = 0 не может иметь больше р раз- 
личных корней ни в каком поле. Поэтому порядок цоколя р-компо- 
ненты группы К” не превосходит р. Из теоремы 25.1 следует, что 
р-компонента группы К” — коциклическая группа. Таким образом, 
изоморфизм периодической части Т группы К” с некоторой подгруп- 
пой группы О/Й очевиден. Так как —1 Е К*, группа Т содержит эле- 
мент порядка 2. 

Пусть Т — подгруппа группы @/2, имеющая нетривиальную 
2-компоненту. Представим группу Т как мультипликативную группу 
комплексных корней из единицы и выберем конечную или бесконеч- 
ную возрастающую цепочку циклических групп (6») четных поряд- 
ков т‚, объединение которой совпадает с Т. Возьмем в качестве К 
объединение башни О (5,) =... = О (5,) =..., где О (5,) — под- 
поле поля комплексных чисел, порожденное полем @ и элементом 6». 
По построению периодическая часть группы К” содержит Т. Так как 
периодическая часть группы К” равна объединению периодических 
частей групп О (б»)*, то мы получим обратное включение, если сможем 
показать, что периодическая часть группы О (5,)” совпадает с (5, ›. 
Но это простое следствие того, что степень поля @ (5,) над О задается 
функцией Эйлера ф (т,), а при четном ть степень относительно @ 
первообразного корня я-й степени из единицы, где т» делит п, не пре- 
восходит ф (т»‚) только при п = т. в 


Если периодическая часть имеет тривиальную 2-компоненту, 
положение сложнее. Прежде всего заметим, что если К — поле харак- 
теристики р, то | — единственный корень уравнения ХР — | = 
—= (х — 1)? =0, т.е. группа К” имеет единичную р-компоненту. 
В результате периодическая группа с тривиальной 2-компонентой 
может быть периодической частью мультипликативной группы поля 
только в случае поля характеристики 2. Подробнее см. в упр. 4. 


Обратимся теперь к наиболее важным классам полей и попытаемся 
определить их мультипликативную структуру. 


1. Простые поля. Это поля О и Е, =7/(р) для каждого простого 
числа р. 

Основная теорема арифметики утверждает, что всякое отличное 
от нуля рациональное число может быть однозначно представлено 


А А 
в виде р: ...рг, где р; — различные простые числа, а №; 5-0 — 
целые числа. Отсюда получаем 


0 =(—1)ЖХ (р) = 2(2)х ХР, 
р Хо 


где р пробегает все простые числа [следует помнить, что теперь (р) — 
мультипликативная группа, порожденная числом р, т.е. группа, 


состоящая из всех чисел вида р” (Е 7)]. 
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Если р — простое число, то из существования первообразных 
т х 
корней по модулю р следует, что Е’ — циклическая группа: 


Рр=2(р—1). 


2. Конечные алгеб раические расширения простых полей. Описывая 
строение группы К” для конечного алгебраического расширения К 
поля Ц, мы будем использовать два стандартных результата из теории 
алгебраических чисел. 


Во-первых, основная теорема теории идеалов утверждает, что если ® — коль- 
цо целых алгебраических чисел из К, то всякий целый и всякий дробный идеал 
А == 0 кольца КВ совпадает с однозначно определенным произведением простых 


идеалов Р;, т. е. А = РА! и РА», где А; == О — целые числа. Следовательно, 
ненулевые идеалы образуют свободную группу относительно умножения. 
Второй результат — это теорема Дирихле об обратимых элементах: муль- 
типликативная группа обратимых элементов в кольце К является прямым про- 
изведением конечной циклической группы и г, -- г, — 1 бесконечных цикличе- 
ских групп. Здесь г: — число действительных корней, а г. — число пар ком- 
плексно сопряженных корней определяющего поле К уравнения над О; 


Ясно, что два элемента а, 6 из К” порождают один и тот же (может 
быть, дробный) идеал тогда и только тогда, когда их частное аб" — 
обратимый элемент в кольце К целых алгебраических чисел из К. 
Следовательно, отображение ф: а -> Ва — гомоморфизм мультиплика- 
тивной группы К” в группу идеалов, причем Кег ф — это группа 
( обратимых элементов кольца ЮВ. Отсюда следует, что группа К*/И 
изоморфна подгруппе мультипликативной группы ненулевых идеалов 
кольца В, т. е. является свободной группой. Легко проверить [напри- 
мер, посмотрев на рациональные числа], что К“/И имеет счетный ранг. 
В силу теоремы 14.4 группа К” изоморфна прямому произведению 
группы И и счетного числа групп 2, т. е. К* = 2 (т) х ХА. Здесь 

мо 


т — четное число, так как —1ТЕК^. 

Положение коренным образом меняется в случае, когда характе- 
ристика — простое число. Конечное алгебраическое расширение К 
поля Е, имеющее степень п, является полем Галуа, состоящим из 
р” элементов. Следовательно, К“ — циклическая группа порядка 
р" — 1. Этим мы доказали первую часть следующей теоремы: 


ТЕОРЕМА 127.2 (Сколем [1]). Мультипликативная группа конечного 
алгебраического расширения К простого поля имеет вид 


К* = 7 (т) Х ХИ (т — четное число) (1) 
Хо 


или 
Кей (р — 1) (2) 


в зависимости от того, равна характеристика поля К нулю или про- 
стому числу р. 

Обратно, всякая группа вида (1) или (2) изоморфна мультиплика- 
тивной группе некоторого конечного алгебраического расширения К 
простого поля. 
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Чтобы доказать вторую часть теоремы, заметим, что в силу суще- 
ствования поля Галуа любого порядка, равного степени простого 
числа, в случае групп вида (2) нужное утверждение получается сразу. 
Для его доказательства в случае групп вида (1) достаточно заметить, 
что при доказательстве теоремы 127.1 было показано, что если & — 
комплексный первообразный корень 771-й степени из |, где м — четное 
число, то периодическая часть группы @ (5)”^ изоморфна 1 (т). а 


3. Алгебраически замкнутые поля. В алгебраически замкнутом 
поле А уравнение х? — а = 0 имеет решение при любом а Е А и любом 
простом числер. Следовательно, А” — делимая группа, т. е. прямое 
произведение групп, изоморфных @ или 1 (р®). В силу теоремы 127.1 
для любого простого числа р слагаемых вида 2 (р®) может быть не 
бсльше одного. 

Если поле А имеет нулевую характеристику, то всякий круговой 
многочлен распадается над А на линейные множители. Поэтому при 
всяком И поле А содержит в точности п корней п-й степени из еди- 
ницы. Это означает, что АХ содержит подгруппу, изоморфную 0/Й. 
Если поле А имеет простую характеристику р, то, как было замечено 
раньше, р-компонента группы А” тривиальна, но для остальных ком- 
понент имеет место то же, что выше. Так как алгебраическое замыка- 
ние любого поля бесконечной мощности и имеет также ‘мощность и, 
то справедлива 


ТЕОРЕМА 127.3. Группа изоморфна мультипликативной группе 
алгебраически замкнутого поля тогда и только тогда, когда она 
имеет вид 


0/7 Хх ХО или 'Х72(0)х хо 
и Ф;-Р п 


в зависимости от того, равна характеристика нулю или простому 
числу р. Здесь и — любое бесконечное кардинальное число или (но 
только во втором случае) и = 0. а 


4. Вещественно замкнутые поля. Вещественно замкнутое поле В 
[т. е. поле, которое может быть линейно упорядочено, но никакое 
собственное алгебраическое расширение которого не допускает линей- 
ного упорядочивания| имеет характеристику 0. Если & — первообраз- 
ный корень л-й степени из единицы в алгебраическом замыкании А 
поля В, то при п =22 

ГР... бе Тео, Ч... ро 

“ оф и 2—1 —\ офо —= ) 
и, так как в линейно упорядоченном поле —1 не может быть суммой 
квадратов, 6 & В. Следовательно, 1 — это все корни из единицы, 
лежащие в В. Из теории вещественно замкнутых полей хорошо изве- 


стно, что А =В (ИТ) — квадратичное расширение поля В. Следо- 
вательно, все многочлены х? —а (аЕВ), где р — нечетное простое 
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число, приводимы и должны иметь неприводимые множители первой 
степени. Другими словами, для нечетных простых чисел р в поле В 
возможно извлечение корня р-й степени. Что касается квадратных 
корней, то известно, что В допускает линейный порядок, при котором 
положительные элементы являются полными квадратами, Т.е. для 
любого элемента а Е В или из а, или из —а можно извлечь квадратный 
корень, оставаясь в поле В. Полученные факты собраны в следующей 
теореме: 


ТекоРЕмА 127.4 (Фукс [16]). Группа изоморфна мультипликативной 
группе вещественно замкнутого поля тогда и только тогда, когда она 
имеет вид 


7(2) хХхО, 
и 


где п — бесконечное кардинальное число. щ 


5. Поля р-адических чисел. Теперь найдем мультипликативные 
группы полей р-адических чисел. Так как каждое отличное от нуля 
р-адическое число однозначно можно записать в виде р"л, где Ё — 
целое число, а л — некоторая р-адическая единица, то ясно, что нуж- 
ная нам группа — прямое произведение Й Хх Иь, где Ир — группа 
обратимых элементов в кольце О%. 

Рассмотрим полную приведенную систему ненулевых ‚ вычетов 
НИ 42. по модулю р. В силу сравнения Ферма Ёй "7? == 1, 
т.е.  =й то4р” для любого №1. Поэтому последовательность 
д" Г 1,...) сходится к р-адической единице 8;. Из в; == 
= то4 р**! получаем =27* = (й )Р-1 == | то4 р**1. Таким образом, 

= при ] =1,..., р—1, из, ..., ар — различные корни (р—1)-й 
степени из единицы. Они образуют подгруппу Ер группы Ир, кото- 
рая должна быть циклической в силу существования первообразного 
корня по модулю р. Очевидно, что каждый элемент дЕОр может 
быть однозначно представлен в виде л=ехо при некотором &; Е Бр 
и некотором оЕ(р, где о=1 то4 р. Элементы из Ир, сравнимые 
с единицей по модулю р, образуют в Ир подгруппу Ур. Из сказан- 
ного выше следует, что Ир =Ёрх Ур. 

Чтобы определить строение группы Ур, рассмотрим сначала нечет- 
ные простые числа р. В этом случае существует первообразный корень $ 
по модулю р, являющийся первообразным корнем по модулю ‚р при 
любом целом А >> 1. Если положить / = #-1, то [" == | то4 р" будет 
эквивалентно тому, что р"! делит т. Это показывает, что при всяком 
л ЕТУ, и любом р” (Е > 1) существует такое однозначно определенное 
число $1, ЧТО 0 > 1 и [1 = л под р^. В силу того 
ЧТО $1 2= 5, 10 ХА, последовательность чисел 5» сходится к такому 


целому р-адическому числу 0, что од == $» то р". Формально мы 
можем написать л = [5. Непосредственно проверяется, что равенства 
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о 01-0 
л, = ил, = [2 влекут за собой пал. = [| 1°?. Обратно, если дано 


произвольное целое р-адическое число в = го + пар -[ г.р... 
2 
(: Е 7), то последовательность Г, Гор, орт"... сходится 


к такому целому р-адическому числу л, что л = | тодрил = Г. 
Теперь мы можем утверждать, что группа И» изоморфна аддитивной 
группе У», откуда Ир» = 2 (р— ПХ). 

Если р == 2, то число [ = 5 обладает тем свойством, что сравне- 
ние [" == | то4 9* эквивалентно тому, что 2*-? делит 71. Между эле- 
ментами подгруппы У. группы У., состоящей из всех л Е И., сравни- 
мых с |1 по модулю 4, и целыми 2-адическими числами можно устано- 
вить такое же «логарифмическое» соответствие, как и выше. Так как 
У, =У. Хх (—1), то окончательно имеем 


ТЕОРЕМА 127.5 (Гензель). Мильтипликативная группа поля р-ади- 
ческих чисел изоморфна прямому произведению 


Хх (р— ХУ, 
при рези 
2х2 (2) Хх Ф 
при р=2. а 
Упражнения 


1. Показать, что аддитивная группа поля не может быть изоморф- 
ной его мультипликативной группе. 

2. Конечная группа изоморфна мультипликативной группе поля 
тогда и только тогда, когда она — циклическая группа порядка р" — 1 
для некоторого простого числа р и целого числа п >> 1. 

3. Конечная группа служит периодической частью группы К» 
для некоторого поля К тогда и только тогда, когда она циклическая, 
а ее порядок — или четное число, или число вида 2"— 1, гдей — неко- 
торое натуральное число. 

4. (а) Если подгруппа группы 0/0, имеющая тривиальную 2-ком- 
поненту, является периодической частью группы [-^ для некоторого 
поля [, то она изоморфна группе К” для некоторого подполя К 
поля (|. 

(6) Подгруппа Т группы @/й, имеющая тривиальную 2-компонен- 
ту, служит мультипликативной группой некоторого поля тогда и толь- 
ко тогда, когда Т — объединение возрастающей последовательности 
циклических групп, порядки которых имеют вид 2" — |. 

5 (Чарин [1]). Мультипликативная группа алгебраических чисел 
степени не больше п, где п фиксировано, является прямым произведе- 
нием циклических групп. [Указание: подгруппы с фиксированным 
числом образующих удовлетворяют условию максимальности.] 

6* (Шенкман [1]). Пусть М — алгебраическое расигирение поля Ц, 
порожденное всеми алгебраическими числами степени не больше п, 
где и фиксировано. Тогда М” — прямое произведение циклических 
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групи. [Указание: М не содержит корней 1-й степени из 1 при т >> 4п!; 
использовать теорему 19.1.] 

7. Если К — поле, замкнутое относительно извлечения корней, 
то его мультипликативная группа К” изоморфна одной из групп, 
о которых говорится в теореме 127.3. 

8. (а) Чтобы поле К простой характеристики р было совершенным 
[т. е. чтобы неприводимые многочлены над К имели простые корни], 
необходимо и достаточно, чтобы группа К” была р-делимой. 

(6) Доказать с помощью этого утверждения, что алгебраические 
расширения поля Е, совершенны. [Указание: см. теорему 127.2.] 

9. Если элемент х трансцендентен над полем К, то мультипликатив- 
ная группа поля К (х) является прямым произведением группы К^ 
и тах (|К |, *) групп, изоморфных группе 7. [Указание: исполь- 
зовать однозначную разложимость на множители в К [х].] 
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В любом ассоциативном кольце ЮВ с единицей | элементы, для 
которых существуют (двусторонние) обратные по умножению относи- 
тельно |, образуют группу по умножению. Мы будем называть ее 
группой обратимых элементов кольца В и обозначать через И (В). 
Мы собираемся исследовать группы И (В) в коммутативном случае. 
Заметим, что если группа И (В) коммутативна, то подкольцо КЮ” 
кольца Ю, порожденное множеством И (В), также коммутативно, 
а ПО (Р’) = ( (В). По этой причине, изучая коммутативные группы 
обратимых элементов, мы ограничимся рассмотрением ассоциативных 
и коммутативных колец с единицей. [Но такая редукция невозможна, 
если ыы только кольца с определенным кольцевым свой- 
ством. 


Пример 1. Обратимыми элементами в кольце В = 7/(р№), где р — 
простое, а & — натуральное числа, очевидно, являются смежные классы, опре- 
деляемые числами, взаимно простыми с р. Следовательно, И (В) == 2 (рЁ — р№`"). 
Любой первообразный корень по модулю р№ можно взять в качестве образую- 
щего. 


Пример 2. Обратимые элементы в кольце О% целых р-адических чисел 
были описаны при доказательстве теоремы 127.5. Мы получили: 
И (9%) = 2 (р ЖУТЬ 
при р=2и 
0(98) = 2 (2) Х У». 


Пример 3. Если В — кольцо целых алгебраических чисел из конечного 
алгебраического расширения поля @, то по теореме Дирихле об обратимых 
элементах 0 (ЮР) является прямым произведением конечной циклической группы 
и конечного числа бесконечных циклических групп. 


Прежде чем перечислить некоторые полезные факты, касающиеся 
групп обратимых элементов, мы еще раз напомним: все встречающиеся 
кольца ассоциативны, коммутативны и имеют единицу |, даже если 
это особо не оговорено. 
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А) Если 3 — такое подкольто кольца В, что 1 65, то 0 ($) — 
подгруппа группы И (В). Всякий кольцевой гомоморфизм В — Т, 
сохраняющий единицу, индуцирует гомоморфизм групп И (В) — 


— И (Т). 


Б) Группа обратимых элементов декартова произведения ЦВ; 
колец является декартовым произведением групп обратимых элемен- 
тов ПЮ (Р;). В самом деле, элемент (..., и, ...) 6 Ц ®; обратим 
в том и только в том случае, когда каждый элемент и; обратим в К.:. 
В частности, для конечных прямых сумм имеем 


И(К 9... ФВ) =( (Вх... ХИ (В». 


В) Для кольца многочленов В [..., х,, ...| над коммутативной 
областью целостности В с коммутирующими переменными х; (ГЕ Г) 
выполняется равенство 


И(В[....хь...) =0(®). 


В самом деле, в кольце многочленов только константа может быть 
обратимым элементом. 


Г) В колье формальных степенных рядов ® [х]] степенные ряды 
вида Г ах... - сх"... (С, ЕВ) являются обратимыми 
элементами. Они образуют подгруппу Е группы И (В [х])). Нетрудно 
проверить, что элементы из И (В [х]]), где В — коммутативная 
область целостности, — это в точности элементы вида ир, где и Е 0 (В), 
ЕЁ. Следовательно, 


И (В [^1) = Ц (В) хЕ. 


Д) Пусть В — коммутативное кольцо с единицей, а э — мульти- 
пликативная подполугруппа в В, состоящая лишь из неделителей 
нуля. Пусть @ — группа частных полугруппы 5. Для кольца Вх 
частных кольца В относительно 5 имеем 


О (Вз) = (И (В) хв)/Н, 


где Н — подгруппа, состоящая из всех элементов (и, и7'), где иЕ 


ЕЙ (К) П С. 


Е) Пусть А — унитарный Ю-модуль над коммутативным коль- 
цом В, и пусть В (А) состоит из всех пар (г, а), гдег Е В, а СА, причем 
заданы следующие правила действий: 


(ау ($5) = (фз аз+ь 


(’, а) ($, 6) = (7$, г -+ за) 


для всех г, 5 ЕК иа, БВ ЕА. Тогда РВ (А) — кольцо с единицей (1, 0), 
где условие г Е 0 (В) необходимо и достаточно для того, чтобы эле- 
мент (г, а) был обратимым в РВ (А). Из (г, а) = (г, 0) (1, га) следует, 
что 0 (В (4)) = 0 (В) ХА. 
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Ж.) Особенно интересна роль, которую играет радикал Джекоб- 
сона 3 кольца В в вопросе о группе обратимых элементов этого кольца. 
При любом а 4 имеем [ - а 0 (Ю). Если рассматривать Ч как 
группу относительно операции ао =а- В -- аб, то соответствие 


6: а -> 1 4аеЕИ(В) @6 


будет изоморфизмом между группой (4, °) и некоторой подгруппой 
группы ПО (В), которую можно обозначить через 1 + 4. Кроме того, 
$ индуцирует изоморфизм между группой (К, °) и подгруппой 1 -- К 
для всякого идеала К кольца К, лежащего в 4. Используя это замеча- 
ние, мы можем доказать следующее утверждение: 


3) Пусть В — ассоциативное и коммутативное кольцо с [и К — 
идеал кольца К, лежащий в его радикале Джекобсона 4. Тогда 


а) если смежный класс а -- К содержит элемент, обратимый в коль- 
це РВ, то каждый элемент из а -- К обратим в В; 

6) обратимые элементы в кольце В/К — это смежные классы 
и-- К, где иЕВ — элементы, обратимые в кольце В, причем 


И (К/К) = И (В) + К). 


Если и — обратимый элемент в кольце В и хЕК, то и"хЕК 
влечет за собой (1 -- и-'х) (1 -- 5) = 1 для некоторого Ь Е В. Отсюда 
(их) (ит - Би") =1, значит, и + хЕи-Р К — обратимый эле- 
мент в В, и утверждение а) доказано. Докажем утверждение 6). Ясно, 
что и -> и-- К —гомоморфное отображение группы И (РВ) в 0 (В/К), 
ядро которого совпадает с | -- К. Это отображение — эпиморфизм, 
так как если а-- К — обратимый элемент в В/К, т.е. а К) х 
х 6 -+ К) = 1 - К при некотором 6 Е В, то из включения аб Е 1-- 
-- Квсилу а) следует, что аб, а значит, и а — обратимый элемент в В. 

В частном случае, когда К? = 0, операция о в К совпадает со сложе- 
нием, и мы видим, что О (В) содержит подгруппу, изоморфную груп- 

пе К*. 


Упражнения 


1. Пусть ф: В — $ — кольцевой гомоморфизм и $ф| = 1. Тогда 
ФИГ О (ЮР): Ц (В) — (И ($) — групповой гомоморфизм с ядром И (В) П 
П (1 - Кег 9). , 

2. Если {В; (Е Г); 1} — прямой спектр колец В;, где ото- 
бражения л; сохраняют единичные элементы, то 


И (ИтВ) = ити (В). 
—> —> 


3. Группа обратимых элементов факторкольца Цви ФВ; изо- 
морфна факторгруппе декартова произведения групп обратимых эле- 
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ментов И (В;) по (ограниченному) прямому произведению Х И (К;) 


этих групп. 
4. Периодическое кольцо В с единицей имеет лишь конечное число 
р-компонент Кр, ..., Кр», и удовлетворяет условию 


И (В) =Ч( (К) Хх... ХО (ВЬ,). 


5. Пусть В — подкольщшо поля алгебраических чисел, имеющего 
конечную степень над О. Тогда 0 (В) — прямое произведение цикли- 
ческих групп. 

6. Распространить утверждение Д) на случай, когда 065, но 
$ содержит делители нуля. 

7. Для идеала К кольца В утверждение а) из пункта 3) справед- 
ливо тогда и только тогда, когда К содержится в радикале Джекобсо- 
на Ч кольца В. 

8. Пусть Ч — радикал Джекобсона кольца В и К, [| — такие 
идеалы в В, что 4 > К > | 5 К?. Тогда аддитивная группа коль- 
ца К/Ё изоморфна мультипликативной группе (1 -- К)/(1 -+ 1.) [соот- 
ветствующее отображение: х -+ |. — (1-х) (1-Е). 
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Перейдем к проблеме описания (абелевых) групп, которые могут 
быть группами обратимых элементов в кольце. Мы дадим обзор основ- 
ных результатов, которые здесь были получены. Важно заметить, что 
мы не будем налагать никаких ограничений на кольца, кроме ассоциа- 
тивности, коммутативности и наличия единицы. 

Легко видеть, что всякую группу А [мы продолжаем пользоваться 
мультипликативной записью] можно по крайней мере вложить в груп- 
пу обратимых элементов некоторого кольца. В самом деле, в групповом 
кольце ХА группы А с целыми коэффициентами базисные элементы 
аЕ А, очевидно, обратимы. Примечательно, что каноническое вложе- 
ние х: А — ((ГА), где каждому элементу а Е А соответствует он сам, 
обладает свойством «универсальности»: если ® — любое кольцо с еди- 
ницей и Л: А —- 0 (В) — произвольный гомоморфизм, то существует 
сохраняющий единицу кольцевой гомоморфизм 1р: ХА -— В, для кото- 
рого фх = Л. Приводимая ниже коммутативная диаграмма наглядно 
показывает, как здесь обстоит дело: 


АРА 
у г 


| 


Для доказательства достаточно заметить, что существует одна и только 
одна возможность распространить А на ХА, именно 14 (» п;а;) = 
= № п\ (а). Однако в общем случае группа И (ГА) больше, чем А. 
Действительно, существуют группы [например, циклическая группа 
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порядка 5], которые не могут быть группами обратимых элементов 
ни в каких кольцах. 

Мы докажем, что группы определенных типов обязательно являют- 
ся группами обратимых элементов некоторых колец. 

Следующая теорема крайне проста, но она почти решает всю 
проблему. 


ТЕОРЕМА 129.1. Для любой группы А существует кольцо, группа 
обратимых элементов которого изоморфна 2 (2) ХА. 


Вспомним пункт Е) из$ 128 и используем заданную нам группу А 
и кольцо В = 0 для построения нужного кольца. в 


Довольно тонкая проблема — освободиться от множителя А (2). 
Трудность, естественно, заключается в том, что —1[ всегда является 
элементом порядка 2 в группе ИП (В), кроме случая, когда —[ = 1, 
т.е. 2В = 0. 

Для начала нам потребуется следующая лемма, обобщающая один 
результат Кона [2]. 


Лемма 129.2. Пусть Ц — группа обратимых элементов некоторой 
коммутативной области целостности, и пусть А — группа, содержа- 
щая И и такая, что АИ — группа без кручения. Тогда группа А также 
является группой обратимых элементов некоторой области целост- 
ности. 


Как в $ 49, выберем представитель а, Е А в каждом смежном клас- 
сес, й,...ЕА/И, причем в смежном классе И выберем в качестве 
представителя 1. Рассмотрим соответствующую систему факторов 
{и‹. ь} = И, заданную соотношениями 


ааь = и, ва для всех в, ПЕАГО. (1) 


Пусть В — область целостности и ПО (В) = 0. Обозначим через $ 
алгебру над ЕВ с базисом {а„}:ел/и, где базисные элементы пере- 
множаются по формулам (1), причем элементы их, к теперь считаются 
принадлежащими области коэффициентов КЮ. Так как элементы ид, ь 
взяты из группы А, для них выполнены условия ассоциативности 
и коммутативности. Это гарантирует нам, что $ действительно является 
ассоциативной и коммутативной унитарной Р-алгеброй с единицей. 
Кроме того, кратные ца, базисных элементов а; (где и Е Ц) образуют 
подгруппу группы О ($), очевидно, изоморфную группе А (изомор- 
физм канонический). 

Нам нужно только показать, что $ — область целостности и что 
(($) не содержит элементов, отличных от элементов ица,. Напомним, 
что всякая абелева группа без кручения, в частности наша группа 
А/Х, допускает линейное упорядочивание, при котором < й, в’ 1’ 
влечет за собой оо’ < ИА’. Выберем произвольный, но фиксированный 
линейный порядок на 4А// и запишем ненулевые элементы 66$ 
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т 
в виде в = > 5:ав где $; == 0 — элементы из В, а ар. — элементы 
. 4 7 


1— 


из выбранной выше системы представителей, причем 54 <... < 0%. 


Если т= Я Ёаь,Е 5, где #, == 0— элементы из Вий <... <, 
а 


то, очевидно, базисный элемент а». имеет наименьший, а базисный 
элемент а; „к, — наибольший индекс среди тех, которые встречаются 


в произведении от, причем коэффициентами при этих элементах служат 
соответственно элементы 54, м И бити, в. Эти коэффициенты 


отличны от нуля, так как В — область целостности. Отсюда видно, 
что от=5Ё0, если о=5Е0 и т=Е0, и что от=| только в случае, когда 
541 =9тЙп, Т. е. т=1==п и, кроме того, $4, & — обратимые эле- 
менты в В. в 


Теперь мы можем доказать следующий результат, касающийся 
групп обратимых элементов. 


ТЕОРЕМА 129.3. Всякая группа без кручения является группой обра- 
пимых элементов некоторой области целостности [характеристики 2]. 


Тривиальная группа {1) является группой обратимых элементов 
поля Е 2, и наше утверждение непосредственно следует из леммы 129.2. в 


Наши предыдущие замечания показывают, что группы обратимых 
элементов, не содержащие элементов порядка 2, являются в некотором 
смысле исключительными. Это приводит к такому вопросу: что можно 
вывести только из предположения, что 2-компонента группы И (В) 
тривиальна? Некоторую информацию можно получить из следующего 
результата. 


ПредложеЕНИЕ 129.4. Пусть В — коммутативное и ассоциативное 
кольцо с 1. Группа обратимых элементов И (В) имеет тривиальную 
2-компоненту тогда и только тогда, когда В — подпрямая сумма 
областей целостности характеристики 2. 


Если 2-компонента группы И (К) тривиальна, то —1 = Ти КВ — 
алгебра над полем Е о. Если а* = 0 для некоторого а Е В, то (1 -+ а)? = 
—= | в ВЮ, откуда |1 - а = 1 иа = 0. Следовательно, в кольце В нет 
нильпотентных элементов. В силу хорошо известного результата 
теории колец В — подпрямая сумма областей целостности, которые 
в рассматриваемом случае имеют характеристику 2. 

Обратно, в любой области целостности характеристики 2, а значит, 
и в подпрямой сумме таких областей целостности 1 — единственное 
значение корня квадратного из 1. щ 


Временно ограничимся случаем, когда ЮВ — область целостности 
(в дополнение к требованию, чтобы И (В) имела тривиальную 2-ком- 
поненту). К можно рассматривать как Е.-алгебру, а поле Е, — как 
подкольцо в В. Элементы из Ю, алгебраические над Е., образуют 


378 Гл. ХУПГ. Группы обратимых элементов в кольцах 


в К подкольшо К. Это подкольцо должно быть полем, так как подкольца 
абсолютных алгебраических полей!) простых характеристик сами 
являются полями. Группа ПО (К)=К^ периодическая, а так как содер- 
жащиеся в К корни из единицы должны лежать уже в К, то получает- 
ся, что К” совпадает с периодической частью группы И (В). 

В действительности именно эта периодическая группа Кх интересует нас 
больше всего, так как с помощью леммы 129.2 мы можем представить всякую 


смешанную группу с периодической частью К” как группу И (Ю®) для некоторо- 
го обязательно трансцендентного кольцевого расширения КВ поля К. 


Вернемся к общему случаю, т. е. отбросим предположение, что 
К — область целостности. Мы хотим сосредоточить внимание на 
периодической части Т группы И (В). Прежде всего покажем, что 
Т — группа обратимых элементов некоторого подкольца $ кольца ВЮ. 
Представим ВР в виде подпрямой суммы областей целостности В; 
характеристики 2. Ясно, что элемент и = (..., и, ...) ЕР удовлет- 
воряет условию и" = 1 (гдет 6 2) тогда и только тогда, когда ий = | 
для всех г. В силу сказанного в предыдущем абзаце элемент и; содер- 
жится в конечном подполе 3; кольца В;. Кроме того, при некотором п 
можно выбрать | 3; |< 2" при всех [, так как нечетное число т делит 
29") — |, где ф — функция Эйлера, и и2*-1 = | при любом и 2 0 
в поле Галуа порядка 2*. Теперь мы можем потребовать, чтобы каждый 
элемент х из подкольца, порожденного произвольным элементом 


и ЕТ, удовлетворял уравнению вида х2* = при фиксированном К. 
Из хорошо известных свойств полей Галуа непосредственно следует, 
что это же имеет место для подколец, порожденных конечным числом 
элементов из Т. Кроме того, 


—= {х ЕКВ |х?" = х при некотором № = (х)} 


— подкольшо в №®, причем Т < 5. Легко видеть, что $3 совпадает 
с «алгебраическим замыканием» поля Г.в КВ, т. е. с множеством всех 
элементов х Е №, удовлетворяю‘цих алгебраическому уравнению над 


Е. Так как всякий обратимый элемент и Е В со свойством и? = и 
должен лежать в Т, то мы заключаем, что И (3) = Т. 

Для введенного выше кольца З можно получить структурную 
теорему: 


ТЕеоРЕмА 129.5. Пусть В — такое коммутативное и ассоциативное 
кольцо с 1, что 2-компонента периодической части Т группы 0 (В) 
тривиальна. Тогда «алгебраические элементы» кольца В образуют 
подкольцо 3, такое, что И (3) =Т и $ — подпрямая сумма абсолют- 
ных алгебраических полей характеристики 2. 


В силу предыдущих рассмотрений все будет доказано, если мы 
заметим, что проекция $ на ЮВ; должна быть абсолютным алгебраиче- 
ским Полем. а 





1) То есть полей, алгебраических над своими простыми подполями.— Прим. 
перев. 
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Упражнения 


1. Доказать, что каноническое вложение Хх: А = ДА является 
функторным, т. е. всякий групповой гомоморфизм а: А —> В индуци- 


рует кольцевой гомоморфизм а: [РА — 7В, превращающий диаграмму 


ИА 
«| . а 
В —28, 7В 


в коммутативную. 
2. Если В — область целостности и А — группа без кручения, то 


И (РА) =0(В)хХА. 
3. (а) Если И1,..., И, — группы обратимых элементов некото- 
рых колец, то их прямое произведение (1 Хх... Хх И» — тоже группа 


обратимых элементов некоторого кольца. 

(6) Прямой сомножитель группы обратимых элементов не обязан 
быть группой обратимых элементов. 

4. Перечислить все циклические группы простых порядков, являю- 
щиеся группами обратимых элементов. [Указание: 2 и р = 2" — 1.] 

5 (Кон [2]). Привести пример поля, мультипликативная группа 
которого является нерасщепляющейся смешанной группой. 

6. Пусть Ю — область целостности без кручения, для которой 
И (В) — периодическая группа. Тогда Т = 2(2) или Т= (4). 

7. Если А — группа, обладающая автоморфизмом порядка 4, то 
2 (4) х А — группа обратимых элементов. [Указание: использовать 
целые гауссовы числа и п. Е) из $ 128.] 

8. Пусть В — ассоциативное и коммутативное 2-делимое кольцо 
без кручения, в котором имеется по крайней мере два обратимых эле- 
мента порядка 2. Тогда В — прямая сумма двух собственных идеалов. 


[ Указание: взять 5(1 — 5), где 82 =], 852 —1.] 


Замечания 


Некоторые из результатов этой главы являются классическими: теорема 
Дирихле о группах обратимых элементов в полях алгебраических чисел, описа- 
ние Гензеля группы обратимых элементов кольца целых р-адических чисел и, 
конечно, строение мультипликативных групп полей Галуа. Удивительно, что 
теорема Сколема [1] о мультипликативных группах полей алгебраических чисел 
получена не более четверти века тому назад. Всего лишь простое упражнение 
по абелевым группам — охарактеризовать мультипликативные группы алгебра- 
ически замкнутых и вещественно замкнутых полей [Фукс [16]]. 

Большой проблемой, естественно, является описание тех групп, которые 
могут быть мультипликативными группами полей. Проблема была переформу- 
лирована Диккером [1] [что не дало никакого действительного проникновения 
в ее суть] в терминах существования некоторой функции на группе с присоеди- 
ненным нулем. Печально, что нельзя дать характеризации с помощью чего- 
нибудь такого, что ечел бы подходящим алгебраист, а именно множества выска- 
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зываний языка теории групп первого порядка. В самом деле, С. Р. Когаловский 
[ДАН СССР, 140 (1961), 1005—1007] показал, что класс мультипликативных 
групп полей не является арифметически замкнутым в смысле А. И. Мальцева 
и поэтому не аксиоматизируем; ср. также Саббах [1]. Ввиду этого недавний 
результат Мэя [3] звучит наиболее удовлетворительно: пусть А — группа, перио- 
дическая часть которой является подгруппой группы 0/7 и имеет нетривиальную 
2-компоненту; тогда существует такое поле К, что 


К^ = АХР, 


где Р — свободная абелева группа. Доказательство этого прекрасного результа- 
та выходит за рамки нашей книги, поэтому, к сожалению, оно не могло быть 
включено в настоящую главу. 

Первым систематическое изучение групп обратимых элементов провел 
Хигман [Н3\етап @., Ргос. Гоп4оп Май. $ос., 46 (1938—39), 231—248]; он иссле- 
довал группы обратимых элементов групповых колец над конечными алгебраи- 
ческими расширениями кольца целых чисел. Кольца с циклическими группами 
обратимых элементов были описаны Джильмером [@Йтег В. У\., Амте’. .. 
Май., 85 (1963), 247—252] в случае конечных колец и Пирсоном и Шнейдером 
[Реагзоп К. В., Зсппе4ег ХТ. Е., Г. Аюефга, 16 (1970), 243—251] в случае беско- 
нечных колец. 

Наблюдается все возрастающий интерес к некоммутативным группам обра- 
тимых элементов. Из многочисленных имеющихся здесь результатов упомянем 
простой, но очень содержательный результат Дитора [ОИог 5$. 2., Атег. Май. 
Мопйцу, 78 (1971), 722—723]: если С — не обязательно коммутативная группа 
нечетного порядка, являющаяся группой обратимых элементов некоторого 
кольца КЮ, то подкольцо кольца В, порожденное группой С, изоморфно конечной 
прямой сумме полей Галуа характеристики 2 и, следовательно, С — конечное 
прямое произведение циклических групп, порядки которых имеют вид 2 — |. 
Недавно Элдридж распространил некоторые из результатов $ 129 на некоммута- 
тивный случай: 


Проблема 98. Исследовать, как меняются группы обратимых 
элементов при расширении колец [полей]. 


Проблема 99. Описать строение групп обратимых элементов 
в кольцах степенных рядов. 


Проблема 100. Указать условия на группу, при которых она 
является группой обратимых элементов в кольце того или иного важ- 
ного типа [регулярном, нётеровом и т. д.]. 
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Нейман Б., Нейман Х. (Меитапп В, Н., № еитапп Н.) 
[1] Опа с]аз$ о? аБеЙап вгоирз, Агсй. Майй., 4 (1953), 79—85. 
Небелинг (МоБе!пе 4.) 


[1] а. е1пез 5$а{2ез уоп Неггп Е. ЗресКег, / поет. Май., 6 (1968), 
4 5 


Нунке (Мипке К. У.) 


[1] Модц1ез о! ех{епз1опз оуег ОедеК1пА г!пбз, / 1111015 /. Май., 3 (1959), 222—241. 
[2] $1еп4ег огоирз, ВиЙ. Атег. Май. $ос., 67 (1961), 274—275; Аса 57. Маш. 
огере., 23 (1962), 67—73. 
[3] А пое оп аБейап огоир ех{епз!оп$, Рас Г. Май., 12 (1962), 1401—1403. 
[4] = г рго4ис{; ош ИпЁе сусИс огоирз, Ргос. Атег. Май. 3ос., 13 (1962), 
1 


[5] РигИНу ап зи Ёапеог$ оЁ {Не 14еп4{Цу, Тор1сз ш АБеНап Огоирз, СЫсаво, 
ИНпо!з, 1963, р. 121—171. 

[6] Оп 1е згисге оЁ Тог, Ргос. СоПо4д. АБейап Огоирз, 115—124 (Видарез, 
1964); Рачйс Г. Май., 22 (1967), 453—464. 

[7] о ап Ч!тесё зип1$ о? соипфаБ]е аБе!ап эгоир$, Май. 7., 101 (1967), 
182—212. 


[8] А пое оп епадотогро1$т г!19$ ор аБеЙап р-ягоцрз, З4и@1ез оп АБейап Огоцрз, 
305—308 (Раг1з, 1968). 


Оппельт (Оррей .. А.) 


[1] Оп р-пихей аБеЙап эгоирз, Ргос. Атег. Май. $ос., 18 (1967), 344—346. 
[2] А Чесотроз оп о! пихе4 аЪеЙап вгоирз, Тгапз. Атег. Май. 5ос., 127 (1967), 
341—348. 


[3] М!хей аЪеЦап огоирз, Сапад. Г. Май, 19 (1967), 1259—1962. 
Орсатти (Огза 1 А.) 


[1] А!сип! огирр! аБе Нап! П си! апео дев! епдотогНЯзт! 6 1оса!е, Юел4. Зет. 
МаЕ. Ипю. Рааоча, 35 (1965), 107—115. 

[2] $и 4! ип рго Мета 41 Т. 52ее е Х. $2епаге!, Юепа. бет. Маё. Ищу. Радоча, 
35 (1965), 171—175. 

[3] Уп 1ешта 41 пптегзюопе рег { эгирр! аБе!ап! зепха еетеп{1 41 а{еха шй- 
пЦа, Юема. ет. Ма. Ито. Радоча, 38 (1967), 1—13. 

[4] Опа сага ег!22а21опе де! вгирр! аЪе!ап1 сотра 1 о 1оса]пе{е сотра !{ пе!а 
{оро1о5{а пафига]е, Юеп4д. Зет. Маё. Ито. Радоча, 39 (1967), 219—295. 

[5] Опа ргорг!еёа сага Нег1$ са Че! втирр! аБеЙап! фогз1опа|теп{е сотр ей, 
Юеп4. $ет. Маё. Ищо. Радоба, 42 (1969), 325—338. 

[6] А с1аз$ о{ г!ипбз мВ аге {Ве еп4отогрВ1$т г1!п9$ о{ зоте {0г310п-тее аБе!ап 

огоир$, Апп. Зсифа Могт. бир. Раза, 23 (1969), 143—153. 

[7] $и1 эгирр! аБеНап! г!4о{! све аттейопо ипа ипса {форо10о51са сотраКа, 

Юепа. бет. Маё. Ито. Радоча, 43 (1970), 341—347. 


Папп (Рарр 1.) 
[1] Оп Ше с10зиге о? {Те Баз1с зиБэгоир, Ри. Май. Оевгесеп, 5 (1958), 256—260. 
Паркер, Уокер 3. (РагКег Г.. О,, УаКег Е. А.) 


[1] Ап ех{епз1оп о? Ве Ч]т-Ко]е {1$ {Веогетз, 54и41ез оп АБе!ап Сгоирз, Раг!$, 
1968, р. 309—325. 
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Парр (Рагг ХТ. Т.) 


[1] ЕпаотогрН1$т г1п9$ оЁ гапК {\о0 {юг$1оп-Нее аБе{ап ягоирз, /. Гопаоп Май. 
90с., 22 (1971), 611—632. 


Пирс (Руегсе К. $5.) 


[1] НототогрВ!$11$ о{ ргипагу аБейап огоирз, Тор1сз ш АБеНап Сгоирз, Ссаео, 
ПИпо1з, 1963, р. 215—310. 

[2] Сепфегз оЁ ригЦу ш аБеПап эгоирз, Райс Г. Май., 13 (1963), 215—219. 

[3] ЕпдотогрВ!$т г1п9$ оЁ ргипагу аБеПап эгоирз, Ргос. Со1о4. АБеЙйап Огоцрз, 
Видарез{, 1964, р. 125—137. 


Понтрягин Л. С. 


[1] Г {Реогу о{ фюро1051са] сошти{а уе огоирз, Аля. 0} Май., 35 (1934), 
| —388. 


Прохазка (РгосВа2Ка [..) 


[1] Заметка о расщепляемости смешанных абелевых групп, Чехосл. матем. ж., 
10 (1960), 479—492. 

[2] К проблеме расщепления некоторых абелевых расширений расщепляемых 
абелевых групп, Чехосл. матем. ж., 11 (1961), 365—380; 13 (1963), 322—333. 

[3] О расщепляемости факторгрупп абелевых групп без кручения конечного 
ранга, Чехосл. матем. ж., 11 (1961), 521—557. 

[4] Заметка о факторно-расщепляемых абелевых группах, Сазор$ Рёзё. Маё, 

87 (1962), 404—414. 

[5] О р-ранге абелевых групп без кручения конечного ранга, Чехосл. матем. ж., 
12 (1962), 3—43. 

[6] Заметка о структуре факторгрупп абелевых групп без кручения конеч- 
ного ранга, Чехосл. матем. ж., 12 (1962), 529—535. 

[7] Условия разложимости в прямую сумму некоторых абелевых групп без 
я ранга два, Маё. Руг. Сазор{$ З1оуак. АЕаа. Уеа, 12 (1962), 166— 

2. 


екый 


[8] Мые оп 94иаз1-1зотогрб1$т о{ фогзЗ1оп Нее аБеЙап ягоирз оЁ НпЦе гапк, 
Соттепт?. Май. Иптю. СагоЙпае, 3 (1962), 18—19. 

[9] Ветегкипе иБег деп р-Вапя фогз1опзТеег аБе]5сВег Огирреп ипепаИсвеп 

Капре$, Чехосл. матем. ж., 13 (1963), 1—23. 

[10] А вепега ха оп оГа {Пеогет о{! В. Ваег, СоттептЁ. Мат. Ито. Сагойпае, 4 
(1963), 105—108. 

[1] Об однородных абелевых группах без кручения, Чехосл. матем. ж., 14 
(1964), 171—202. 

[12] А пофе оп ацаз1-1зотогрН1з1 о{ фог$1оп ее аБеЙап 5тоирз о? ИпИе гапк, 
Чехосл. матем. ж., 15 (1965), 1-8. 

[13] Заметка о \Щ-сепарабельных абелевых группах без кручения, Чехосл. 
матем. ж., 15 (1965), 526—539. 

[14] ОЪег еше КПаззе {огзюопзНейег аБе]зсНег Огирреп, (‘а5орЁз РёзЁ. Маё., 90 
(1965), 153—159. 

[15] А пофе оп диаз1-зр ИЕ тя аЁ аЪеЙап вгоирз, Соттетё. Мат. Ито. Сагойпае, 
7 (1966), 227—235. 

[16] Расширения расщепляемых групп при помощи полных примарных групп, 
Соттеф. Мат. Ито. Сагойпае, 1 (1966), 429—445. 

[17] Прямые суммы групп типа Р+, Соттепт. Мат. Ито. Сагойптае, 8 (1967), 
85—114. 

[18] Расширения абелевых групп при помощи групп периодических, Чехосл. 
матем. ж., 17 (1967), 12—27. 

[19] Заметка о прямых суммах групп типа Р+, Чехосл. матем. ж., 11 (1967), 


вый 


[20] А поЁе оп Нее аБеНап отоирз, СоттепЁ. Май. Ито. СагоПпае, 10 (1969), 
567—569. 

[21] А пое оп сотр1ее!у десотроза Ле фог$1оп ее аЪеЙап бгоирз, Сотте. 
Маш. Ито. Сагойпае, 10 (1969), 141—161. 
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[22] Сопсегиипя а110${ 4111 1е фог$1оп ее аЪеЙап ягоирз, Соттетё. Май. Ипи. 
Сагойпае, 12 (1971), 23—31. 


Прюфер (Ргег Н.) 

[1] ЭпепаИсВе аБе!5сВе Огирреп уоп Е!ететеп еп@ИсВег Огапипя, О15зе{а1юоп 
(ВегШп, 1921). 

[2] О\егзиспипееп @Бег 41е ХегевЪагкей{ ег аб2АБ1Ъагеп ргитагеп аБе!$сВеп 
агирреп, Май. 2., 17 (1923), 35—61. 

[3] Тнеоме 4ег аБе!зсНеп Огирреп. 1.‘ Огип4екепзсваНеп, Май. 7., 20 (1924), 
165—187; 11. [4еа\е Сгирреп, 114., 22 (1925), 222—249. 

Пьетрковский (РаегКо\зК1 5.) 


[1] Твеоте 4ег ипепаЙсВеп аЪе!зсВеп Огирреп, Ма. Апни., 104 (1931), 535 —569. 

[2] Отегогирреп ипа ОцоНещепегирреп ипепаЙсНег аБе!зсВег Огирреп, Май. 
Апп., 105 (1931), 666—671. 

Радо (Ва4о В.) 


[П] А ргоо оЁ {Ве Баз!з {Пеогет юг ИпЦе]у вепегафеа аБеПап втгоирз, /. Гопаоп 
Май. 5ос., 26 (1951), 74—75, 160. 


Рангасвами (Капбаз\уату К. М.) 


[1] МеаЁ зиБогоирз$ о{ аБеЙап эгоирз, /. Мадгаз Итщо., ВЗЗ (1963), 129—135. 

[2] Оп Х-егоирз, ВиЙ. $0с. Ма. Егапсе, 92 (1964), 259—965. 

[3] Ежепз!юоп {еогу о! аБеЙПап эгоирз, Май. Зшаеть 32 (1964), 11—16. 

[4] А пофе оп а1вефга!с сотрасё эгоирз, Ви. Асаа. Ро]оп. $с1., 12 (1964), 369— 
371. 


[5] ЕчП зиЪягоирз оЁ аБеПап гоирз, /л@ап У. Май., 6 (1964), 21—27. 

[6] Свагасёег1за оп оЁ ш{егзесоп$ оЁ пеай зиБегоирз оф аБеНап эгоирз, /. [п@ап 
Май. 5ос., 29 (1965), 31—36. 

[7] ре эй зрес1а1 ргорегез, Ргос. Маё. [п5. 51. 1пфа, АЗ (1965), 513— 
526. 


[8] АБеНап 5гоирз \ЁВ епдотогрЬ!с Ипабез о{ зрес1а| фурез, /. А/вефга, 6 
(1967), 271—980. 

[9] ВергезепИпя Ваег г1п9з аз епдотогрВ!$т г1п5$, Маш. Аплп., 190 (1970), 
167—176. 

[10] Веви[аг апа Ваег г!п5$, Р’ос. Атег. Май. $0с., 42 (1974), № 2, 354—358. 


Редей, Селе (Квде! Г.., З2ее Т.) 

[1] Ре В шее «ег&еп Вапбеез», Асфа $61. Май. Згебеа, 12А (1950), 18—29. 
Рейд Г. Э. (Кеа О. А.) 

[1] А|лто${ ее аБеПап вгоирз, Гесфиге Мофез, Тийапе ОшуегзЦу, 1966—1967. 
Рейд Дж. Д. (Каа .Х. о.) 


[1] А по оп фюг$1юп-Нее аБеПап эгоирз о 1иИпЁе гапКк, Ргос. Атег. Май. 5ос., 
13 (1962), 222—255. 

[2] Оп ацаз1-десотроз 101$ о! фогз1оп-тее аБеЙап эгоирз, Ргос. Атег. Май. 5ос., 
13 (1962), 550—554. 

[3] Оп ое о? ап аБеЙап эгоир тахита! 41$]011ё Нот а #1у%еп зиБегочцр, 
РасНс У. Май., 13 (1963), 657—663. 

[4] Оп Ше гп о! иаз1- епдотогрВ1$11$ оЁ а фогз1оп-ее эгоир, Тор1с5 ш АБеПап 
агоирз, СШсаво, поз, 1963, р. 51—69. 

[5] Оп зибсоттищайуе г1пвз, Аса Май. Асад. $1. Нипоаг., 16 (1965), 23—26. 


Ри, Уиснер (Кее К., \!15пег К. ХУ.) 

[1] А пое оп фогз1юоп-йее пП огоирз, Ргос. Атег. Май. 5ос., 1 (1956), 6—8. 
Ричмен (В1сВтап Е.) 

[1] ТЬш аБеНап эгоирз, РаНс Г. Маш., 27 (1968), 599—606. 
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[2] А с1азз оЁ гапК 2 фогз1оп Нее вгоирз, Зи ез оп АБеЙ!ап Огоирз, Раг1з, 1968, 
р. 327—333. 
[3] Ежеп$1оп$ оЁ р-Боип4е4 эгоирз, Агей. Мат., 21 (1970), 449—454. 


Ричмен, Уокер К, (ЕВ1сптап Е., \Уа!ег С. Р.) 


[1] Оп а сег{ат ригШсаНоп рго ет {ог ргипагу аБеЙап огоирз, Ви. $0с. Ма. 
Егапсе, 94 (1966), 207—210. 


Ричмен, Уокер К., Уокер Э. (Ю1сптап Е., \УаЖег С., \аКег Е. А.) 


[1] а с1аз5ез о{ аБе{ап вгоирз, 54и41ез оп АБеЙап Огоирз, Раг!з, 1968, 
р. 335—343. 


Ричмен, Уокер Э. (К1стап Е., \аег Е. А.) 


[1] Ргитагу аБеЙап гоир$ аз тоди[ез оуег {Пег епдотогрЬ!зт г1п5$, Май. 7., 8% 
(1965), 77—81. 

[2] Сотогз1оп {тее, ап ехатр[е о ге]а {уе 1п]есИуКу, Май. 2., 102 (1967), 115—117. 

[3] Ежепатв Ошт’$ {Пеогет %ИПоц{ ягоир {еогу, Ртос. Атег. Май. 5ос., 21 
(1969), 194—196. 


де Робер (4е ВоБег{ Е.) 


[1] ОбпбгаЙза Йоп 4’ип {6огёте 4е Т. $2ее её 4’ип рго те 4е Г. РисВз, 
С. В. Асад. $с1. Рам, 263 (1966), А237—940. 


Ротман (Кофтап ..) 


[1] АлпоЁ оп сотр1еНопз о! тоди1ез, Ргос. А тег. Май. $ос., 11 (1960), 356—360. 

[2] Тогз1юп-тее ап@ пихе аБеЙап эгоирз, /Ш. ЛХ. Ма., 5 (1961), 131—143. 

[3] Опа рго ет о{ Ваег ап@4 а ргоБ]ет о! \МВНеНнеа4 ш аЪеПап эгоирз, Аба Ма. 
Асаа. $61. Нипваг., 12 (1961), 245—254. 

[4] Те Ого{Веп@есКк эгоир о{ фогз1юоп-Ётее аБеПап эгоирз о{ ИпЦе гапк, Ргос. 
Гопаоп Май. 5ос., 13 (1963), 724—732. 


Ротман, Йен (Кофтап Х., Уеп Т.) 


[1] Мо@ч1е$ оуег а сотр1&е 41зсге{е уашаНоп г1пв, Тгапз. Атег. Май. 5ос., 98 
(1961), 242—254. 


Рох (КосН @.) 
[1] Копуегвеп ее р-Огирреп, Риб!. Май. Оебгесеп, 8 (1961), 315—325. 


Рохлина В. С. 
[1] Некоторые классы абелевых групп, Матем. сб., 83 (1970), 214—221. 


Рудык Б. М. 


[1] К теории расщепляемости смешанных абелевых групп, Вестн. Моск. ун-та, 
матем., механ., 1965, № 3, 20—27. 


Саббах (ЗабЪаеН @.) 


[1] Но\м по{ +0 сНагасфеге {Не ши !!рИсаНуе эгоирз$ оЁ Йе1@$, Г. Гопаоп Май. 
ос., 1 (1969), 369—370. 


Сандс (Запаз А. О.) 

[1] Те Расфог!за оп оЁ аЪеНМап егоирз, ОиагЕ. Г. Маш. Охрога, 19 (1959), 81— 
91; 13 (1962), 45—54. 

Сас (52а$2 Е. А.) 


[1] Ре аБе]зсВеп Огирреп, дегеп уоЙе ЕпдотогрН1зтепгие Фе Мшипаедт- 
сипо г Наиргес$4еа!е егаПеп, Мопаёй. Май., 65 (1961), 150—153. 


[2] ОЪег Агпзере В шве, ВиЙ. Асаа. Ройоп. $с4., 11 (1963), 351—354. 
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Сегал (ЗеПра1 $. К.) 


[1] р ш сотшти{а уе ш{есга| огоир г1п5$, Май. Г. Окауата Имо., 14 (1970), 
135—138. 


Селе (52@е Т.) 


[1] Ее аЪе]зсВеп Огирреп оНпе е1вепё{Исве ЕпдотогрВ1зтеп, Асфа 51. Ма. 
огебей., 13 (1949), 54—56. 

[2] т ]а а6сотроз оп 4ез эгоирез аБеИепз С. Ю. Асаа. $61. Рап$, 229 (1949), 
1052—1053. 

[3] Гиг Твеоге 4ег Дегогиве, Май. Алп., 121 (1949), 242—246. 

[4] ОЪег 41е аБе!зсреп Огирреп ш!Н пиШеПеггеет Еп@дотогрЬ1зтепг!пс, 
Ри 1. Маш. ПОефгесеп, 1 (1949), 89—91. 

[5] Обгиррепт{еогеИзсНе Ве21епипвеп 4ег РгИпКобгрег, Маё. Апе4еп АвакаизЁ1- 
гГа, 13 (1949), 80—85. 

[6] Ет Апаовоп 4ег Кбгрег{Неог1е Ёаг аЪБе]зсве Огирреп, /. Юете Апвеш. Майй., 
188 (1950), 167—192. 

[7] Огирреп{Пеоге{1зсве Вез1епипееп Бе] ве\1ззеп К шеКкоп$гиКНопеп, Май. &., 
54 (1951), 168—180. 

[8] Оп @1тесЁ зипа$ оЁ сусИс эгоирз, Ри. Май. Ревгесеп, 2 (1951), 76—78. 

[9] и {Реогет о! Роп{г]авт, Аба Маш. Асаа. $1. Нипваг., 2 (1951), 121— 
123. 

[10] Оп эгоирз “ИН а®юпис П1ауегз, Аса Май. Асаа. $1. Нипваг., 3 (1952), 
127—129. 


[11] Оп поп-соцщае аЪеЙап р-эгоирз, Риб!. Май. Оевгесеп, 2 (1952), 300—301. 

[12] Оп атес{ зитз$ о? сусПс эгоирз \ИЁН опе атаеата{е@ зиЪогоир, Ри. Май. 
Рефтгесеп, 2 (1952), 302—307. 

[13] Оп и десотро$! 101$ о! аЪеЙап вгоирз, /. Гопаоп. Май. $о0с., 28 (1953), 
247—250. 


[14] Оп Ше Баз!с зиБэгоирз оЁ аБеПап р-сгоир$, Аба Май. Асаа. $61. Нипваг., 
5 (1954), 129—141. 

[15] МПро{фепё Агат г1пз, Ри. Май. Оефгесеп, 4 (1955), 71—78. 

[16] Оп 9иаз!-1п4есотроза ]е аЪеЙап фог$1оп гоирз, Аба Май. Асад. эс. Нип- 
баг., 7 (1956), 109—114. 

[17] Оп а Фороюву ш еп4отогрВ1$т г!п5$ о! аЪеЙап эгоирз, Риб{. Май. Оебгесеп, 
5 (1957), 1—4. 

Селе, Селпал (52е]е Т., $261ра! 1.) 

[1] ОБег 4ге! хчсЬ ее Огирреп, Асёа $1. Май. $2ебеа, 13 (1950), 192—194. 

Селе, Сендрей ($2е]е Т., Зхепаге! У.) 


[1] Оп аБеНап вгоирз УИ соттш{аИуе епдотогрН1$т ге, Аба Май. Асад. 
$67. Нипваг., 2 (1951), 309—324. 


Селе, Фукс (52е]е Т., ЕисВ$ 1..) 
[1] Оп Агёап г!18$, Аа 561. Май. 5геве4., 11 (1956), 30—40. 
Селпал ($526]ра| 1.) 


[1] Р!е аБе]зсВеп Огирреп обпе е1веп{Исве НототогрВ1зтеп, Асса $67. Май. 
эгебеа, 13 (1949), 51—53. 


[2] Р!е ипепаИсВеп аЪе]зсВеп Огирреп тИЦ 1ащ{ег епаЙсвеп есв4еп От4{егогирреп, 
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Указатель обозначений ') 


а, в, с, 4... Хх, у,... элементы групп 

Г, 5, В, ... функции 

а индексы 

а, у, м, ... векторы 

а типы групп без кручения 
Ю, 5, К, Ц(.... кольца, идеалы (К — поле) 
В, С, Н, М, ... матрицы 

ао. некоммутативные группы 


Теория множеств 


с (60 = @) наименьшее порядковое число 
МОЩНОСТИ Хо 


Отображения 


А, У диагональное и кодиагональное 
отображения 


Теория групп 


Н (а) индикатор (ульмовская последователь- 
ность) элемента а 

Х (а) характеристика (высотная последова- 
тельность) элемента а 

1 (а), 1(Ю) тип элемента а (подгруппы ^А группы @) 

Н (а) высотная матрица элемента а 

— квазисо держится в 

А, ^ квазиравенство, квазиизоморфизм 

рсА определенные подгруппы группы 4, по- 


лученные путем использования умноже- 
ния на р и взятия пересечений 
А (и) вполне характеристическая подгруппа, 


1) Приведены лишь обозначения, не вошедшие в указатель обозначе- 
ний кт. |, 


А (1), А* (4) 
[с (А, С) 


А 

ог 

ю+ 
Кх 

О (В) 


р 


Но 
Кр с 
Е (4), Е (А) 


ГА 
АЦ 
Ми 


Указатель обозначений 411 


связанная с последовательностью 
== (бесы Эа) 

вполне характеристические подгруппы, 
связанные с типом # 

0-й инвариант Ульма— Капланского 
группы А относительно подгруппы С 


периодическое пополнение группы 4 
топологическое замыкание подгруппы $ 
аддитивная группа кольца К 
мультипликативная группа поля К 
группа обратимых элементов кольца Ю 
централизатор, центр... 


Конкретные группы, кольца 


группа Прюфера длины о 
поле р-адических чисел 


кольцо эндоморфизмов, кольцо квази- 
эндоморфизмов группы А 

групповое кольцо группы А над 7 
группа автоморфизмов 

группа умножений 
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Алгебраически замкнутое поле 369 
Алгебраическое расширение поля 368 
Аннулятор кольца 338 

Артиново кольцо 280, 346 


Бэровская группа 225 
Бэровское кольцо 290 


Векторная группа 199 

Вещественно замкнутое поле 369 

В основном неразложимая группа 70 
Вполне квазиразложимая группа 180 
— разложимая группа 134 

— транзитивная р-группа 11 

— характеристическая подгруппа 16 
Высотная матрица 235 

— последовательность 129 

Высотно конечная подгруппа 123 


Группа автоморфизмов 293 

— без кручения ранга | 131 

— Бэра 225 

— обратимых элементов кольца 372 
— Уайтхеда 213 

— умножений на группе 329 

— Шптекера 205 


Дискретный подцоколь 12 

Длина группы 73 

— функции 87 

Допустимое квазипрямое разложение 
179 


Жесткая группа 148 
— система групп 148 


Замкнутые р-группы 22 
Замкнутый подцоколь 12 


Идемпотентная характеристика 132 
Идемпотентный тип 133 


Измеримое кардинальное число 191 

Изоморфизм, сохраняющий высоту 
ТГ РАО 

Изотипная подгруппа 93 

Изотипно полная р-группа 128 

Инволюция 296 

— экстремальная 311 

Индикатор элемента 9 

Индуктивная р-адическая топология 
34 


Квазиавтоморфизм 177 

Квазивложенная группа 176, 179 

Квазиизоморфизм 179 

Квазинеразложимая группа 64 

Квазинильгруппа 337 

Квазиполная группа 57 

Квазипрямая сумма групп 177 

Квазиравенство групп 179 

Квазирасщепляющаяся смешанная 
группа 230 

Квазисепарабельная группа 181 

Квазиэндоморфизм 177 

Классы Го 139 

Кольцо 325 

— без кручения 326, 341 

— на группе 326 

— ‚ порожденное идемпотентами 206 

— типа простой (полупростой) алгеб- 
ры 344 

— — тела 344 

— эндоморфизмов 255 

Конечная топология кольца эндомор- 
физмов 261 

Косепарабельная группа 145 


Матрица, сходящаяся по столбцам 
259 
Модуль 328 


Монотонная подгруппа 198 
Монотонный элемент группы 198 


Неразложимая группа 146 
Нётерово кольцо 361 
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Нильгруппа 337 
Носитель подгруппы 12 
Нуль-кольцо 329 


Обобщенная высота элемента 9 

— группа Прюфера длины в 105 

Обобщенно р-нильпотентная группа 
303 

Ограниченная группа 8 

— сеть Коши 36 

Ограниченное условие минимальности 
363 

Однородная группа без кручения 131, 
136, 210 

Однородно разложимая 


группа 211 
Орбита элемента 263 


Периодически полная группа 29 

— — р-группа 22 

Периодическое кольцо 326, 336 

— пополнение группы 39 

Плотный подцоколь 12 

Подкоммутативное кольцо 277 

Подцоколь 12 

Поле р-адических чисел 370 

Полная линейная группа 294 

Полупрямое произведение 295 

Последовательность Ульма группы 
72, 245 

Правый цоколь кольца 272 

Примитивное множество элементов 146 

Примитивный идемпотент 257 

— элемент 146 

Произведение в группе 196 

— типов 133 

— характеристик 132 

Простое кольцо 279 

— поле 367 

Просто представленная р-группа 114, 
120 


Расжепляющаяся 
220 

Регрессивная функция 154 

Регулярная подгруппа 135 

Регулярное кольцо 282, 355 

Регулярный слева (справа) элемент 
282 

— элемент кольца 282 


смешанная группа 


Сбалансированная подгруппа 94, 135 

Сбалансированно точная последова- 
тельность 94 

Свойство замены 43 

— — конечное 43 


— поднятия 168 

— подстановки 70 

— сокращения 83, 165 

— «универсальности» 375 

Связная группа 154 

Сепарабельная группа без кручения 
140, 145 

— р-группа 7, 8 

Сервантно неразложимая группа 151 

— полная группа 48 

Сильно недостижимое кардинальное 
число 154 

— неразложимая группа 177 

Сингулярный подмодуль 253 

Скачок 9, 300 

Стабилизатор цепочки подгрупп 295, 
300 

Сужение метрического пространства 
57 


Суммируемая р-группа 123 
Суммируемый подцоколь 125 
Сходящийся ряд 262 


Тип элемента 131 

Тонкая р-группа 34 

Тотально проективная р-группа 108 
Точное представление 115 

Третья аксиома счетности 102 


Узкая группа 189 

Ульмовская последовательность эле- 
мента 9 

Ульмовский тип группы 72 

Умножение на группе 329 

Универсальный К-модуль на группе 
328 

Условие на скачки 17 

— Пирса 18 


Характеристика элемента 129 
Характеристическая подгруппа 16 
Характеристический ДА-базис 206 
Хорошая подгруппа 90 

— система 102 

Хороший композиционный ряд 100 


Целые р-адические числа 146 
Центр группы автоморфизмов 308 
— кольца эндоморфизмов 267 
Централизатор 296 


Частичное умножение на группе 333 
Частное типов 133 
— характеристик 133 
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Широкая подгруппа 18 


Эквивалентные последовательности 
матриц 186 

— ® Х о-матрицы 236 

— характеристики 130 

Элемент, собственный 
подгруппы 76, 135 

—, р-собственный относительно под- 


группы 241 


относительно 


т-регулярное кольцо 282 

т-регулярный слева (справа) элемент 
282 

— элемент кольца 282 

Ш-неразложимая группа 66 

Ш-сепарабельная группа без кручения 
145 


р-изотипная подгруппа 237 
р-индикатор элемента 235 
р-смешанная группа 253 


р°-проективная группа 108 
р°-сервантная подгруппа 113 


р°-сервантно точная последователь- 
ность 113 
л-регулярное кольцо 282 


К-эндоморфизм 256 

с-й инвариант Ульма-Капланского 9 
— — — — относительно подгруппы 77 
0-й ульмовский фактор 72 

0-я ульмовская подгруппа 72 
Т-группа 114 

т-допустимая функция 87 
Х-окрестность элемента 261 
\-группа 213 
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